SOBRE ALGUNAS IDENTIDADES DE JENSEN Y GOULD

Por ApALBERTO GARCiA-MAYNEZ

1. Introduceion

El propésito de este trabajo es dar una demostracién elemental de la férmula
de Jensen [4]:

B ()

en donde «, 8, v son ndmeros reales y n un entero >0. Obtendremos también,
como consecuencias de (1.1), las identidades de Gould [3]:

12 Shedden) (TP < (),

n
(1.3) 2 i Ar(a, B) - Ani(v, 8) = An(a + v, 8)
en donde
_ a fa + Bk
Ak(a, 5) = m ( k )

Blackwell v Dubins demostraron esta identidad con la técnica de simetria
circular ([2]). No parece obvio, sin embargo, que (1.1) puede obtenerse directa-
mente de la identidad de Gould (1.3).

Una simple sustitucién en (1.1) nos dars la férmula alternativa:

S, (a - k(kﬂ - 1)>(b +:(f ; 1))

(1.4) ;
_ n sfa+ b+ 1\ »
= D> i~ ( 1)( " — I >l3-
2. La identidad de Jensen
Empezaremos esta seccién con una identidad elemental: (2.1) Sip esreal y n

es un entero >0, entonces:

(22) (p) = i (—1)"<p J_“jl)

Demostracién. Basta ponera = —1,b = p 4 1 en la bien conocida identidad

(2)-2=()0L)

(2.3) Si p(x) es un polinomio en z con coeficientes reales entonces, para n > 1,
la derivada de { P @) est4 dada por la férmula:
" p

D (p;m)> = Dpz) - T, & 1)’ - (p(x)_).

n—7
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Demostracion. Por la regla para hallar la derivada de la composicién de-dos
funciones, basta demostrar:

o p(mE ()

(24) es trlvmlmente cierta si » = 1. Suponiendo (2.4) valida para enteros
n' < n tenemos: :

D (n+ 1)= (n+ 1) -D[@ —n) (ﬁ)]
= (n+ i)“‘[ —n) T34 5 )J_ (n - j) + (:D]
-+ 0[S e — (7))
— Xk <—1)j—1(n z j) + (55,)]

:vj )por (n—l— 1-— J)(n—{— 1— )yusando

)
la identidad ( v > ( ) ( ) el miembro de arriba puede
n—7 n—74+1

escribirse como:

(n+ 1)“1[(71 +1) Z?illg:_;):(n +$1 "j)

i <*1)j(n -ﬁij) + @] :

Por (2.1) la suma de los dos dltimos términos dentro del paréntesis es nula.

Por tanto:
o Yo swn GV s
n+1 =Ty n+1-—j

y (2.4) es valida para n' = n + 1.

Reemplazando (z — n + j) (

DeriNiciON 2.5. Sean «, 8 nimeros reales y m, n enderos, en donde n > 0.
Definimos pn (e, 8, n) como:

(26) pale, 8,) = Tito (-1 (* ) (7).

TroreEMA 2.7. La derivada respecto a B de pm(c, 8, n + 1) estd dada por la
formula:

(28) Dﬂpm(a: B: n + 1) = (n + ]-) Z’;;l (—?) _ Pm—j (a + B, ﬁ, n)
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Demostracion. Usando (2.3) tenemos:

Dﬁpm(a, B, n + 1) =

m S qymck (“1.)"'1 k .(a + Bk‘) . (n + 1)
J m =] k

=(n+1) X7 Z;:‘:ftlj?—ﬂi%a " M) ‘ (k ! 1)-

m—j
Sumando primero respecto a k y después respecto a j, obtenemos (2.8).

CorOLARIO 2.9. Sim < n, pula, 8,n) = 0 para cualesquiera o, B;y Pa (e, B, 1)
= f" para toda o.

Demostracién. Como el resultado es evidente para n = 0, procederemos por
induccién respecto a n. Supongamos el resultado cierto para enteros n’ < n 'y
sea m un entero < n + 1. Por (2.7) tenemos:

Dgp(e, B, 1 -|- 1) =0sim<n+4+1;
Dﬂpn+1 (Ol, B)n + 1) = (’ﬂ + l)ﬁﬂ

Como pm{e, 0, n) = 0 para toda @, m y n > 0, concluimos:
Pule, B, +1)=0sim<n-+1
Prir(e, B,m + 1) = g
Esto completa la demostracién.

(2.10) (Identidad de Jensen.) Si a, 8, v son ndmeros reales y
7 es un entero >0, entonees:

. o (a4 BEN(v —BKY _ 5n gfaty—k
(211) Zk=0< k )(n —k) 2imo B n—k

Demostracién. Como ambos miembros de (2.11) son polinomios en a y ¥ para
. cada n, basta demostrar (2.11) si @ y ¥ son enteros y su suma es >n — 1.

Para cada pareja ordenada (m,n) de enteros no negativos, sea P, » 12 siguiente
proposicién: “Si a y y son enterosy @ + v — (m — 1) = m entonces (2.11) se
cumple”. Es claro que P, es cierta para toda m, pues sin = 0 ambos miembros
de (2.11) son iguales a 1, para cualesquiera «, v y m. Observemos, por otro lado,
que

@ (I m (1)

Por (2.12) y (2.9), P,,. es también cierta para toda n. Probaremos que si
P, 1. s cierta para todan’ y P .- es cierta paran’ < n entonces P,, , es cierta.
Una vez demostrado esto podemos probar, por induccién respecto a n, que si
P,._1n es cierta para toda n’ entonces P, . es cierta para toda n’. Usando final-
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mente induccién respecto a m concluimos que P, es cierta para toda m y toda

n.
Sean, pues, a, y enteros tales que « + v — (n — 1) = m. Entonces:

() () - (05
+ Z,Lo(“ *;f’“)(“’ —1l- ﬁk) S, g (a + v —; — k)

n—1—%k
n—1 at+y—1—k\_ ~xw gfat+ty—=F%
+ 2k ﬁk<n~—-1-—k >"EH’B< n—k )

Esto completa la demostracién de (2.10).
3. Consecuencias

Obtendremos ahora algunas consecuencias importantes de la identidad de
Jensen. Empezaremos con una definicién

an aee = (ER) (R,

en donde «, 8 son nimeros reales y k un entero >0.

Observemos que

Aua, ) = o+ Bk

+6k < i >sia+ﬁlc;z0
en tanto.que
Ar(o, B) = (—1)'Bsia+pk =0,k >0

y
Ap(e, 8) = 1lsia =k = 0.

Demostraremos ahora la identidad (1.2):

S Aila, B) (7 + (ﬁ; W) _ (a + Zz+ ;m).

n

Reemplazando el valor de Ax(e, 8), el miembro izquierdo de (1.2) puede
escribirse como:

n (a4 By + (n — k)8 n (a4 Bk —1\yv+ (n —k)B
S (A0 ) e (R )
=Z,?=oﬁ’°(°‘+1tin‘—k)

n—1 ok+1 a—l—B—i—*y—l-I—(n—l),B—k
(eI )

_Z;ﬂﬁk(a+vtﬁ}?—k>=(a+2+ﬁn)_

n
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Para probar la segunda identidad de Gould (1.3)
Z’?:U Ak (Ol, B)An-—k (’Y, 6) = An (a + Y, ‘B)
sustituimos el valor de 4. (v, 8) y obtenemos:

27:;0 Ay (a’ ﬁ)Aﬂ—k (’Y: B)

_ n 'Y+(n——k>18 a—1 'Y_l+(n_k)ﬂ
—Zk=0Ak(a;B)( n—k >—ﬂZk=0Ak(Ol,ﬂ)( n—1—F )

Una doble aplicacién de (1.2) nos da:
2 k=0 A (e, B)Anr (v, B)

=(a+7+57z)__6(a+’7+5{1—1):An(a+%6)'

(] n —
Fiﬁalinente, para obtener (1.4) basta hacer la sustitucién &« = —a. . — 1;
¥ = —b 4+ n — 1. Como caso particular, si a, b y 8 son enteros, obtenemos la

congruencia de Adem ([1]):
a (o—k@B-D\b+EB-1\_(a+bd+1
(1) (L
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