UNA NOTA SOBRE EL CIRCULO DE-SEUDO ARCOS

Por J. H. REEp E IgNacio BELLO

Introduccion

Kl ejemplo més reciente de un continuo plano homogéneo es el circulo de seudo
arcos descubierto por Bing y Jones [1] en 1960. Hasta ahora los otros dos ejemplos
de continuos planos homogéneos conocidos son el seudo arco [2] y la curva simple
y cerrada.

La homogeneidad del circulo de seudo arcos M/ se encuentra caracterizada por
la propiedad de que cualquier homeomorfismo 4:K — M,de Ken M, K C M,
puede ser extendido a un homeomorfismo de M sobre M siempre y cuando K sea
un punto. En el presente trabajo la homogeneidad de M seri extendida mediante
la imposicién de ciertas condiciones bajo las cuales el homeomorfismo 4 puede ser
extendido a M siempre y cuando K sea un subcontinuo de M.

1. Definiciones y notaciones

Una cadena D es una coleccién finita de conjuntos abiertos di, da, ds, + - - , da
tal qued; cortaa d;si|i — 7| <1y p(di,d;) =inf {(z,y)|y Ed;jyz € di} >0
si |2 — j| > 1. Los conjuntos d; serdn llamados eslabones de la cadena D. La
subcadena de D formada por los conjuntos d,, dy11, - - -, ds serd representada por
D(r, s).

La malla de D es el diametro mayor de los eslabones de D. Si la malla de D es
menor que ¢, D serd llamada una cadena-e.

Una cadena D recubre a un conjunto X si cada punto de X pertenece a un eslabén
de D.

D recubre propiamente a X si cada eslabén de D contiene un punto de X y D
recubre a X. D recubre irreduciblemente a X si cada eslabén de D contiene un punto
de X que no pertenece a ningun otro eslabén de D y D recubre a X.

Un continuo es un conjunto compacto y conexo. El continuo ¢ serd llamado
serpentoide si para todo € > 0, G puede ser recubierto por una cadena-e. G serg
llamado un arco de continuos {g, | 0 < x < 1} si existe una funcién continua f de G
sobre [0, 1] tal que f " (z) es el continuo g, esto es, {g.} es una coleccién de con-
tinuos semicontinua superiormente que cubre G' y con la propiedad de que el
espacio de particién es un arco. Si R C [0, 1], G(R) serd la suma de todos los
continuos en la coleccién {g, | * € R}.

El arco de continuos G serd llamado un arco de continuos serpentoide si G es
serpentoide. Si la funcién continua f de G sobre [0, 1] es abierta (esto es, {g.} es
una coleccién continua de conjuntos) G serd llamado un arco de continuos serpen-
toide y continuo. Si, ademds, cada miembro de la coleccién {g.} es un seudo arco G
serd llamado un arco de seudo arcos serpentoide y continuo. Una cadena circular
posee la propiedad de que la interseccién del primer y el dltimo eslabén es no
vacia, Diremos que un continuo es circular si no es serpentoide y para todo e > 0
puede ser recubierto por una cadena-¢ circular.
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Un continuo circular 3 serd Hamado un circulo de seudo arcos continuo y circular
si existe una funcién { continua y abierta, de M sobre una curva simple y cerrada
C, tal que para cada x € C,f " (x) es unseudo arco. Para mayor brevedad M ser4
Hamado un circulo de seudo arcos. Bing y Jones han demostrado que dos circulos
de seudo arcos cualesquiera son homeomorfos entre si y que cada uno de ellos es
homogéneo [1].

2. Algunas propiedades de los arcos de seudo arcos continuos y serpentoides

Los resultados de esta seecién, con excepcién del teorema 2.4, se deben a Bing y
Jones.

TroreMA 2.1. Sea P = {p, |0 < z < 1;p, = f ' (x)} un arco de seudo arcos
continuo vy serpentoide. S0 < a <.b < ¢ < d < 1, existe un nimero positivo e tal
que st D es una cadena-e que recubre a P, todo eslabén de D cuya interseccién con
P ([b, c]) es no vacta, se encuenira entre cualquier eslabon de D que corte a P ([0, a]) y
cualquier otro eslabén de D que corte a P ([d, 1]). ‘

TrorREMA 2.2. Sea P = {p. |0 < 2 < 1;p. = f ' (x)} un arco de seudo arcos
continuo y serpentoide. Para cada e > 0 existe una cadena-e D que recubre a P con la
propredad de que el primer eslabén de D corta a poy el dltimo eslabén de D corta a P1-

TeorREMA 2.3. Sea P = {p, |0 < < L;p. =f @)} yQ ={¢.|0< 2 < 1;
¢ = f2 ' (&)} arcos de seudo arcos continuos y serpentoides. Si h es un homeomorfismo
de p1 + o sobre g1 + qotal que h (po) = qoy h(p1) = qu, h puede ser extendido a un
homeomorfismo h* de P sobre @ con la propiedad de que para todas las x entre 0y 1
se verifica que h* (pg) = ¢, .

TrorEMA 2.4. Sean P y Q arcos de seudo arcos continuos y serpentoides. St ¢ es
un homeomorfismo de [0, 1] sobre [0, 1], existe un homeomorfismo h* de P sobre Q con
la propiedad de que para todas las x entre 0 y 1 se verifica que h* (p.) = Qe -

Demostracion. SeaP = {p, |0 <z < 1L;p, = fi @)} yQ = {¢.]0 <z < 1;
¢z = f2 " (2)}, 2 es una funcién continua v abierta de Q sobre [0, 1], luego entonces
(/_1 ° fg es una funcién continua y abierta de @ sobre [0, 1].Sea @ = {4. |0 <z < 1

(g™ ° £2)7(x)}. Q es un arco de seudo arcos continuo y serpentoide y si
Q y Q son considerados como conj juntos de puntos, § = Q. Nétese que para cada
x€l0,1], &z = @ .

Sea, h un homeomorfismo de po + p1 sobre §o + ¢ con la propiedad de que
h(pe) = Goy h(p1) = ¢1. Usando el teorema 2.3, k puede ser extendido a un homeo-
morfismo A* de P sobre Q con la prop1edad de que para todas lasz entre 0 y 1 se
verifica que b* (p,) = ¢z. Como Q = Q¥ ¢- = ¢y , h* es un homeomorfismo de P
sobre @ tal que para cada z € [0, 1], A* (p,) = Qe -

3. Extension de homeomorfismos de un subcontinuo

En la presente seccién investigaremos algunas de las propiedades de los sub-
continuos de un arco de seudo arcos serpentoide y enumeraremos ciertas condi-
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ciones bajo las cuales un homeomorfismo, de un subcontinuo del circulo de seudo
arcos, puede ser extendido.

TrorEMA 3.1. Sea P = {p, |0 < 2z < 1;p. = f ()} un arco de seudo arcos
continuo y serpentoide y K un subcontinuo descomponible de P. Para cada x €
[0, 1] p. N K # @ siy s6lo st p, & K.

Demostracién: Si p, C K inmediatamente se verifica que p.. N K 5 @. Seguida-
mente demostraremos que si p, 1 K ## @ entonces p. & K. Recordemos que la
funcién f de P sobre [0, 1] es continua y abierta. Nétese que f(K ) dontiene més
de un punto (Si K contiene un solo punto fuera indescomponible ). Sea f(K) =
[a,b] donde a < by x € (a,b). Supongamos que p, no es un subconjunto de K.
Luego entonces existe una y € p, tal quey ¢ K.Sea 8, = p(y, K), 8 = p(pa, v),

= p(D2, Pa); b = p(Ps, D) Y& = 3 min {41, &, &, 84}.

Como P ([a, b]) es un arco de seudo arcos continuo y serpentoide, de acuerdo con
el teorema 2.2 existe una cadena-8 D = [dy, dz, - -, du] que recubre irreducible-
mente a P ([a, b]) y con la propiedad de que el prlmer eslabén de D corta a p, y el
dltimo eslabén de D corta a p,. Sea D (1, p) la subcadena maximal de D que
recubre propiamente a p, ; D (g, n) la subcadena maximal de D que recubre pro-
piamente a s .

Como p, NN K 5= @ algin eslabén d de D (1, p) corta a K. También tenemos que
ps N K 5 @ luego entonces algtin eslabén d; de D (g, n) corta a K, por lo tanto la
interseecién de K con todo eslabén de D entre d;, y d; es no vacia. Por consiguiente
todo eslabén de D corta a p, , K 6 ps , luego entonces ningtin eslabén de D contiene
a y. Pero D recubre a P ([a, b)) yy € P ([a, b]), una contradiccién. Asf tenemos que
para todaslasz € (a,b)sip, N K 5= @ se verifica que p, © K.Solo queda demostrar
que p, © Ky p» © K. Este resultado puede ser obtenido mmedlatamente va
que K es cerrado y lim ., 9z = Do, liMa,s P = Do -

TEOREMA 3.2. Sea P = {p, | 0 <z < 1l;p,=f (x)} un arco de seudo arcos
C(mtmuo y serpentoide. 8t K es un subcontinuo indescomponible de P, f (K). es un
punio.

Demostracion. Si f(K) contiene méas de un punto entonces f(K) = [a, b]
para alguna a y b, donde o < b. Usando un argumento similar al empleado en la
demostracién del teorema 3.2 se verifica que para cadax € [a, b] p. S K, luego
entonces K = U{p. | z € [a, b]} lo cual indica que K es descomponible, una con-
tradiceién. '

" COROLARIO 3.3. Sea P un arco de seudo arcos continuo y serpentmde y K un
subcontmuo propio de P: :
@) K es descomponible si y solo si K es un arco de seudo arcos continuo y
serpentoide.
" (i) K es indescomponible si y sélo si K es un seudo arco o un ‘punto.-

LEmA 3.4. Sean P y Q arcos de seudo arcos conttnuos y serpentoides, b un homeo-
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morfismo de P sobre Q. Para cada x € [0, 1] se verifica que h(p.) = q, para alguna
y € [0, 1].

Demostracion. Para cada x € [0, 1], p, es un subeontinuo indescomponible de P.
Supongamos que & (p,) ¥ ¢, para ninguna y € [0, 1]. Tenemos que A (p;) C ¢,
para alguna y, 6 existe y1 > ¥, tal que h(p,) Ng,, #= By h(pz) N gy, # 0.

Si h(ps) corta a g, ¥ & Gy, , Y1 &= 2, h(p.), de acuerdo con el teorema 3.2, es
desmmpomble, una contradiecion.

" 81 h(p.) € ¢, para alguna y, ysi h(p.) # g, entonces existe una z € g, tal que
2 (E h{p.). Luego entonces existe una w € [0, 1] tal que z ¢ h (pw ). Pero entdnces
17 (gy) corta a p. y a p, lo cual indica, de acuerdo con el teorema 3.2, que h Y(gy)
es descomponible, una contradiccién.

LEMA 3.5. Sean P = (P |0< < L;p. =@ yQ = {ga !0<x <1;

= fy “(x)} arcos de seudo arcos continuos y serpentoides, K y L subcontinuos de
P y @ respectivamente, y h un homeomorfismo de K sobre L. h induce un homeo-
morfismo h de f,(K) sobre f(L).

Demostracion: Paracaday € fi(K) seah(y) = zsiysélosih(p,) = ¢ . Luego
entonces /i es una funcién uno a uno de f; (K) sobre f; (L). Si A es un subconjunto
cerrado de f2(L), Q(4) = f: " (4) es un subconjunto cerrado de L'y 1 (Q(4))
es un subconjunto cerrado de K; luego entonces 2" (Q (4)) es un subconjunto
compacto de P, lo cual indica que f (R (Q(4))) es un subconjunto cerrado de
Si(K): Pero f; (if1 (Q(A4))) = K" (A), luego entonces / es una funcién continua
uno a uno de fi (K) sobre fo(L) y como f; (K) es compacto % es un homeomor-
ﬁsmo '

TEOREMA36 Sean P = {p,|0<2<1;p. = fi " @)} yQ ={¢.]0<2<1;
0= = fo (&)} arcos de seudo arcos continuos y serpentoides, K y L subcontinuos
descomponibles de P y Q respectivamente y h un homeomorfismo de K sobre L. Sea
b el homeomorfismo inducido de f; (K ) sobre fs (L). h puede ser extendido a un homeo-
morfismo h* de P sobre Q si y sélo si h puede ser extendido a un homeomorfismo de
[0, 1] sobre [0, 1].

" Demostracién. Primeramente, si b puede ser extendido a un homeomorfismo
h* de P sobre Q entonces, de acuerdo con el Lema 3.5, h* definird una extensmn
h* de h.

Supongamos que & puede ser extendido a un homeomorfismo i * de [0, 1] sobre
[0, 1]. De acuerdo con el Teorema 2.4 existe un homeomorfismo 4; de @ sobre @
tal que 71(¢:) = gGv-1» - Liuego entonces & o /i define un homeomorfismo de K
sobre hi(L) y paracadaz € fi(K) severifica que h1 © h(p,) = (@*w) = ¢-
Mediante el uso del teorema 2.3 h; o h puede ser extendido a un homeomarfismo /
de P sobre Q. Sea h* = h'oh. Se verlﬁca que A* es un homeomorfismo de P
sobre Q ysiy € K, entonces h*(y) = hy *oh(y) = by tohioh(y) = h(y). Luego
entonces ~2* es una extensién de h lo cual completa la demostracién.
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TuorEMA 3.7. Sea M = {p.|zeS'; po = £ (&)} un cireulo de seudo arcos
continuo y circular, f una funcién continua y abierta de M sobre S'. Si K es un
subcontinuo propio de M entonces f(K) #= S

Demostracién. Supongamos que f(K) = S. SeayeM — K y x € S tal que
Y € Pa, -Sea U un conjunto abierto tal que y € Uy U N K = @. Como la coleccién
{p.|z € S'} es continua, existe un intervalo abierto (a, b) de S* tal que z, € (a, b)
v para todas las z en [a, b] se verifica que p, N U 5 @. Sean y, y y» elementos de
ps N Uy ps N U respectivamente. Sea ¢, > 0 tal que cualquier conjunto abierto
con un diametro menor que ¢ y conteniendo uno de los puntos ¥, , ¥5 6 ¥ es un
subconjunto de U.

Tenemos que M ([a,b]) es un arco de seudo arcos serpentoide, por lo tanto usando
el Teorema 2.1, podemos obtener un ¢ > 0 tal que si D es una cadena-¢ que
recubre propiamente a M ([a, b]) todo eslabén de D cuya interseccién con p.,
es no vacia se encuentra entre cualquier eslabén de D que corte a p, y cualquier
otro eslabén de D que corte a p, . Sea e; > 0 tal que ningdn conjunto con un dia-
metro menor que e tenga elementos en comdn con dos de los conjuntos p,,,
Da s Po -

Sea ¢ = min {e, e, ¢}, # una cadena-e circular que recubra a M y E tna
subcadena de E que recubra propiamente a M ([a, b)). Sean e/, e, ey, eslabones
de B’ conteniendo a y, ¥, € y» respectivamente, e, , eya', €y, SO subcon]untoq de U.
Ademés, como p,, N K 5 0 algdn eslabofi de E, entre ¢, y ¢, corta a K. La
malla de E puede ser tomada lo suficientemente pequefia para que la interseecién
de algtn eslabén de E que no sea un eslabén de E' con K, sea no vacia, lo cual
indica que K no es conexo, una contradiccién ; por lo tanto f(K) = S

CoroLARIO 3.8. Sea M un circulo de seudo arcos continuo y circular. M no es
homeomorfo a ninguno de sus subcontinuos propios.

Demostracion: Sea M = {p,|z € 8';p. = f ' (z)} y K un subcontinuo propio
de M. Usando el teorema 3.7 f(K) = S, lo cual indica que existe un intervalo
[a, b] de S* tal que K & M ([a, b]). Pero M ([a, b]) es un arco de seudo arcos
serpentoide y por tanto K es serpentoide y M no puede ser homeomorfo a K.

TeorEMA 3.9. Sean M y N circulos de seudo arcos continuos y circulares, K y L
subcontinuos de M y N respectivamente y h un homeomorfismo de K sobre L. h
puede ser extendido a un homeomorfismo h* de M sobre N st K y L satisfacen una
de las stguientes condiciones:

(1) K y L son descomponibles;

2) K y L son subcontinuos propios de algin seudo arco contenido en M y N
respectivamente;

(8) K y L son los seudo arcos mazximales contenidos en M y N respectivamente.

Demostracion. Para demostrar (1) usaremos el Corolario 3.8 el cual nos permite
suponer que K y L son subcontinuos propios de M y N respectivamente.
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Sea M = {pa[z€8p. =@} yN = {g|lz€8;¢ =Ff"@). De
acuerdo con el Teorema 3.7 existen intervalos [a, b] ¥ [¢, d] de S* tal que
KCM([a;b])yLCN([C7d))?panK = pan = quan = (IdnL = 0.
Luuego entonces el homeomorfismo inducido % de f;(K) sobre f,(I) puede ser
extendido a un homeomorfismo 4* de [a, b] sobre [¢, d]. Usando el Teorema 3.6,
h puede ser extendido a un homeomorfismo % de M ([a, b]) sobre N ([c, d]). Final-
mente, mediante el uso del Teorema 2.3 A puede ser extendido a un homeomorfismo
h* de M sobre N lo cual concluye la demostracién de (1).

A continuacién demostraremos (3). En este caso fi(K) y fe(L) son cada uno,
un punto de §'. Sea ¢ € §" tal que ¢ # f1(K) y ¢ 5 f2(L). Usando el Teorema 2.3
h puede ser extendido a un homeomorfismo % de M ([f: (K), ¢]) sobre N ([f: (L), c]).
Haciendo use del Teorema 2.3 nuevamente, h puede ser extendido al homeomor-
fismo h*.

Solamente nos queda demostrar (2). Sean 2, y o puntos en S*, K y L subcon-
tinuous propios de pz, ¥ ¢y, respectivamente. Como se indica en [2] k puede ser
extendido a un homeomorfismo /4 de p., sobre g,, . Para concluir se procede como
en (3) lo cual termina la demostracién de (2).
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