LA BASE MINIMA DE UN CAMPO DE NUMEROS ALGEBRAICOS

Por Ianacio Canans Y Juan JosE Ortiz

Introduccion

El propésito inicial de este trabajo fué el de disefiar un método de calculo que
permitiese, con el auxilio de una computadora, conocer en cada caso la base
minima de un campo de ndmeros algebraicos. En el desarrollo del mismo, unas
veces ayudados por los resultados concretos obtenidos y otras veces por tratar de
resolver dificultades de orden préctico, se hicieron conjeturas sobre la forma que
debia tener la base minima, que posterioremente se demostraron sin mucha difi-
cultad.

Una base a1, * -, a, de K/k, k un campo de Dedekind, se dice que es una base
minima cuando para ¢, -+, ¢, € k se tiene cia1 + - -+ + ¢, € O (D, anillo
de los enteros algebriicos de K sobre k), si y sélosi ¢, ---, ¢, € 0 (0, anillo de

los enteros de k). Para el easo en que  es un campo loeal, se conoce en cada caso
la base minima de una extensién finita. Pero no ocurre lo mismo para el caso de
campos de nidmeros algebriicos (extensiones finitas de los racionales). Dedekind
di6 un ejemplo, el dnico que aparece en la literatura, para demostrar que no
siempre una base minima de un campo de nimeros algebrdicos consta de elementos
que son lai potencias de uno dado. Dicho ejemplo es el Ejemplo 1 de este articulo.
Por otra parte, no hemos podido encontrar ningin polinomio de Eisenstein, que
proporcione un campo de nimeros algebriicos con base minima de elementos que
no son potencias de uno dado. Asi en el Ejemplo 4 en la Seccién 2 se encuentra un
elemento cuyas potencias son una base minima. Queda pués, como una conjetura
que todo polinomio de Eisenstein (con coeficientes enteros) proporeiona un campo
de ndmeros algebriicos con base minima de elementos que son potencias de uno
dado. El Corolario 1.5 es un acercamiento a esta conjetura. Un resultado conocido
es que todo campo ciclotémico posee una base minima con elementos que son
potencias de uno dado.

El interés en conocer una base minima es, en primer lugar, el de determinar los
enteros algebriicos de 1a extensién correspondiente, y paralelamente conocer el
diseriminante del campo y por tanto los primos racionales que se ramifican en la
extensién. Ademis la base complementaria de la base minima determing un ideal
fraceionario, cuyo inverso es la diferente del campo, que a su vez nos da todos los
ideales de la extensién que son ramificados.

Sea K un campo de ndmeros algebrdicos y supongamos que K = Q(a)
donde o« € L. Entonces se sabe que ({1], pig. 81) O € Z + Za + ---
+ Za"/d(a) donde d(e) = d(1, &, -+, &™) es el discriminante de la base
{1, a, - ,a"}. En ([2], pig. 156) se propone como ejercicio, demostrar que los
elementos de O de la forma a; = d(a)™ (So; + S 4+ -+ + Sia’) con 0 < 7 <
n — 1 donde S;; toma el menor valor posible, son una base minima para @ («)/Q.

En el presente trabajo se da una mayor informacién (Teorema 1.4) diciendo
c6mo deben ser los enteros S;;, y se da un método de célculo, para el cual se
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puede eseribir un programa en Fortran, que leido por una computadora resuelve
el problema para un caso conereto.

Agradecemos al Centro Nacional de Céleulo las amplias facilidades que nos
brindaron para el desarrollo de este trabajo.

1. Base Minima

De ahora en adelante utilizaremos la notacién vectorial poniendo:
a; = d(e) " (Sei, S, --+, 8,0, --+,0), y sobreentendiendo que % varia de 0
an — 1.

Lema 1.1. Sea K = Q(a) y a € O. Entonces los elementos a; = d ()™ (Soi,
Siiy oo, 86,0, -+, 0) de O, donde S; toma el menor valor posible, forman una
base minima de Q(a); y ademds S;; es divisor de la componente i-ésima de cualquier
entero algebrdico de la forma b; = d(a) ™ (boi, -, bis, 0, +-+, 0).

Demostracion. Bastard considerar que 0 < Sj; < d(a) pues en caso contrario
Sji = Qﬁd(a) + Rj-i ,yentoncesai - qﬁa’ = d(oz)—l (SO'i ,Su y ,Rﬁ ,Sii PR ,0)
cumple con la condicién 0 < Ry < d(e).

Todos los a: correspondientes a los enteros algebriicos de la forma

a; = d(a) (@i, -+, s, 0, -+, 0) forman un ideal en Z, por tanto existe S;;
primer elemento del ideal tal que a:; = ¢::S:. Entonces a; = d(a)™ (So:, S,
Seiy -, 8u, 0, +++, 0) con S;; generador del ideal correspondiente, es base

minima de Q(a)/Q. En efecto, sea 8 € Q(a) entero algebrdico, entonces
B =d(a) (b, b, -+, bu), ¥ se tiene que bp1 = ¢n1Sn1,n-1, ¥

B — Guatna = d(a) " (Bons, bims, ", bagns, 0),

nuevamente by_2 42 = Gng . Sn—g,n2 . Por tanto llegamos 8 — ¢n10n—1 — Gn-2@n—2
— oo — qua1 — Qoo = 0 con ¢; € Z y el lema queda demostrado.

LEI\VJA"I.z. Sea a; = d(a) " (Soi, S, -+, 84,0, --+, 0) la base minima del
lema 1.1. Entonces S; es divisor de d(a), y ponemos d{a) = d;Si;.

Demostracion. En efecto o’ = d(a)™(0,0, --+, 0, d(a), 0, --+, 0) es entero
algebriico, por tanto d(a) = diSi.
Nota. Para facilitar la impresién utilizaremos la siguiente notacién.

. p(k, t, 1, d) = di-;—kdi+k+1 s di+t

LEMA 1.3. Sea d(e) = Di’. Dy, y a; la base minima del minima del lema 1.1.
Entonces p (0, n — 1, 0, d) es divisor de Dy .

Demostracién. Sea o' el vector columna de componentes a;, o el vector
columna de componentes o’ y S una matriz n X n cuya (¢ 4+ 1)-ésima fila es
(Sos, S, "+, Si, 0, -+, 0); entonces obtenemos la ecuacién matricial:
a’ = d(a)"'Sa’ de donde deducimos, teniendo en cuenta que Si; X di = d(a),
la relacién: '
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d(a07 ttty an) = p(O;n -1, 7, d)—zd(ly Q, ", an—l),
d(17 Q, * 7an_1) = DlZD? = p(07n - 1, 'L‘y d)?d(aﬂy T an)

y por ser (@o, -+, G,—1) base minima, su discriminante es el discriminante de
Q(a)/Q, y por tanto el discriminante de cualquier otra base difiere del discrimi-
nante del campo en un cuadrado perfecto. Es decir p (0,n — 1,7, d) es divisor de
D;.

TrorEMA 14. Sea a; la base minima de los lemas precedentes; y sea © el menor
entero tal que S < d(a) (equivalentemente d; > 1), es decir a; = o’ paraj = 0, 1,
, 1 — 1, entonces:

I) ai=d (g, qui, , qi1s,1,0,--,0),0 < g;; < d;donde
0<;j<:—-1,
IT) @iy = p(0, 4% d) " (Goivas ** 5 Goritas Pittiira dis =<+
DiskivaP 0,k —1,4,d), ---,p0,¢ — 1,7,d),0, ---,0)
donde
1<¢<n—1—1,

y ademds se tiene que 0 < gj,irq < p(0, ¢, %, d) para (j = 0,1, ---,12) y que
0 < pisgive < pk, g, 7, d)para (k =1, ---,q— 1).

Demostracion de I'). Segtinellema 1.2d(a) = di.Sere, ¢ =0,1,---,n — 2),
y de ahi deducimos que:

dia; — o = d(a)_l(diso,i, oy diSins, 0,00, 0) = 30T gy

por tanto Sj,; = d(a)-di” '.¢;.: donde 0 <j<i—1ydeaquia = d; Y(go.i,
qu'";qt—lHlO 0)

Demostremos IT) por mduccmn sobre q. Para g = 1 se tiene d.; 181,501 = d(a)
y de aqui deducimos que di;10:41 — o' es combinacién lineal sobre los enteros de
o, a1, - -, a;, por tanto:

d,-.‘_lai.‘_l — aH'I = E:'zo Zj,it10; = di_l (xo,i+1 d: + Qo,iy "y Taml,itl d;
+ Qi1,i, Tiig, 0, - ,0), zjip1 € Z,
‘ Giy1 = p(O, 1,14, d)_l (xl),i-l—l di + goi; ** 0y Totip divi s x‘;.;-g..h
di, 0, -+, 0).

‘Supongamos cierto II) para ai;, con p < ¢ y demostrémoslo para ¢ + 1.
Teniendo en cuenta que diyq11Siyet1,iterr = d(a), se tiene diye110iron — attet
= > i & irena;, v obtenemos para la componente ¢ + %, con 0 < k' < ¢, la
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siguiente expresién:
PO, k, %, d) @is,irarp 0, &, 3, ) + TippirirarPiskinsp 0, % + 1,4, d)7
+ o+ CagirePinad 0, ¢ 7, d)7)
= p0,k 4,d)p0,¢,%d)" @enirarp ¢ + 1, ¢,7,d)
+ TPk e (B 4 2, g, 1, d) + Tirgiren1Pitkiite)
=p0,k —1,%,d)p(0, ¢ % ) Pirkirers -
Anilogamente se encuentra la componente ¢ — k, con 1 < k < ¢, y se obtiene:
Tibirer F Thirenini i+ o+ Togirenginidd O, ¢ % d)7
=90, ¢, 1, 4) @ikirer0 0, ¢ % d) + Tiirengrd(l, ¢ % d) + ---
+ Tokirenginirs) = PO, ¢ 7, ) G kirert -

Finalmente tenemos:

tivarr = PO, ¢ + 1,4, &) (goivarr, *** 5 Gurivetr1, Pirtirerp (0, 0,4, d), - -+,
Pitq,itor1pD (O: q — 1: i’ d)7 p(ox q, ia d)’ 0: T 0)
CororLArIO 1.5. Sif(2) = 2" + @ns®™ '+ « - + asr + a es un polinomio de

Eisenstein con respecto al primo p, entonces no hay entero algebrdico B de la forma:
B = (1/p)(gi, qui, "**, ¢i14,1,0,---,0) donde 0 < g <p.

Si « es raiz de f(z), por la teorfa de la ramificacién se tiene que (p) se descom-
pone en @ (a) en la forma (p) = 3" donde 3 es ideal primo de @ (a). Teniendo en
cuenta que f(a) = 0, se obtiene que ord; a« = 1.

Seanq;: #0yqi,; =0 =0, ---,7 — 1), obtenemos que: ord, 8 = 7 — ord,
p = j — n, lo cual implica que B no es entero algebraico pues; < n.

En el problema ntimero cinco se aplica este corolario.

2. Cilculo de la Base Minima

Partiendo del polinomio irreducible f(z) = 2* + @p2" " + -+ + & + a0,
cuya raiz « define el campo @ (a) de ndmeros algebrédicos, se encontrara la base
minima correspondiente. '

En primer lugar se calcula el discriminante del polinomio (ver [5]) y obtenemos
d(a) = Di*-D,. Por tanto los elementos de la forma: 8§ = d qoi, -+, qivi,
1,0, --+,0), donde d divide a D, son candidatos a ser enteros algebraicos.

Se debe comenzar con d = p, donde p es un nimero primo que divide a Dy .

Pues si no hay entero algebréico de la forma p*(go:, -+, ¢i1,i, 1,0, -+, 0),
tampoco hay entero algebréico de la forma: »
B = (0) " (@i, Gi1i, 1,0, °+-,0); 0= g < pg

pues en tal caso ¢B serfa entero algebrdico, lo cual es una contradiceién.
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En cambio si existe un entero algebraico de la forma 8 = p (o, - ; Gi-1,i
1,9, - -+, 0), se debe probar si existe entero algebriico con denominador miltiplo
de p, hasta encontrar un miltiplo de p para el cual no haya entero algebriico con
ese denominador.

Una vez encontrado el primer a; % o', para encontrar el a;1 (segin el teorema,
1.4) se deben buscar enteros algehriicos de la forma: .

8= (pds) (gois1, ** , Givirr, di, 0, -+, 0)

Para diagnosticar si 8 es entero algebréico se calcula su polinomio de campo
con respecto a la base (1, o, o, -+, &), y seré entero algebraico si y sélo si
este polinomio tiene coeficientes enteros ([4] Teor. 20, P4g. 89).

Una vez obtenida la matriz 4 (n X n), cuyo polinomio caracteristico es el
polinomio de campo buscado, se utiliza el método de Leverrier-Faddev para calcu-
lar coeficientes del polinomio caracteristico ([3] Pag. 193):

Siendo (—1)"(z" — pr™ ™ — piz” > — +++ — Pa_sk — Pa) el polinomio carac-
teristico de la matriz 4, obtenemos que

A = AB;y, tr (Ain) = @+ Dpin, Bipn = Aipn — pinill

donde F designa la matriz identidad (n X n) y By = E

La matriz A se calcula como sigue, sea 8 = d " (Qo,iv1, Quitt, * - 5 irig1,y G,
0,---,0).

Sea 8 el vector columna de componentes Sai y o’ el vector columna de com-
ponentes o, entonces existe 4 matriz n X n con componentes a;; nimeros enteros,
tal que

g = d4d .

Cada valor calculado de tr (4:1) debe ser divisible por (¢ 4+ 1)d™™, para poder
asegurar que f es entero algebraico.

Problema 2.1

Dado el polinomio f(z) = 2° + 2 — 2z 4 8 encontrar la base minima del
campo de nimeros algebriicos @ (), donde « es raiz de dicho polinomio, y encon-
trar también el discriminante del campo. o

La irreducibilidad del polinomio sobre los racionales se ve con facilidad pues
no tiene rafces racionales (los Gnicos candidatos son los divisores de 8). . '

En ([5]) se calcula el discriminante de dicho pohnomlo y se obtiene el valor:

D(f) = —4-503 y 503 es primo. Por tanto D; = 2. Y obtenemos como resul-
tado: '

a+a2
2

ap = 1,(12 = a, a3 =

que es la base minima buscada.
Diseriminante del campo @ («) = D (7‘)/‘22 v —503.
Es decir, el tnico ndmero primo que se ramifica en @ (a) es 503.
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. Problema 2.2
Igual que el uno para f (x) = 1° + 111z + 5476. Se prueba ficilmente que el

polinomio es irreducible.
En ([5]) se caleulé:

D(f) = (2 3:37)% (3-37-149).

Obtenemos como resultado:

148 + 185a + o
222 ’

o =10 =a,a =

y discriminante del campo = D (f)/222° = 3-37-149.

Problema 2.3

Igual que el uno para f(z) = a* + 2’ + 32" + 52 — 2.

Se prueba la irreducibilidad del polinomio sobre @), viendo que no tiene raices
racionales y que no admite una descomposicién de la forma (2 —l— or + b)-

(:c + cx + d).
En ([5]) se encuentra el valor de su diseriminante: D (f) = 2 2437 y 2437 es
ndmero primo. Por tanto D; = 2°. Obtenemos como resulta,do
a =1, =a,a = d2,a4 = a—;a s

y diseriminante del campo = D(f)/2* = 2437, que es por tanto el tnico primo
que se ramifica en @ (o).

Problema 2.4 .

Lo mismo para f(z) = 2* + 6z + 34. El polinomio es irreducible pues cumple
con las condiciones del criterio de Eisenstein para el primo 2.

En ([5]) se encuentra su discriminante:

D) = 2% 311,

"~ Por tanto Dy = 2-3°. En este caso el 2 por ser ramificado segtin el criterio de
Eisenstein, debe permanecer en el dlscrlmma,nte del campo Q (a). Obtenemos
como resultado:

l+a :1—|—2a+'a2‘
3 ' 9 )

y discriminante del campo = D (f )/27 = 4-11.
En esté caso observamos que (1, 8, 8°) es una base minima,. Siendo 8 = 1 + a/3,

y por tanto Q(a) Q).
Problema 2.5

Lo mismo, para f(x) = 2’ + 52° — 50a° + 5zt 4 152° — 102" + 25x + 5
En ([5]) se encontré: D (f) = 5%-7-29173- -81256,960193. Obtenemos D; = 5 yno

a1=1,a2=
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Dy = 5, pues el 5 por ser ramificado debe aparecer en el discriminante del campo.
Pero en virtud del corolario 1 deducimos que (1, a, o, - - - , o) es base minima.

3. Programa en Fortran

Para efectuar los cdlculos de 1a seceién 2 se eseribié un programa en FORTRAN
para una computadora IBM 1130.

Una dificultad, a resolver en primer lugar, es que el nlimero entero més grande
que se puede manejar en esta computadora es 2° — 1 = 32.767, y en cambio
para los célculos de la seccién 2 aparecen en seguida nimeros méis grandes, en
concreto aparece Di", que para el ejemplo ntmero tres resulta ser 222° =
10,941,048. Para resolver esta dificultad, se disefian las subrutinas DIVAR,
PROMO, SUMOD, que dividen, multiplican y suman ntimeros hasta de 10 cifras
en base 64, es decir, se pueden manejar ntimeros menores o iguales que:

(64 —1)(64" — 1) _

- 2% 1 = 1,152 921,504 606,846 975.

Otro problema que hubo que resolver fue el de eseribir un programa para des-
componer un entero en factores primos, y poder asi separar la parte del discrimi-
nante del polinomio que es un cuadrado perfecto. El programa que se escribié
para una computadora CDC 3150 con 32K de memoria, resuelve dicho problema
para nimeros menores o iguales que 70.363878,869124.

Las limitaciones que se tienen para el grado y para el tamafio de los niimeros,
se pueden ampliar si la computadora que se use tiene mayor capacidad de memoria.
Basta para ello cambiar las dimensiones del arreglo IE (115, 10), Asi, por ejemplo,
poniendo TE (805, 20) se puede llegar hasta grado 20 y ndmeros menores o iguales
que 220—1. Lo cual se puede lograr con una computadora de 32K palabras de
memoria, como por ejemplo una CDC 3150.

El tiemplo de eémputo depende del problema que se trate, y de la computa-
dora pue se utilice. En los ejemplos que se adjuntan, el méis laborioso es el ni-
mero dos, en el cual hay que hacer el proceso de la seccién 2, 1482224185 =
33, 041 veces.

Para ello, 12 1130 IBM (una computadora pequefia) no lo terminé en dos horas.
La CDC 3150 le realizé en 20 minutos.

Antes de publicar este trabajo llegé a nuestro conocimiento el articulo: Rational
Arithmetic with Integers of Indefinite Length, de Arnold Ron, Boeing Scientific
Research Labs., Seattle, Wash. February, 1969, el cual contiene programas
para efectuar las operaciones aritméticas elementales con enteros de tamafio
indefinido, escritos en el lenguaje ensamblador de una computadora IBM 360/44.
El fundamento teérico de este articulo es representar a los nimeros en base 2
debido a que esta computadora hace operaciones aritméticas con medias palabras
(12 bits). La idea es pues similar a la desarrollada en este trabajo, diferenciandose
en la base utilizada (en nuestro caso 2°) debido a la estructura de la TBM 1130,
y en el lenguaje Fortran.
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