
COMPACTIFICACIONES Y METRIZACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 

PoR A. GARcfA-MAYNEZ 

1. Introduccion 

El prop6sito primordial de este trabajo es obtener una generalizaci6n comun 
de dos importantes resultados en metrizaci6n de espacios topol6gicos: teoremas 
3.3 y 3.4 en (6] o corolarios 3.3.1 y 3.3.6 a nuestro lema 3.3. De este lema se 
desprende tambien un corolario (3.3.7) que no parece estar en la literatura. 

Se relacionan tambien las cubiertas abiertas de un espacio X con las vecindades 
de su diagonal en X X X y se obtienen los resultados 2.6, 2.7 y 2.10. 

2. Preliminares 

Recordemos las siguientes definiciones: 

(2.1) Una sucesi6n '1.1.1 , '1.1.2 , • • • de cubiertas abiertas de un espacio X es un 
desarrollo de X si para cada x E X, { St (x, '1.1.n) I n = 1, 2, • • ·} es una base local 
en x. X es desarrollable si existe un desarrollo de X. 

(2.2) Un subespacio A de X es un G8 fuerte en X si existe una sucesi6n de
creciente V1 ::::, V2::::, • • • de vecindades abiertas de A tales que A = n:=1 V,. = 

n:=1 Vn-

(2.3) Una familia ~ = { d; I i E I} de metricas continuas en un espacio (X, ,, ) 
genera a T si la familia 

CB = { V/ (x) I x E X, i E I, e > O} 

es una base de ,,, en donde 

V/(x) = {y E XI d;(x, y) < e}. 

( 2.4) Para cada conj unto X, la diagonal A (X) de X se define como 

A(X) = {(x,x)jxEX}. 

(2.5) Sea X un espacio topol6gico, A E 2x y 91, 92 dos familias de vecindades 
de A. Entonces 92 refina a 91 si para cada V E 91 existe W E 92 tal que W c V. 

TEOREMA 2.6. Sea (X, ,, ) un espacio topol6gico y 9 la familia de complementos 
en X X X de conJ·untos de la forma {x} X H, en donde Hes un cerrado en X y 
x E X,....., H. Entonces X es desarrollable si y s6lo si existe una sucesi6n V1, Vi, • • • 
de vecindades abiertas de A (X) ( en X X X) que refina a g. 

Dernostraci6n. Supongamos que '1.1.1 , '1.1.2, • • • es un desarrollo de X. Para cada 
entero positivo n definamos 

Vn = U {S X S / S E 'Un} 

Es claro que cada V,. es una vecindad abierta de A (X). Si x E X y H es un 
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cerrado en X que no contiene a x, entonces existe un entero n tal que 

St(x, 'Un) n H = <I>. 

Ahora V,, n ({x} X H) = <I>, pues sih E Hy x ESE 'U,,, entoncesh EE St(x, 'Un) 

y (x, h) EE S X S. Por tanto, la familia { V1, V2, • • ·} refina a g. Reciprocamente, 
si { V1 , V2 , • • ·} es una familia de vecindades abiertas de A (X) que refina a g y 

'U,; = {S E TI S X S C Vn} 

entonces {'U1 , 'U2, ···}es un desarrollo de X. En efecto, six E U E r, el conjunto 
K = XX X""' ({x} X (X""' U)) E g. Por tanto, existe un entero n tal que 
V n n ( { X l X (X I'-' u) ) = <I>. Si X E L E 'Un ' se tiene L X L C V n ' de manera 
que (L X L) n ({x} X (X""' U)) = <I>. Esto implica que L c Uy, por consi
guiente, St(x, 9.1.n) esta contenida en U. 

CoROLARIO 2.6.1. Si X es T1 y desarrollahle, entonces A (X) es un G;; en X X X. 

TEOREMA 2.7. Sea (X, r) paracompacto y T2 y U un abierto en X X X que 
contiene a A(X). Entonces existe un abierto Wen XX X tal que A(X) C W c 
w-c u. 

Demonstraci6n. Sea 'U = {SE r / S XS C U} y 'Oun *-refinamiento abierto de 
'U (recuerdese que X es totalmente normal). Definamos 

w = U{T X TI TE 'O}. 

Es claro que Wes abierto y que W ::::i A (X). Falta demostrar que W- c U. Sea 
(y, z) E W-. Por hip6tesis, existen TE 'O y (y', z') EX XX tales que: 

(y', z') E (St(y, 'O)) X (St(z, 'O)) n (TX T). 

Como 'O* refina a 'U, existe S E 'U tal que St(T, 'O) c S. Pero {y, z} c St(T, 'O ). 
Por tanto, (y, z) E S X S c U y W- C U. 

CoROLARIO 2.7.1. Supongamos que X es paracompacto, T2 y que A(X) es un G;; 
en X X X. Entonces A(X) es un G;; fuerte en X X X. 

Los espacios paracompactos, T2 y con diagonal G. en X X X, son de particular 
interes debido a los siguientes resultados: 

TEOREMA 2.8. ([4]). La topologia de un espacio paracompacto y T2 X estd 
generada por una f am ilia de metricas continuas si y s6lo si Ll. (X) es un G. en X X X. • 

TEOREMA 2.9. ([1] ). Supongamos que existe unafunci6n perfecta! de un espacio 
t,opowgico X sobre el espacio metrizable Y. Entonces X es metrizable si y s6lo si 
A (X) es un G. en X X X. 

Es bien sabido que un espacio X es metriz.able si y solo si es paracompacto, 
T2 y desarrollable. Aprovechamos este resultado para probar: 

TEOREMA 2.10. Sea (X, r) paracompacto y T2. Entonces X es metrizable si y 
s6lo si r estd generada por una f am ilia numerable de metricas continuas. 
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Demostraci6n. Si X es metrizable, es obvio que r esta generada por una s6lo 
metrica. Reciprocamente, si d1 , di , • • · es una sucesi6n de metricas continuas en 
X que genera a r, entonces X es desarrollable. En efecto, si definimos, para cada 
pareja (m, n) de enteros positivos, 

'Um,n = {Vitnm(x) /XE X}, 

endonde V11nm(x) = {y EX/ clm(x,y) < 1/n},esclaroquelafamilia{'llm,n/m, 
n = 1, 2, • • • l es un desarrollo de X. 

3. Lema Principal 

El siguiente teorema sera de vital importancia en la demostraci6n del lema 3.2. 

TEOREMA 3.1. ([6]). Sea X un espacio T2. Entonces X es paracompacto si y 
solo si su producto con cada espacio compacto y T2 es normal. (Para una demostraci6n 
de este teorema, vease, por ejemplo, Nagata [5], p. 180.) 

Tendremos tambien ocasi6n de usar el siguiente resultado: 

TEOREMA 3.2. Todo espacio T2, paracompacto y perfectamente normal es heredi
tariamente paracompacto. (Vease Dugundji [3], Cap. VIII, teorema 2.5.) 

LEMA 3.3. Sea Z compacto y T2 y X, Y subespacios de Z, en donde X c Y. Sean 
tambien U1, U2, • • • ; W1, W2, • • • abiertos en X X Z y Y X Z, respectivamente, 
tales que: 

1) Ll (X) = n:=1 U,. = n:=1 Clxxz(U,.); U1 => U2 => • • • 
2) W n n (X X Z) = U,. , n = 1, 2, • • • 
3) Cada Xn = Y ,.._, Pry(A(Y),......, W,.) es paracompacto. <tl 

Entonces existe una pseudo-metrica continua dn en X,. (para cada n) y un homeo
morfismo h:L---, X*, en donde 

L = nn=i"' x,. y x* = Iln=i"' (X,.' d,.). 

Demostraci6n. Observemos primero que cada X,. X Z es un subespacio normal 
de Z X Z que contiene a X X Z (teorema 3.1 ). Ademas, A (Xn) y X,. X Z,......, W,. 
son cerrados ajenos en X,. X Z. Por tanto, por el lema de Urysoh;n, existe una 
funci6ncontinuaF,.:Xn X Z---,JtalqueFn = 0en.ll(X,.) yFn = 1 enXn X 
Z ,.._, Wn. Definamos dn:Xn X X.n---, Jpor medio de laf6rmula 

dn(X, y) = suppEZ j Fn(X, p) - F,.(y, p) /. 

Es claro que d,. es una pseudo-metrica continua en X n y, por tan to, la inclusion 
j,.:L c (X,., Td,.) es continua. La funci6n evaluatoria J de la familia Un} es 
entonces una funci6n continua y biunivoca de Len x*. Por otra parte, la familia 
Un) distingue puntos de cerrados. Para probarlo, tomemos un cerrado A en L y 
unpunto;r E L""A.Como {Clxxz(U,.) n ({x} X Clz(A)) / n = 1,2, ···} es 
una sucesi6n decreciente de compactos en X X Z con intersecci6n vacia ( condici6n 

(1) Observemos que X,. y ~(Y) n W,. son homeomorfos. 
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1 ) , necesariamente Un' n ( { x} X A ) = cJ> para algun entero n'. Si a E A es 
arbitrario, entonces (x, a) EE Wn', pues Wn, n (X X Z) = Un' (condici6n 2). 
Por tanto: 

d,., (x, a) ~ / Fn, (x, a) - Fn' (a, a)/ = Fn' (x, a) = 1 

y dn, (x, A) = 1, es decir, la familia {j,.} distingue puntos de cerrados. Por tanto, 
J es un homeomorfismo de L en X* y la demostraci6n esta completa. 

CoROLARIO 3.3.1. Sea X un espamo de Tychonojf y Z cualquier compactificaci6n 
T2 de X. Entonces X es metrizable si y solo siX X Z es normal y A (X) es un G8 en 
xxz. 

Demostraci6n de la sujiciencia. Por hip6tesis, existen abiertos U1 , U2 , • • • en 
X X Z tales que la condici6n 1) en el lema es satisfecha. Tomando Y = X y 
W,. = Un, obtenemos X,. = X para toda n. Por 3.1, la condici6n 3) en el lema se 
cumple. Por tanto, L == X es homeomorlo a un subespacio de x* y, por ende, X 
es metrizable. 

Demostram6n de la necesidad. Las hip6tesis implican ahora que X es paracom
pacto y, por 3.1, XX Z es normal. Es claro, ademas, que A (X) es un cerrado en 
XX Z. Sea V1, V2, • • • una familia de vecindades abiertas de A (X) que refina a 
la familia g definida en el enunciado de 2.6 y sea 

V,. * =XX Z"' Clxxz(X XX"' Vn), 

Probaremos que A (X) = n:=1 Vn *. Es inmediato que A (X) c n:=1 V,. *. 
Tomemos ahora (x, z) E XX Z ""'A (X) y un abierto Men Z tal que z E MC 
Clz(M) c Z""' {x}. Por 2.6, existe un entero n > 0 tal que ({x} X Clz(M)) n 
Vn = <I>. Entonces (x, z) E Clxxz(X X X ,..._, V,.). Para probarlo, sea L un 
abierto en X X Z que contiene a (x, z ). Como Clz (X) = Z, existe y E X tal 
que y E My (x, y) E L. Por tanto, (x, y) E L n (X X X ,..._, Vn) y 

(x, z) E Clxxz(X XX l""-.J V,.) =XX Z"' Vn*• 

Esto completa la demostraci6n. 

CoROLARIO 3.3.2. Sea X paracompacto, T2 y topol6gicamente completo. Entonces 
X es metrizable si y s6lo si A (X) es un G. en XX X. 

Demostraci6n. Por hip6tesis existe un espacio compacto y T2 Z tal que X es 
un G8 denso en Z. Por tanto, X X X es un Ga en X X Z . .1(X) es entonces un 
G, en X X Z. Por 3.1, X X Z es normal. 

En este momento es conveniente proponer las siguientes definiciones: 

Un espacio X es T 6 si es perfectamente normal y T1. X es T1 si es T 6 y paracom
pacto. Finalmente, sin es un entero positivo, diremos que X es T1,n si X" es T1. 

CoROLARIO 3.3.3. Sea X paracompacto, T2 y localmente compacto. Entonces X 
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es metrizable si y solo si i:l (X) es un G, en X X X. En particular, todo espacio 
T1,2 y localmente compacto es metrizable. (Comparese con el teorema 5.6 en [2].) 

CoROLARIO 3.3.4. Sea X compacto y T2. Entonces X es metrizable si y solo si 
.l(X) es un G, en X X X. 

CoROLARIO 3.3.5. Sea X un espacio de Tychonoff y Z una compactificacion 
perfectarnente normal y T2 de X. Si i:l(X) es un G8 en XX Z, entonces X es com
pletamente separable. 

Demostracion. Por 3.2, la propiedad de ser T7 es hereditaria. Por tanto, X es 
paracompacto y, por 3.1, X X Z es normal. Existen entonces abiertos U1 , U2, • • • 
en X X Z que cumplen la condici6n 1) del lema. Tomando Y = Z, sea Wn un 
abierto en Z X Z tal que W,, n (X X Z) = Un. Es claro que cada conjunto 
X,, = Z "'Prz (i:l (Z) ;..,.__, Wn) es abierto en Z. Como Z es perfectamente nor:rnal, 
cada Xn y cada Xn X Z es cr-compacto. Por tanto, Xn y Xn X Z son paracom
pactos y de Lindelof para cada n. De la continuidad de dn se deduce que (Xn , dn) 
es de Lindelof y, por tanto, es completamente separable. El espacio x*, asi como 
todos sus subespacios, son entonces completamente separables. 

CoROLARIO 3.3.6. Un espacio topol6gico X es metrizable y separable si y solo si 
existe una compactificaci6n T2 Z de X tal que X X Z es perfectamente normal. Un 
espacio metrizable X es separable si y solo si X tiene una compactificacion T6 . 

Demostracion. Si X es metrizable y separable, X es homeomorfo a un sub
espacio Adel cubo de Hilbert I"'. Si Z es la cerradura de A en I"', entonces XX Z 
es metrizable por ser el producto de dos espacios metrizables. Por tanto, X X Z 
es perfectamente normal. 

La suficiencia de la primera condici6n es una consecuencia directa de 3.3.5. 
La segunda parte del corolario se desprende de 3.3.1 y 3.3.5. 

CoROLARIO 3.3.7. Sea X un espacio metrizable y Z una compactificacion T2 

de X. Entonces Z contiene una completaci6n metrica de X si y solo si Z contiene un 
Gs hereditariamente paracompacto que contiene a X. En particular, este es el caso 
si Z es hereditariamente paracompacto. 

Demostracion. Si existe una completaci6n metrica Y de X tal que Y c Z, 
entonces Yes un G, en Z (vease [5], teorema VI. 7, p. 205). Por ser metrico, Y 
es hereditariamente paracompacto. Reciprocamente, si Y es un Gs heredita
riamente paracompacto tal que X C Y C Z, entonces existen abiertos U1, U2, 
• · · ; W1 , W2, • • • en X X Z y Y X Z, respectivamente, tales que las tres con
diciones en el lema son satisfechas. Entonces L = n;=1 Xn es un G, metrizable 
en Z (pues Les un G. en Y y Yes un Gs en Z). Por tanto, Les una completaci6n 
metric a de X en Z. 

Las compactificaciones T2 de un espacio metrizable X pueden distar mucho 
de ser hereditariamente paracompactas. El siguiente ejemplo exhibe un espacio 
discreto X y una compactificaci6n T2 de X que no es hereditariamente normal. 
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Ejemplo 3.4. Sea n el primer ordinal no numerable y sea A el conjunto de 
ordinales Hmites :::; n. El espacio 

X = [O, nJ ,...__, A 

es entonces discreto y denso en [O, n]. En consecuencia, el producto 

z = [O, n] X [O, n] 

es una compactificaci6n T2 de X X X. Sin embargo, Z no es hereditariamente 
normal, pues el subespacio [O, n) X [O, n] no es normal. • 

El autor desconoce si toda compactificaci6n T2 de un espacio metrizable 
satisface la condici6n del corolario 3.3.7. En particular, se propone el siguiente 
problema: 

~Existe una compactificaci6n T2 de los racionales Q que no contenga ninguna 
completaci6n metrica de Q? 
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