COMPACTIFICACIONES Y METRIZACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS
Por A. Garcia-MAyYNEZ
1. Introduccion

El propésito primordial de este trabajo es obtener una generalizacién comiin
de dos importantes resultados en metrizacién de espacios topoldgicos: teoremas
3.3 y 34 en [6] o corolarios 3.3.1 y 3.3.6 a nuestro lema 3.3. De este lema se
desprende también un corolario (3.3.7) que no parece estar en la literatura.

Se relacionan también las cubiertas abiertas de un espacio X con las vecindades
de su diagonal en X X X y se obtienen los resultados 2.6, 2.7 y 2.10.

2. Preliminares
Recordemos las siguientes definiciones:

(2.1) TUna sucesién U, Uz, --- de cubiertas abiertas de un espacio X es un
desarrollo de X si para cada z € X, {St(z, U,) } n = 1,2, --+} es una base local
en z. X es desarrollable si existe un desarrollo de X.

(2.2) TUn subespacio A de X es un G; fuerte en X si existe una sucesién de-
creciente V; O V, D - - - de vecindades abiertasde 4 talesque 4 = Ny, V. =
n:=l Vn‘-

(2.3) TUna familia ® = {d;
genera o t &l la familia

® = {Vi@)|z€X,i€1,e>0}
es una base de 7, en donde
Vi) =ty € X[dila, y) < ¢
(2.4) Para cada conjunto X, la diagonal A (X ) de X se define como
AX) = {(z,z)|z € X}.

(2.5) Sea X un espacio topolégico, 4 € 2 y G1, G dos familias de vecindades
de A. Entonces G, refina a Gy si para cada V € G existe W € G talque W < V.

7 € I} de métricas continuas en un espacio (X, 7)

TeoreEMA 2.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y G la familia de complementos
en X X X de conjuntos de la forma {x} X H, en donde H es un cerrado en X y
z € X ~ H. Entonces X es desarrollable st y sdlo st existe una sucesion Vi, Vg, « - -
de vecindades abiertas de A(X) (en X X X) que refina a G.

Demostracién. Supongamos que Uz, Uz, - - - es un desarrollo de X. Para cada
entero positivo n definamos

Ve =U{S X 8|8 € Ul
Es claro que cada V, es una vecindad abierta de A(X). Siz € X y H es un
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cerrado en X que no contiene a z, entonces existe un entero n tal que
St(z, U,) VH = &,
Ahora V, N ({z} X H) = ®,puessih € Hyx € S € U,, entoncesh ¢ St(x, U,)
y (z,h) ¢ 8 X 8. Por tanto, la familia {V,, V,, - - -} refina a . Reciprocamente,
si{Vi, V2, ---} es una familia de vecindades abiertas de A(X) que refinaa Gy
A, ={SEr|SXSCV,}

entonces {U; , Uz, - - -} es un desarrollo de X. En efecto, siz € U € 7, el conjunto
K=XXXn~ ({2} X X ~TU)) € g. Por tanto, existe un entero n tal que
Vo (fz} X X~U))=®.8iz € LE U, se tiene L X L C V,, de manera .
que (L X L) N ({x} X (X ~ U)) = ®. Esto implica que L < U y, por consi-
guiente, St (z, U,) estd contenida en U.

Cororario 2.6.1. 8¢ X es Th y desarrollable, entonces A (X ) esun Gsen X X X.

TroremA 2.7. Sea (X, 7) paracompacto y Ty y U un abterto en X X X que
contiene a A (X). Entonces existe un abierto W en X X X tal que A(X) C W C
w cU.

Demonstracion. SealUl = {S € 7 l S X 8§ € U} y U un s-refinamiento abierto de
U (recuérdese que X es totalmente normal). Definamos

W=UTXT|T¢€ v}
Es claro que W es abierto y que W O A(X). Falta demostrar que W~ < U. Sea
(y,2) € W . Por hip6tesis, existen T € Uy (',2) € X X X tales que:
@, 7)€ (St(y,0)) X (St(z,0)) N (T X T).
Como U™ refina a U, existe S € AU tal que St (T, V) < 8. Pero {y, 2} < St(T, V).
Por tanto, (y,2) E SXSc Uy W cU.

Cororario 2.7.1. Supongamos que X es paracompacto, Tz y que A(X) es un G;
en X X X. Entonces A(X) es un G fuerte en X X X.

Los espacios paracompactos, T y con diagonal G; en X X X, son de particular
interés debido a los siguientes resultados:

TroremaA 2.8. ([4]). La topologia de un espacio paracompacto y Ty X estd
generada por una familia de mélricas continuas sty sélo st A(X ) esun Gsen X X X.

TeoreMA 2.9. ([1]). Supongamos que existe una funcidn perfecta f de un espacio
topoldgico X sobre el espacio metrizable Y. Entonces X es metrizable st y sélo st
A(X)esun Gsen X X X.

Es bien sabido que un espacio X es metrizable si y sélo si es paracompacto,
T, y desarrollable. Aprovechamos este resultado para probar:

TeorEmA 2.10. Sea (X, 7) paracompacto y Ts. Entonces X es metrizable st y
sélo st T estd generada por una familia numerable de métricas continuas.
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Demostracion. 81 X es metrizable, es obvio que 7 estd generada por una sélo
métrica. Reciprocamente, si dy, ds, - - - es una sucesién de métricas continuas en
X que genera a 7, entonces X es desarrollable. En efecto, si definimos, para cada
pareja (m, n) de enteros positivos,

Unn = {Vyn"(z) | x € X},

en donde Vi/" (z) = {y € X | dn(x, y) < 1/n}, es claro que la familia {Um,» | m,
n = 1,2, ---} es un desarrollo de X.

3. Lema Principal
El siguiente teorema ser4 de vital importancia en la demostracién del lema 3.2.

Teorema 3.1. ([6]). Sea X un espacio Tsy. Entonces X es paracompacto st y
sélo si su producto con cada espacio compacto y Tz es normal. (Para una demostracién
de este teorema, véase, por ejemplo, Nagata [5], p. 180.)

Tendremos también ocasién de usar el siguiente resultado:

TeoreEMA 3.2. Todo espacio T, paracompacto y perfectamente normal es hereds-
tariamente paracompacto. (Véase Dugundji [3], Cap. VIII, teorema 2.5.)

Lema 3.3. Sea Z compacio y T y X, Y subespacios de Z, en donde X C Y. Sean
también Uy, Uy, -+~ ; W1, Wa, - - abiertosen X X Z y Y X Z, respectivamente,
tales que:

1) A(X) = n:=1 Un = n:;]_ Clxxz(Un); U1 2 U2 D o
) WaN (X XZ)=Un,n=12, -
3) Cada X, = ¥ ~ Pry (A(Y) ~ W) es paracompacto.

Entonces existe una pseudo-métrica continua d, en X, (para cada n) y un homeo-
morfismo h:L — X*, en donde

L= nn=loo X, yX* = Hn=1w (Xn; dn)

Demostracion. Observemos primero que cada X, X Z es un subespacio normal
de Z X Z que contiene a X X Z (teorema 3.1). Ademés, A(X,))y X, X Z ~ W,
son cerrados ajenos en X, X Z. Por tanto, por el lema de Urysohn, existe una
funcién continua Fr: X, X Z — T talque F, = 0en A(X,) y Fr = 1l en X, X
Z ~ W, . Definamos d,: X, X X, — I por medio de la férmula

dn (@, y) = SUppez | Falz, p) — Faly, p)|.

Es claro que dn es una pseudo-métrica continua en X, y, por tanto, la inclusién
JniL © (Xa, 74,) es continua. La funcién evaluatoria J de la familia {7.} es
entonces una funcién continua y biunivoca de L en X ™. Por otra parte, la familia
{7»} distingue puntos de cerrados. Para probarlo, tomemos un cerrado 4 en L'y
un punto z € L ~ A. Como {Clxxz (Un) N ({z} X C1,(4)) | n = 1,2, -} es
una sucesién decreciente de compactosen X X Z con interseceién vacia (condicién

(1) Observemos que X, y A(Y) N W, son homeomorfos.
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1), necesariamente U, N ({z} X A) = & para algtin entero n’. Si a € A4 es
arbitrario, entonces (z, a) ¢ War, pues W, N (X X Z) = U, (condicién 2).
Por tanto:

du (x, @) > | Fro (2, a) — Fu(a, a)[.‘=F (r,a) =1

Vdu(z,4) = 1,es dec;lr, la familia {J,,} distingue puntos de cerrados. Por tanto,
J es un homeomorﬁsmo de L en X* y la demostracién estd completa.

Cororario 3.3.1. Sea X un espacio de Tychonoff y Z cualgquier compactificacion
Ty de X. Entonces X es metrizable sty sdlo st X X Z es normal y A(X) esun Gs en
X X Z.

Demostracion de la suficiencia. Por hipétesis, existen abiertos Uy, Uz, -+ en
X X Z tales que la condicién 1) en el lema es satisfecha. Tomando ¥V = X y
W, = U, ,obtenemos X, = X para toda n. Por 3.1, la condicién 3) en el lema se
cumple. Por tanto, L = X es homeomorfo a un subespacm de X* Y, por ende, X
es metrizable.

Demostracion de la necesidad. Las hip6tesis implican ahora que X es paracom-
pacto y, por 3.1, X X Z es normal. Es claro, ademds, que A (X) es un cerrado en
X X Z.8ea V1, Va, -+ - una familia de vecindades abiertas de A (X) que refina a
la familia G definida en el enunciado de 2.6 y sea

V¥ = X X Z ~ Clzxz (X X X ~ V).

Probaremos que A(X) = Ni—; V,*. Es inmediato que A(X) < Ni= V™
Tomemos ahora (z,2) € X X Z ~ A(X) y un abierto M en Z talque z € M C
Clz(M) C Z ~ {z}. Por 2.6, existe un entero n > 0 tal que ({z} X Clz(M)) N
V. = ®. Entonces (z, 2) € Clzyxz(X X X ~ V,). Para probarlo, sea L un
abierto en X X Z que contiene a (z, z). Como C1;(X) = Z, existe y € X tal
quey € My (z,y) € L. Por tanto, (z,y) E LN (X X X ~V,)y

(@2 €EClnaX XX~ Vo) =X X Z~V,"
Esto completa la demostracién.

CoroLArIO 3.3.2. Sea X paracompacto; T y topoldgicamente completo. Entonces
X es metrizable st y solo st A(X ) esunGsen X X X.

Demosiracion. Por hipétesis existe un espacio compacto y T» Z tal que X es
un G; denso en Z. Por tanto, X X X esun G5 en X X Z. A(X) es entonces un
Gsen X X Z. Por 3.1, X X Z es normal.

En este momento es conveniente proponer las siguientes definiciones:

Un espacio X es Ts si es perfectamente normal y Tv. X es T+ si es Ty y paracom-
pacto Finalmente, si n es un entero positivo, diremos que X es T, st X" es T4

COROLARIO 3.3.3. Sea X paracompacto, T> y localmente compacto. Entonces X
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es metrizable st y sdlo st A(X) es un G5 en X X X. En particular, todo espacio
T2 y localmente compacto es metrizable. (Compérese con el teorema 5.6 en [2].)

CororarIO 3.3.4. Sea X compacto y Ta. Entonces X es metrizable st y solo si
AX)esun Gsen X X X. '

CoroLARIO 3.3.5. Sea X un espacio de Tychonoff y Z wna compactificacion
perfectamente normal y Ty de X. St A(X) es un Gs en X X Z, entonces X es com-
pletamente separable.

Demostracion. Por 3.2, la propiedad de ser 7% es hereditaria. Por tanto, X es
paracompacto y, por 3.1, X X Z es normal. Existen entonces abiertos Uy, Uz, - - -
en X X Z que cumplen la condicién 1) del lema. Tomando ¥ = Z, sea W, un
abierto en Z X Z tal que W, N (X X Z) = U,. Es claro que cada conjunto
X, =Z ~ Pr;(A(Z) ~ W,) es abierto en Z. Como Z es perfectamente normal,
cada X, y cada X, X Z es o-compacto. Por tanto, X, y X, X Z son paracom-
pactos y de Lindelsf para eada n. De la continuidad de d, se deduce que (X, dn.)
es de Lindelof y, por tanto, es completamente separable. El espacio X, asi como
todos sus subespacios, son entonces completamente separables.

CororARIO 3.3.6. Un espacio topoldgico X es metrizable y separable st y sdlo st
existe una compactificacion Ty Z de X tal que X X Z es perfectamente normal. Un
espacto metrizable X es separable st y sélo st X tiene una compactificacion T .

Demosiracion. Si X es metrizable y separable, X es homeomorfo a un sub-
espacio A del cubo de Hilbert I*. Si Z es la cerradura de 4 en I, entonces X X Z
es metrizable por ser el producto de dos espacios metrizables. Por tanto, X X Z
es perfectamente normal.

La suficiencia de la primera condicién es una consecuencia directa de 3.3.5.
La segunda parte del corolario se desprende de 3.3.1 y 3.3.5.

CororLArIO 3.3.7. Sea X un espacio meirizable y Z una compactificacion To
de X. Entonces Z contiene una completacion métrica de X si y sélo st Z contiene un
G5 hereditariamente paracompacto que contiene a X. En particular, éste es el caso
st Z es hereditariamente paracompacto.

Demostracion. Si existe una completacién métrica ¥ de X tal que ¥ C Z,
entonces Y es un G en Z (véase [5], teorema VI. 7, p. 205). Por ser métrico, ¥
es hereditariamente paracompacto. Reciprocamente, si Y es un G5 heredita-
riamente paracompacto tal que X C Y C Z, entonces existen abiertos Uy, U, ,
s s Wi, We, ---enX X Zy Y X Z, respectivamente, tales que las tres con-
diciones en el lema son satisfechas. Entonces L = MNy—; X, es un G5 metrizable
enZ (pues Lesun Gsen Yy Y esun G; en Z). Por tanto, L es una completacién
métrica de X en Z.

Las compactificaciones T> de un espacio metrizable X pueden distar mucho
de ser hereditariamente paracompactas. El siguiente ejemplo exhibe un espacio
disereto X y una compactificacién T» de X que no es hereditariamente normal.
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Ejemplo 5.4. Sea @ el primer ordinal no numerable y sea 4 el conjunto de
ordinales limites < Q. El espacio

X=1[00Q~4
es entonces discreto y denso en [0, Q). En consecuencia, el producto
Z =10,9] X [0, '

_ es una compactificacién T, de X X X. Sin embargo, Z no es heredltarlamente
normal, pues el subespamo [0, @) X [0, @] no es normal.

El autor desconoce si toda compactificacién T» de un espacio metrizable
satisface la condicién del corolarlo 3.3.7. En particular, se propone el siguiente
problema:

¢Eixiste una compactificacién T, de los racionales @ que no contenga ninguna
completacién métrica de @?
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