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En [4] Michaelides ha demostrado que los grupos de homotopía, homología 
singular y cohomologia de un espacio de Hausdorff numerable y conexo son 
todos cero. La pregunta natural que se suscita es si estos espacios son acíclicos 
con respecto a otras teorías homológicas. Bredon en [1] demostró que éste no es 
el caso mediante la construcción de un espacio cuyo primer grupo de cohomología 
de Cech no es cero. En este trabajo calcularemos este grupo con coefficientes 
en Z (el conjunto de números enteros) y demostraremos que es isomorfo a Z. 

Notaciones. El conjunto de enteros positivos será denotado por z+ y estará 
equipado con la topología cuyos conjuntos abiertos básicos son las sucesiones 
N (a, b) = {an + b} :=o, donde (a, b) = 1, es decir, a y b son primos entre si. z+ 
dotado de esta topología es un espacio de Hausdorff numerable y conexo [2]. 

Las definiciones de cohomología de Cech, recubrimiento abierto, refinamiento 
de un recubrimiento, nervio de un recubrimiento, etc, pueden ser encontradas en 
[3]. El método usado en la demostración es el siguiente; primeramente consider
amos dos copias de z+ e identificamos dos puntos a y b, el espacio X así obtenido 
posee la propiedad de que H 1 (X) r" O, es decir, la primera cohomologia de Cech 
con coeficientes en Z no es isomorfa a [X, S1]. A continuación demostramos que 
H 1 (X) ~ Z. Para obtener este resultado verificamos que H1 (Z+) = O y usamos 
la sucesión de Mayer-Vietoris para cohomología. 

Primeramente establecemos el 

LEMA 1.1. Sea A el minimo común múltiplo de a y c (A = [a, c] ). Si N (a, b) íl 
N (c, d) r" cf>, N (a, b) íl N (c, d) = N (A, B) donde Bes el entero positivo más 
pequeño en N (a, b) íl N (c, d). 

Demostración: Primeramente demostraremos que N (A, B) e N (a, b ). Si 
x E N (A, B), x = Am + B, donde mes un entero positivo. Sea A = ak, y ri1 un 
entero con la propiedad de que an1 + b = B. x = Am + B = (ak )m + (an1 + b) 
= a(krn + n1) + b E N(a, b). Usando un argumento similar se verifica qqe 
N(A, B) e N(c, d) y por lo tanto N(A, B) e N(a, b) íl N(c, d). 

Para demostrar que N (a, b) íl N (e, d) e N (A, B) observaremos que si 
x E N(a, b) íl N (e, d), x = ak + B = cm + B, lo cual implica que ak = cm, 
esto es, ak es un múltiplo de a y de e, por lo tanto x E N (A, B), y N.(a, b) íl 
N(c, d) e N(A, B). 

Inmediatamente pasaremos a demostrar que N(A, B) es un conjunto abierto 
básico, o que A y B son primos entre si, es decir, (A, B) = l. Sea A:= p1·P2 
• • • ·pk, donde Pi es un factor primo de A. Como (a, b) = (c, el) = l sip; [ a en
entonces p, .¡-B = an1 + b, y si p; 1 c entonces p; .¡-B = cn2 + d. Por lo·tanto B 
no es divisible por ningun factor de A, lo cual indica que (A, B) = l. , , 
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Nota l. Sea N ( a, b) un conjunto abierto básico y a = p1 • p2 • • • • Pr la des
composición de a como producto de sus factores primos, entonces N (a, b) e 
N(p;, b), i = 1, 2, • • • r. 

Nota 2. Si b' = b - ak > O, b > a y N (a, b) es un conjunto abierto básico 
N (a, b) e N (a, b' ). Si S = { s1, s2, • • • sk} (los primeros k elementos de N (a, b') ), 
N(a, b) = N(a, b') - S. 

TEOREMA 1.2. Sean Pi y p2 dos números primos y N (p1, b1), N (:p2, b2) conjuntos 
abiertos básicos b1 ~ b2 . N (p1 , b1) íl N (p2 , b2) ~ et, si y solo si Pi ~ P2 . 

Demostración. De acuerdo con la nota 2 podemos suponer que b1 < p1 y b2 < P2 . 
Sea P1· ~ P2. Debemos hallar dos enteros positivos n1 y n2 con la propiedad de 
que p1n1 + b1 = p2n2 + b2, es decir, p1n1 - Pz~ = b2 - b1. 

Como (p1, p2) = 1, existen enteros k1, k2 tal que p1k1 - p2k2 = l. Multipli
cando ambos lados de esta ecuación por b2 - b1 obtenemos p1k1 (b2 - b1) -
p2k2 (b2 • - b1) = b2 - b1 . Si n1 = k1 (b2 - b1), n2 = k2 (b2 - b1) inmediatamente 
obtenemos el resultado deseado. 

Recíprocamente, si N (p1 , b1) íl N (p2 , b2) ~ et,, Pi ~ P2 ya que si Pi = P2 = p, 
m y n son enteros positivos tal que pn + b1 = pm + b2, pk = b2 - b1 , donde 
k = n - m, luego p I b2 - b1 , una contradicción ya que b2 < p. 

TEOREMA 1.3. Si p1 , · p2 y ps son tres números primos diferentes N (p1 , b1) íl 
N (p,, b2) íl N (p3, ba) ~ et,. 

Demostración. Como p1, p2 y p3 son diferentes, de acuerdo con el Teorema 1.2 
N (p1, bi) íl N (p2, b2) ~ et,. Usando el Lema 1.1, N (p1, b1) íl N (pz, b2) = 
N (p1p2, B). Como (P1P2, p3) = 1, podemos emplear un argumento similar al 
usado en el teorema 2 y así obtener 

N (p1p2 , B) íl N (pa , ba) = N (p1 , b1) íl N (p2 , b2) íl N (ps , bs) ~ et,. 

TEOREMA 1.4. Si N (a, b) y N(c, d) son dos conjuntos abiertos básicos, N (a, b) íl 
N (c, d) ~ et, si y solo si d - b (ó b - d) es divisible por q, el máximo común divisor 
de a y c. 

Demostración. Sea q el máximo común divisor de a y c; q = (a, c ). Supongamos 
que N (a, b) íl N (c, d) ~ et,. Por esto existen enteros positivos m y n tal que 
an + b = cm + d, o sea, an - cm = d - b. Sean qa' = a y qc' = c. d - b = 

an - cm= qa'm - qc'm = q(a'n - c'm),locualimplicaqueq!d- b. 
Recíprocamente supongamos que q Id - b. Como a = qa', c = qc', (a', c') = 1 

Por tanto q(a'n - c'm) = d - b, es decir, an1 - cm1 = d - b, lo cual implica 
que an1 + b = cm1 + d. Por consiguiente N (a, b) íl N (c, d) ~ et,. 

TEOREMA 1.5. Sean N (a1, b1), N (a2, b2) y N (aa, bs) tres conjuntos abiertos 
básicos. Si la intersección de cualquier par de estos conjuntos es no vacia N (a1, b1) íl 
N(<L2, b2) íl N(aa, ba) ~ et, . . 

La demostración de este teorema se encuentra basada en los siguientes lemas. 
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Lema A. Sea a = pt'pt 2 • • • ptk la descomposición de a como producto de sus 
factores primos, N(a, b) = ílt1N(pt\ b). 

Demostración. Primeramente observamos que si a= pt' • pt 2, (pi"', p/ 2)" = 1 
y de acuerdo con el Teorema 1.4 y el Lema 1.1 N (pt', b) íl N (pt2, b) = 
N (pt 1 • p2 n2,b) = N (a, b }>El resto de la demostración puede ser llevada a cabo 
usando inducción. 

LemaB. Seanp1YP2enterospositivos, (p1,p2) = l.SiN(p1,b) ílN(A,B)·.~ct,, 
N(p2, b) íl N (A, B) ""ct, entonces N(p1, b) íl N (pz, b) íl N (A, B) 7"'.ct,. 

Demostración. N (p1 , b) íl N (p2 , b) = N (p1p2 , b) de acuerdo con el Lema l. L 
Usando el Teorema 1.4 si N (A, B) íl N (p1p2, b) 7"' et, es necesario qué 

(p1p2 , A) 1 B - b. • 
Si resulta que (p1p2 , A ) = 1 la proposición es obviamente verdadera. Quedan 

tres casos por considerar en los cuales (p1p2 , A) es igual a p1 , p2 , ó P1P2 '. Como 
p1 I B - b y p2 1 B - b, de acuerdo con el Teorema 1.4, (p1, p2) = 1 y pi , Pz son 
factores de B - b, se verifica que PiP21 B - b lo cual concluye la demostración, 

Demostración del Teorema 1.5. Sea N (a1, bi) íl N (az, b2) = N (A, B); donde 
A = [a1, az] (el m.c.m. de a1 y a2) y B = an1 + b1 = az'T½ + b2 el primer elemento 
de la intersección. Es suficiente demostrar que N (A, B) íl N (a3, bs) "" ct,. • 

Sea A = pt 1pt 2 • • • Pk nk la descomposición de A como producto de sus fac
tores primos. De acuerdo con el Lema A,N(A, B) = N (pt', B) íl : • • íl N(pkn\ 
B) donde cada pt• es un factor de a1 , a2 ó ambos. 

N (pt\ B) = N (pt', a1k + b1) = N (pt\ klpti + b1), k y l enteros posi
tivos y i = 1, 2, 3, • • • , k, contiene todos los elementos de N (a1, b1) exceptu
ando un número finito de estos (Véase las Notas 1 y 2). Como, de acuerdo con la 
hipótesis, N (a1, b1) íl N (aa, ba) 7"' ct,, N (pt1, B) íl N (as, ba) "" ct,. 

De la misma manera deducimos que N (pt 2 , B) íl N (aa, ba) "" ct,. De acuerdo 
con el Lema B,N(pt1, B) íl N(p/'2, B) íl N(a 8 , b8 ) ~ ct,. Como N(pt\ B) íl 
N(pt2, B) = N(pt'pt2, B); N(pt'pt2, B) íl N(pt3, B) "" ct, y N(aa, ba) íl 
N(pt3, B) ""ct, se verifica que N(pt'pt2, B) íl N(pt', B) íl N(aa, bs) ""et,. Repi
tiendo el proceso k veces obtenemos N (pt 1 , B) íl · · · íl N (pk n\ B) íl N ( aa, b2) "" 
et, 6 N (A, B) íl N (aa, bs) "" ct,. • 

El teorema 1.5 puede ser extendido para cubrir la intersección den conjuntos 
básicos. La demostración de este teorema no será dada ya que no es necesaria para 
el resto de este trabajo. 

Nuestro objetivo es calcular H1(z+). Con este objetivo en mente considera
remos el conjunto de recubrimientos abiertos de z+ (Rec z+) y veremos que es 
suficiente considerar un subconjunto cofinal de z+. Este subconjunto debe tener 
la propiedad de que cada recubrimiento abierto consiste de conjuntos abiertos 
básicos y contiene un subconjunto cofinal, que denotaremos Rec 0 z+, y que es 
cofinal en Rec z+. Mas tarde describiremos Rec z+ y lo emplearemos en el cal
culo de H1(z+). En este proceso necesitaremos el 
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LEMA 1.6. Sea a un recubrimiento (de conjuntos abiertos bdsicos) de z+ y 
A

1
, A 2, • • • , Ak • • • una sucesión de elementos de a tal que A1 e A 2 e A3 , • • • , 

entonces exi$te una n tal que Am = An para m > n. 

Demostración. Sea A1 = N (a1, b1), A2 = N (a,¡, b2) • • • Ai = N (a;, b;) • • • 
una sucesión ascendente de conjuntos abiertos básicos. A; e Á;+1 implica que 
a; es un múltiplo de a;+1 y por lo tanto a1 es un múltiplo de todo a;, i > l. Como 
a1 = pt 1pz7'2 • • • pt' donde los p; son factores primos de a; dispuestos en orden 
creciente. podemos concluir (ver la Nota 1) que la sucesión mas larga posible es 
la cual en que n = n1 + n2 • • • + n, , por lo tanto cuando m > n, Am = A,. . 

En vista de este Lema si a: es un recubrimiento dado de z+ cuyos elementos son 
conjuntos abiertos básicos retendremos aquellos elementos de a que son cotas 
superiores de las sucesiones descritas en el Lema y descartaremos el resto; el 
resultado será un nuevo recubrimiento a' que es un refinamiento de a y con la 
propiedad de que ningun subconjunto de a' esta contenido en otro subconjUnto. 

Si ahora consideramos el conjunto de recubrimientos abiertos de z+ en el cual 
todos los elementos son de la forma a' obtendremos un subconjunto de Rec z+. 
(Este conjunto es el que denotamos previamente por Rec. z+). El argumento 
aquí presentado demuestra el 

TEOREMA 1.7. Rece z+ es un subconjunto cofinal de Rec z+. 
De aquí en adelante cuando usemos el término "recubrimiento'' se entenderá 

que nos referimos a un elemento de Rece z+. 

Lema C. Sea b E z+ y N(p, b) un conjunto abierto básico. {pn) e F[N(p, b)] 
(la frontera de N (p, b) ). 

Demostración. Sea k un entero positivo. pk Ef N (p, b ). Si N (q, pk) es un con
junto abierto conteniendo a pk, mediante el Teorema 1.4 obtenemos que N (p, b) íl 
N (q, pk) ~ <f> ya que (q, pk) = 1 y por lo tanto (p, q) = 1 

Lema 1.8. Sean P1, P2, • • • , Pk numeras primos (diferentes) y N (p1 , b1), 
N (p2 , b2), • • • , N (pk , bk) conjuntos abiertos básicos; entonces p1p2 • • • Pk no per
tenec.e a la unión de estos con.funtos. 

Demostración. Primeramente observaremos que los p; no tienen que ser neces
ariamente diferentes. La demostración se lleva a cabo usando inducción. De 
acuerdo con el Lema C, P1P2 El: N (p1, b1) UN (p2, b2). Procediendo por inducción 
se obtiene la demostración. 

'l'EOREMA 1.9. Si z+ tiene una topología dada, z+ no posee ningún recubri'.miento 
de conjuntos abiertos excepto aquellos que contienen un conjunto de la forma N (l,.k ). 

Demosti"ación. Si a es un recubrimiento que contiene a N (l, k) este conjunto 
contiene a todos los números naturales excepto 1, 2, • • • , k - l. Como a E Rece z-h 

el número de conjuntos abiertos de a será menor que k + l. 
Si N (a1, b1), • • • , N (ak, bk )a; ~ 1, i = 1, 2, • • • k, es un recubrimiento finito, 
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entonces cada N (a,, b;) está contenido en N (p,, b,) donde p; es un factor primo 
de a;. Por tanto N(ph, b1), ···, N(p;k, bk), Pi, un factor primo de a;, es 
también un recubrimiento de z+. Pero de acuerdo con el Lema 1.8 PiiPh • • • Pik 
no pertenece a la unión de N (Pi,, b,). Esta contradicción establece el Teorema. 

TEOREMA 1.10. Si a es un recubrimiento dado y N (a1, b1), N (a2, 112); N (a3, ba) 
y N (a4 , b4) son elementos de a y N (a,, b;) se cortan en cadena, es decir, N (a;, b,) íl 
N(a;+1,b,+1) ,é<f,peroN(a;,b.) ílN(a,+2,b;+2) = <t,yN(a4,b1) ílN(a,,b;) ,é<f, 
entonces exi~te un elemento B E a que corta a todos los N ( a; , b,). 

Demostración. Sea N (a;, b,) = A;. Si el recubrimiento a contiene un conjunto 
de la forma N (1, k) la demostración es obvia, ya que este conjunto corta a todos 
los otros conjuntos del recubrimiento. Por tanto consideraremos el caso en que o: 
no contiene ningun conjunto de la forma antes mencionada. Si admitimos que la 
conclusión es falsa 

A1 = N(a1,b1) = N(p1 ••• Pk,b1) = N(p1,b1) n ... ílN(Pk1,b1) cN(pí,b1) 

1 < i < k1 

A2 = N(a2, b2) = N(q1, b2) íl ••• íl N(qk 2 , b2) e N(q,, b2) 1 < i < k2 

A3 = N (r1 , b3) íl N h , b3) íl • • • íl N ha , b3) e N (r. , b3) 1 < i < k3 

A4 = N ( 81 , b4) íl N ( 82 , b4) n • • • íl N ( 8k4 , b4) C N ( Sk; , b4) 1 < i < k4 

donde p,, q,, r;, s. son los factores primos de a1 , ll2 , a3, y a4 respectivamente. 
Si B es un elemento de a que no corta a todos los A, admitamos que B no corta 

a, por lo menos, A1 . 
B = N (a, b) = N (t1, b) íl • • • íl N (tz, b ), por tanto si A1 íl B = <f, existen 

p,. y t; tal que N (p;, b1) íl N (t;, b) = <f,, lo cual implica que Pi = t¡ y b1 ,é b. 
Es facil observar que este conjunto B de a que no corta a A1 está contenido en 
algunodelosconjuntosN(p1, b),N(p2, b ), • • ·, N (pk, b ). De una manera similar 
deducimos que cada B E a que no corte a A2 está contenida en uno de los con
juntos N (q1, b ), • • • , N (qk2 , b ). Procediendo de ésta manera puede verse que 
existe un número finito m1 de subconjuntos que contienen estas B y no cortan a 
A1, m2 subconjuntos que contienen estas By no cortan a A2, m.i y m4 subconjun
tos que contienen estas B y no cortan a A 3 y A4 respectivamente. Por consi
guiente a está contenido en un recubrimiento {3 que consiste . de un número 
finito de subconjuntos ninguno de los cuales es de la forma N (1, k ), ya que p;, q;, 
s .. , y r; son todos mayores que l. De acuerdo con el Teorema 1.9 ¡3 no es un recu
brimiento y por tanto o: no es un recubrimiento, lo cual contradice la hipótesis. 
Luego tiene que existir un conjunto B que corte a A1, A2, A3 y A.4 . 

COROLARIO 1.11. Si a es un recubrimiento de z+, n un entero positivomayor que 
3, y A1' A2, ••• ' Ak A; E a, se cortan en cadena, entonces existe· un conjunto B 
E a tal que A, íl B ,é <f,, i = 1, 2, • • • , n. 
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Demostración. La demostración es similar a la dada en el Teorema 1.11. Si se 
reemplaza 4 por nen 1.11 se puede obtener una contradicción similar. 

TEOREMA 1.12. Sia E Recoz+yza+es el nervio deaentoncesH1(za+;z) = o 
Demostración. Usando el Corolario 1.11, si a es un recubrimiento dado y 

A1 , A2 , • • • , A,. Ai E a, se cortan en cadena, sabemos que existe un conjunto 
abierto B E a tal que Ai íl B ~ q,, i = l, 2, • • • , n. Las vertices V.,4.i, co
rrespondientes a A, forman un camino cerrado (circuito) en el nervio de zª+. 
Como B íl A, íl Ai+l ~ q, (de acuerdo con el Teorema 1.5) las vertices VA¡, 
VA;+i y vB determinan un 2-simplejo, lo cual implica que el cono del circuito 
VA1VA2 • • • vA,.VA1 esta en za+, por lo tanto VA1VA2 • • • vA,.VA1 es una cota y obte
nemos H1(Za+; Z) = O. 

A continuación pasaremos a calcular ií1(Z,/; Z), lo cual llevaremos a cabo 
mediante el uso del Teorema 1.12 y el Teorema de los coeficientes universales para 
cohomologia. 

Primeramente notaremos que Ii1(za+; Z) "' Hom (Hi(Za+; Z), Z) E9 
Ext (Ho (Za+; Z ), Z) de acuerdo con el Teorema de los coe:fficientes universales. 
Usando el Teorema 1.12 obtenemos Hi(Za+; Z) = O y por consiguiente 
Hom (O; Z) = O. 

H 0 (Za+; Z) "'Z ya que za+ es conexo, luego Ext (Z, Z) = O y por lo tanto 
H 1(za+; Z) = H 1(za+) = o. 

TEoREMA 1.13. b 1cz+, Z) = n1cz+) = o. 
Demostración. De acuerdo con la definición ÍÍ 1(z+; Z) = ~ {H1(zª+; Z), 

-ir/} tomado sobre un conjunto cofinal de recubrimientos. 
Para cada a E Rece z+, H 1(za+; Z) = o, por lo tanto los -ir/ son los homo

roorfismos triviales y por consiguiente lim {H1(zª+; Z), -ir/} = ÍÍ 1(Z,/; Z) = 
ñ1(z+) = o. -

Existen espacios de Hausdorff numerables y conexos cuyo primer grupo de 
cohomologia de Cech no es cero (véase, por ejemplo, la nota 2 en [1]). 

Si obtenemos dos copias de z+ e identificamos dos puntos a y b el espacio X así 
construido será de Hausdorff, numerable y conexo 

. v¡ 
TEOREMA 1.14. H (X) ~ Z 

Demostración. X= z+ U z+, A = z+ íl z+ = {a, b) usando la sucesión re
ducida de Mayer-Vietoris, que es exacta, obtenemos 

Dºcz+) E9 n°cz+) - D°(A) - ÍÍ 1 (X) - b1(z+) + ÍÍ 1(Z+)-· •• 
v¡ + + vO + De acuerdo con el Teorema 1.13 H (Z ) = O y como Z es conexo H (Z ) ~ Z 

por lo tanto ÍÍº cz+) = o y Hº (A) ~ z obteniendo o - z - ÍÍ 1 (X) - o. Como 
la sucesión dada es exacta ÍÍ 1 (X) ~ Z 
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