SOBRE LA COMPACIDAD EN PROBLEMAS DE CONTROL

Por Davip A. SANCHEZ

Introduccién

En problemas de control é6ptimo de tipo Lagrange o Mayer, cuando se investiga,
la existencia del minimo de la funcional de costo, es usual suponer que el espacio
de tiempo-fase A = { (¢, #)} < R' X R" es compacto. Ademés, si U (t, z) < R™
es el espacio de control, también se supone que el conjunto M = { (¢, z, u)]|
@ z) € A, u € U(l, ©)} es compacto.

Si A no es compacto, sino solamente cerrado, entonces es necesario dar con-
diciones que aseguren que las trayectorias {x; ()} que corresponden a una su-
cesién de pares admisibles minimizantes { (xz(f), us({))} permanecen en un
subconjunto compacto Ay C A, y entonces que el conjunto correspondiente
My = {(@, z, u) | ( 2) € Ao, u € U(t, )} es compacto. En el caso mis
comun, el cual consideramos en este trabajo, el conjunto A es contenido en un
cilindro { (¢, z) |a <t < b, z € R"} y se supone que

(a) para cualquier ntimero N > 0 el conjunto My = {(, z, ) |-
(t,z,u) € M, | x| < N} es compacto, y .
(b) existe un conjunto compacto P < A tal que cualquiera trayectoria
admisible z (¢) tiene a lo menos un punto (f, (%)) € P.
En el caso frecuente, donde A es un cilindroy U(¢, =) = {u|||u]| < k}, la con-
dicién (a) vale y la condicién (b) se verifica si se impone que todas las trayecto-
rias tengan su origen en un punto fijo o un conjunto inicial compacto fijo.

En el problema de control éptimo de tipo Mayer se supone también que el
sistemsa de ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan el sistema, satis-
facen una condicion de Lyapunov que asegura que cada trayectoria (solucién)
se queda en un conjunto compacto. Para el problema de tipo Lagrange con
funcional de costo I[z, u] se supone lo mismo o se asegura que dado un conjunto K
de pares admisibles { (2., u.)} para el cual I[2., u.] < L entonces [z.| < N.
Por ejemplo si K es una sucesién minimizante tal que lim I[z,, ue] = 7 =
inf I[z, u], entonces se podria escoger L = ¢ + 1. Ejemplos de varias condiciones
que garantizan compacidad se encuentran en estas memorias: L. Cesari [1], [2],
A. F. Filippov, [4], y E. J. McShane [6].

En la literatura pasada sobre el cdlculo variacional tambien fue estudiado el
caso donde el espacio de tiempo-fase no es compacto: en particular véase L.
Tonelli [7; Vol. II, p. 307-312], E. J. McShane [5, p. 302-304], y S. Cinquini [3,
p. 184-190]. En el caso donde A estd contenido en un sector rectangular (n = 1)
y la condicion (b) vale, Tonelli dié condiciones sobre la funcional de costo I[z]
que aseguran que I[z] — o« cuando Zmax —> ®© OF Tmax — Tmin — © donde Tymax =
maXe<i<p | Z(t) | ¥ Tmin = Minc<,<p | #(¢) |. Seguramente en vista de la hipétesis
(b) cualquier conjunto de trayectorias tales que I[z] < L debe ser uniforma-
mente acotado. Cinquini modificé y extendié los resultados de Tonelli al caso
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donde I[z] depende de derivadas de orden mayor que uno, y son estos resultados
que deseamos mostrar que son aplicables al problema de control 6ptimo de tipo
Lagrange.

Hipdtesis y Resultados Principales

Consideramos aqui el problema general de control éptimo de tipo Lagrange
que se describe brevemente de esta manera: se trate de minimizar la funcional
de costo

1z, ul = [o folt, 2 (t), u(t))dt

en el conjunto 2 de pares admisibles { (z, u)}, donde se demanda que z = z(2)
sea absolutamente continua y que v = u (i) sea medible, a < t < b, que
(¢, z@)) € A, un conjunto dado en R' X R, u(t) € U(t, z(t)) p.p. donde
U(t, z) es un conjunto dado en R™ y £(¢) = f(t, z(), w(¢)) p.p. Sea M =
{@z, u)| (¢ z) € A, w€ U, )} y supongamos entonces que las funciones
f:M — Ry fo:M — R' son continuas. Pueden darse también condiciones en la
frontera de la forma (e, z(a); b, z (b)) € B, un conjunto dado en R*™".

Supongamos que el conjunto A esté contenido en un cilindro { (f,z) [a <t < b,
z € RB™} y que las hipdtesis (a) y (b) de la seccion previa valen. Puesto que el
conjunto P es compacto se puede suponer que existe un numero p > 0 tal que
(¢, z) € P implica que [z | < p.

TreorREMA 1: Supongamos que para (I, z, u) € M
foyz,u) 2 Wb | f]) — ¥z ])

donde ¥1(2) y Va(2) son funciones, conttnuas y no decrecientes en 0 < z < ©»
W, (2) es convexa, h > b — a es un numero dado y ¥1(z) —¥3(z -+ p) — « cuando
z — o . Entonces para cualguier conjunto de pares admistbles { (z, u)} tales que
Iz, u] < L, para algin ndmero L, las trayectorias correspondientes x = x(t) son
untformemente acotadas.

Demostracién. Dado cualquier par admisible (z(t), u(t)), ¢ < t < b, sea
Tmin = Milg, y |2@) | = [2@%) ], Tnsx = maxg, »|z@)| = [2(0") ]y su-
pongamos que a¢* < b*. Por hipétesis obtenemos :

Iz, ul = [2folt, z(t), w(t))dt
> [ow|ft,z@), u@)) | )dt — [a¥(z|x@)] )dt.

Para la primera integral usamos la desigualdad de Jensen y tomando en cuenta

> 1 obtenemos

que ¥1(z) es no decreciente y que 5 f -

b _}.L_ afz |f(t,$(t),u(t)) l dt)

> (b — &)W (| [os 2(1) dt]) > (b — @)¥1(Tmax — Tuin)-

2wk 152, 200, w(®) ) dt > (b — am(
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En cuanto a la segunda integral
—[im(z@))dt 2 — b — a)¥ @nax)

> — (b — a)¥:@mex — Tmin + P)
y entonces

I[x, 'Ll] Z (b - a/)[‘I’l (xmax - xmin) - ‘I’Z (xmax — Tmin + I))]

y el lado derecho — ® cuando ZTmax — Tmin — . Pero cada trayectoria tiene
por lo menos un punto que satisface | z(t) | < p y entonces I[z,u] — » cuando
Tmax — % lo cual implica la conclusién.

Un ejemplo en el que se cumplen las hipétesis previas es

foltymyw) 2 |FIF = (2 [+ 1)

con0 < a<1,h=1yentoncesb —a < 1, yaquies¥i(z) =2y ¥a(2) =
2 + 1. Por ejemplo sim = n = 1 entonces fu(t, x, u) = 2* + @’y f(t, x, u) =
V/1 + u? satisfacen las condiciones requeridas.

TrorEMA 2: Supongamos que

1) Existe un numero N > 0 tal que fo(t, z, u) > N para todo (¢, z, u) € M
2) Eaxuste un numero positivo \ y una funcion real y diferenciable ® (z) tal que
a) | ®(x)| — » cuandoz — =,y
b) si(t,xz) € Acon|x| > \entoncesfo(t,z,u) > | grad ®-f| cuando f(t, =,
w) satrsface | grad ®-f | > 1.
Entonces vale la conclusion del teorema previo.
Demostracién. Supongamos que todos los puntos (4, z) en el conjunto compacto
P dado tambien satisfacen [z | < Ny que (zo(¢), w0 (t)), @ < ¢t < b, es una pareja
admisible tal que | z;(f)| > A para algin ntimero A > N donde a < I < b. Se
pueden encontrar dos ndmeros ¢’ y b’ en [a, b] tal que |zo(a’)| = \, [2o(")] =
Ay A\ < |z@) < Apora <t < b donde suponemos que a' < b’. Entonces.
Izo , o)l > ﬂ: fo(8, zo(2), wo(2)) dt
> [ |grad ®(xo(8)) -f(t, 2o(t), ue(t)) | dt + (N — 1)(b" — o)
> | 2 @) ) 4 v - D - @)
2> (@A) —a(N)| = (IN| +1)(b — a)
donde ®(A) es un valor de ® tal que |2z | = A, e igualmente para ® (). Pero
& (\) es un numero fijo y como | #(A)| — « cuando A — « entonces A no puede
exceder un ndmero fijo para cualquier conjunto de pares admisibles, por lo cual
Iz, u] < L;lo que se queria demostrar.
Un ejemplo simple que satisface la hipétesis del Teorema es
fo=la|"™+df=u|ul <L
con0 <a<lm=mn=1yentoncess N =0&@x) =2 yr=14a.
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Observaciones y un Corolario

Una hipétesis mas fuerte que la 2) del Teorema 2 se obtiene substituyendo
la funcién ® por una funcién definida en R' 4+ en vez de R™ de esta manera
2") Existe un nimero positivo \ y una funcion real diferenciable ® (2) tal que
a) |®(z)] — o cuando z — =,y
b) 87 (t,z) € A con |z | > N\, entonces

(I)f ’
m@(lxl)

cuando f(t, z, u) satisface x-f > |z |® (|z|)™"

fO(ty x: u) 2

Per se, esto no es interesante, pero nos dirige al siguiente resultado en control
6ptimo andlogo a un resultado conocido de Cinquini.

Corovar1o. La conclusion del Teorema 2 es vdlida st se substituye la siguiente
hipdtesis por la 2):
2,) Existe un numero positvo N y una funcion positiva y continua ¥ (z),

A<z < o tal que [¥ 2¥(2)dz = + o y tal que para | & | > \
cuando | z-f | >\I/([ ])“

" Demostracion. Sea & () cualquler primitiva de 2¥ (2). Entonces, para |z | > A
se ve que

D0 (L0) ot

= [z 2% (2) de,

y ahora se continda como antes
Como demostré Cinquini [3, p. 1188], el siguiente e]emplo satisface la hipdé tesis
del Corolario:

' ' +ab Y
n=2,m=1:fo(t,x1,xz,u)=<m2), u >

S 2, 20, 0) = @, u), y A = 1,¥() = /2

’
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