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Introducción 

En problemas de control óptimo de tipo Lagrange o Mayer, cuando se investiga 
la existencia del mínimo de la funcional de costo, es usual suponer que el espacio 
de tiempo-fase A = { (t, x)} C R1 X R11 es compacto. Además, si U (t, x) e Rm 
es el espacio de control, también se supone que el conjunto M = { (t, x, u) 1 

(t, x) E A, u E U(t, x)} es compacto. 
Si A no es compacto, sino solamente cerrado, entonces es necesario dar con­

diciones que aseguren que las trayectorias { Xk (t)} que corresponden a una su­
cesión de pares admisibles minimizan tes { (xk (t), Uk (t)) l permanecen en un 
subconjunto compacto Ao e A, y entonces que el conjunto correspondiente 
Mo = { (t, x, u) 1 (t, x) E A.o, u E U (t, x) l es compacto. En el caso más 
común, el cual consideramos en este trabajo, el conjunto A es contenido en un 
cilindro { (t, x) 1 a ~ t ~ b, x E R"l y se supone que 

(a) para cualquier número N ¿: O el conjunto M N = 1 (t, x, u) I · 
(t, x, u) E M, 1 x 1 ~ Nj es compacto, y 

(b) existe un conjunto compacto P e A tal que cualquiera trayectoria 
admisible x (t) tiene a lo menos un punto (to , x (t0)) E P. 

En el caso frecuente, donde A es un cilindro y U (t, x) = { u 111 u! ~ k}, la con­
dición (a) vale y la condición (b) se verifica si se impone que todas las trayecto­
rias tengan su origen en un punto fijo o un conjunto inicial compacto fijo. 

En el problema de control óptimo de tipo Mayer se supone también que el 
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan el sistema, satis­
facen una condicion de Lyapunov que asegura que cada trayectoria (solución) 
se queda en un· conjunto compacto. Para el problema de tipo Lagrange con 
funcional de costo l[x, u] se supone lo mismo o se asegura que dado un conjunto K 
de pares admisibles { (xa , Ua)} para el cual l[xa , Ua] ~ L entonces I x,. j ~ N. 
Por ejemplo _si K es una sucesión minimizante tal que lim I[x,., ua] = i = 
inf I[x, u], entonces se podría escoger L = i + l. Ejemplos de varias condi,ciones 
que garantizan compacidad se encuentran en estas memorias: L. Cesari [IJ, [2], 
A. F. Filippov, [4], y E. J. McShane [6]. 

En la literatura pasada. sobre el cálculo variacional tambien fue estudiado el 
caso donde el espacio de tiempo-fase no es compacto: en particular véase L. 
Tonelli [7; Vol. II, p. 307-312], E. J. McShane [5, p. 302-304], y S. Cinquini [3, 
p. 184-190]. En el caso donde A está contenido en un sector rectangular (n = 1) 
y la condicion (b) vale, Tonelli dió condiciones sobre la funcional • de costo I[x] 
que aseguran que I[x]---+ 00 cuando Xmax---+ 00 or Xmax - Xmin---+ 00 donde Xmax = 
maxa:9:<:::b / x (t) / y Xinin = min.-:<,;ig, / x (t) /. Seguramente en vista de la hipótesis 
(b) cualquier conjunto de trayectorias tales que I[x] ~ L debe ser uniforma­
mente acotado. Cinquini modificó y extendió los resultados de Tonelli al caso 
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donde I[x] depende de derivadas de orden mayor que uno, y son estos resultados 
que deseamos mostrar que son aplicables al problema de control óptimo de tipo 
Lagrange. 

Hipótesis y Resultados Principales 

Consideramos aquí el problema general de control óptimo de tipo Lagrange 
que se describe brevemente de esta manera: se trate de minimizar la funcional 
de costo 

l[x,u] = f/fo(t,x(t),u(t))dt 

en el conjunto n de pares admisibles { (x, u)}, donde se demanda que x = x (t) 
sea absolutamente continua y que u = u (t) sea medible, a ::; t ::; b, que 
(t, x(t)) E A, un conjunto dado en R1 X R"', u(t) E U(t, x(t)) p.p. donde 
U(t, x) es un conjunto dado en Rm y x(t) = f(t, x(t), u(t)) p.p. Sea M = 
{ (t, x, u)/ (t, x) E A, u E U(t, x)I y supongamos entonces que las funciones 
f:M - R" y fo:M - R1 son continuas. Pueden darse también condiciones en la 
frontera de la forma (a, x (a); b, x (b)) E B, un conjunto dado en R2"+2• 

Supongamos que el conjunto A está contenido en un cilindro { (t, x) / a ::; t ::; b, 
x E Rn¡ y que las hipótesis (a) y (b) de la seccion previa valen. Puesto que el 
conjunto P es compacto se puede suponer que existe un numero p 2 O tal que 
(t, x) E P implica que I x 1 ::; p. 

TEOREMA 1: Supongamos que para (t, x, u) E M 

fo (t, x, U) 2 '111 (h / f /) - % (/ X /) 

donde '111 (z) y '112 (z) son funciones, continuas y no decrecientes en O ::; z ::; oo, 
'111 (z) es convexa, h > b - a es un numero dado y '111 (z) _, '112 (z + p) - oo cuando 
z - oo . Entonces para cualquier conjunto de pares admisibles { (x, u)) tales que 
l[x, u] ::; L, para algún número L, las trayectorias correspondientes x = x(t) son 
uniformemente acotadas. 

Demostración. Dado cualquier par admisible (x(t), u(t)), a ::; t ::; b, sea 
Xmin = mÍn¡a, b] / X (t) / = /x (a*) /, Xmax = IDaX[a, bJ / X (t) / = / X (b*) / Y SU­

pongamos que a* ::; b*. Por hipótesis obtenemos 

l[x, u] = f!fo(t, x(t), u(t))dt 

2 J!w1(h /j(t, x(t), u(t)) 1 )dt - f!w2(x/ x(t) 1 )dt. 

Para la primera integral usamos la desigualdad de Jensen y tomando en cuenta 

que '111 (z) es no decreciente y que b ~ a > l obtenemos 

f! '111(h IJ(t, x(t), u(t)) /) dt 2 (b - a)'111 (b ~ a f! /j(t, x(t), u(t)) J dt) 

2 (b - a)'111(/ J!: x(t) dt/) 2 (b - a)-.Jli(Xmax - Xmin). 
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En cuanto a la segunda integral 

-f!'1i"2(/ x(t)/)dt ~ -(b - a)'1i"2(Xma.J 

~ - (b - a)%(Xmax - Xmin + P) 
y entonces 

l[x, u]~ (b - a)['1i"1(Xmax - Xmin) - 'Y2(Xmax - Xmin + p)] 
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y el lado derecho --+ oo cuando Xmax - Xmin --+ oo . Pero cada trayectoria tiene 
por lo menos un punto que satisface I x (t) 1 _::; p y entonces I[x, u]--+ 00 cuando 
Xmax --+ oo lo cual implica la conclusión. 

Un ejemplo en el que se cumplen las hipótesis previas es 

fo (t, X, U) ~ 1 f 12 - (1 X 11+ª + 1) 

con O < a < 1, h = 1 y entonces b - a < 1, y aquí es '1!1 (z) = z2 y '1i"2 (z) 
z1+a + l. Por ejemplo si m = n = 1 entonces fo (t, x, u) = x2 + u2 y f (t, x, u)= 
v'l + u2 satisfacen las condiciones requeridas. 

TEOREMA 2: Supongamos que 

1) Existe un número N ~ O tal que fo (t, x, u) ~ N para todo (t, x, u) E M 
2) Existe un numero positivo " y una funcion real y dij erenciable <I> (x) tal que 

a) 1 <I> (x) 1 --+ oo cuando x --+ oo, y 
b) si (t, x) E A con I x 1 ~ "entoncesfo(t, x, u)~ 1 grad <I>·f I cuando f(t, x, 

u) satisface I grad <I> -/ 1 ~ l. 
Entonces vale la conclusión del teorema previo. 

Demostración. Supongamos que todos los puntos (t, x) en el conjunto compacto 
P dado tambien satisfacen I x 1 ~ A Y que (xo (t), uo (t)), a ~ t ~ b, es una pareja 
admisible tal que I xo(l)j ~ A para algún número A ~ "donde a ~ l _::; b. Se 
pueden encontrar dos números a' y b' en [a, b] tal que lxo(a')I' = "· 1 xo(b')I = 

A y A _::; 1 xo(t)I _::; A por a' ~ t ~ b' donde suponemos que a' < b'. Entonces 

I[xo, uo)] ~ J!: fo(t, Xo(t), uo(t)) dt 

~ J!: I grad <I>(xo(t)) ·f(t, xo(t), uo(t)) I dt + (N - l)(b' - a') 

~ 1 f!: d<I>(:;(t)) dt 1 + (N - 1) (b' - a') 

~ j<I>(A) - <I>(A) 1 -e: (INI + l)(b - a) 

donde <I> (A) es un valor de <I> tal que I x 1 = A, e igualmente para <I> (A). Pero 
<I> (>.) es un numero fijo y como 1 <I> (A) 1 --+ 00 cuando A --+ oo entonces A no puede 
exceder un número fijo para cualquier conjunto de pares admisibles, por lo cual 
I[x, u] _::; L; lo que se quería demostrar. 

Un ejemplo simple que satisface la hipótesis del Teorema es 

fo = 1 X 11+ª + u2,f = u, 1 U 1 _::; l. 

con O < a < 1, m = n = l, y entonces N = O, <I> (x) = xi+ª, y A = 1 + a. 
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Observaciones y un Corolario 

Una hipótesis mas fuerte que la 2) del Teorema .2 se obtiene substituyendo 
la función <I> por una función definida en R1 + en vez de R" de esta manera 

2') Existe un número positivo -X y una función real diferenciable <I> (z) t,al que 
a) l<I>(z)I - oo cuando z-'> oo, y 
b) Si (t, x) E A con I x 1 ~ -X, entonces 

x-f ' fo(t,x,u) ~ fxl<I> (lxl) 

cuando f(t, x, u) satisface x·f ~ 1 x 1 <I>' (1 x 1 )- 1. 

Per se, esto no es interesante, pero nos dirige al siguiente resultado en control 
óptimo análogo a un resultado conocido de Cinquini. 

CoROLARIO. La conclusión del Teorema 2 es válida si se substituye la siguiente 
hipótesis por la 2) : 

2.) Existe un número positivo -X y una función positiva y continua -.Jr (z), 

-X ::;; z < oo tal que f ~ z-.Jr (z) dz = + oo y tal que para I x 1 ~ X 

fo(t, x, u)~ (x·f)-.Jr(I x 1) 

cuando I x·f 1 ~ -.Jr(I X 1r1• 

Demostración. Sea <I> (z) • cuaÍquier pninitiva de z-.Jr (z). Entonce.~, para I x 1 ~ -X 
se ve que 

. f!: d<I>(l;/t) 1) dt .= ¡:: (<jfc;/t)) 1 x(t) l w(I x(t) 1) dt 

= f I:)!:¡ 1 z-.Jr(z) dz, 

y ahora se <;iontinda como antes. 
• Como demostró Cmquini [3, p.188], el siguiente ejemplo satisface la hipótesis 

del Corolario: 

n ·= 2, m ~ l: fo(t, x1, X2, u) = (i ~/xt ~
2 

X22)1', 
f(t,x1,x2,u) = (x2,u),y-X = 1,-.Jr(z) = 22"'/z2. 

1 
µ > 2' 
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