
FUNCIONES ABIERTAS 

PoR A. GARcfA-MAYNEZ 

1. Introducci6n 

El estudio de las funciones continuas y abiertas en espacios topol6gicos cons
tituye un cap:itulo de gran interes en la topologia. Abordar concretamente este 
tema se justifica por muchas razones. Por ejemplo, las proyecciones de un 
producto de espacios topol6gicos en sus factores son abiertas; toda funci6n 
w = f (z) analitica en una region R del plano z en el plano w es fuertemente abierta, 
es decir, si V es un subconjunto abierto de R, f(V) es un abierto en el plano w. 
Otro motivo que acrecienta el interes en este t6pico, es un gran numero de pro
blemas importantes sin resolver. A la cabeza de la lista se encuentran los siguien
tes: 

1.1 Sea f:X =} Y una funcion continua, abierta y ligera, en donde X es una 
variedad euclideana de dimension n y Yes un espacio metrico. lEs entonces cada 
punto inverso r 1 (y) discreto? 

1.2 (Conjetura de Whyburn) Supongamos quef es unafuncion continua, abierta 
y ligera del n-cubo r sobre s1, mismo tal que r 1f (Fr r) = Fr I" y f I Fr r es 
1-1. Entences f es un homeomorjismo. 

Para n = I, 2 ambos problemas han sido resueltos afirmativamente (vease 
[7] y [8]). Para n > 2, se conocen respuestas solamente en casos muy especiales 
(vease [1], [2] y [3]). 

En la secci6n 2 de este trabajo, se generalizan algunos de los resultados basicos 
en la materia usando exclusivamente herramientas de topologia de conjuntos 
(teoremas 2.2 a 2.12), yen la secci6n 3 se ilustran algunas aplicaciones a espacios 
metricos. Es posible que estos resultados, junto con algunas proposiciones bien 
conocidas de los espacios euclideanos, lleven ,a una soluci6n total de 1.1 y 1.2. 
Para una relaci6n detallada de los avances en la materia referimos al lector a [5]. 

2. Teoremas generates 

Empezaremos esta secci6n recordando algunas definiciones. 

Sea A un subconjunto conexo de un espacio topol6gico X. A es un continua 
o una region segun que A sea compacto o abierto. A es un semicontinuo si para 
cada pareja de puntos p, q E A, existe un continuo C tal que {p, q} c C c A. 
Una funci6nf:X - Yes abierta si para cada abierto Ven X, f(V) es un abierto 
en Y. f:X - yes ligera si para cada y E Y, r1 (y) es totalmente disconexo. 

Todos los espacios considerados en este trabajo seran espacios de Hausdorff y 
todas las funciones seran continuas. El simbolismo f:X =} Y indica una funci6n 
del espacio X sobre el espacio Y. Si A es un subconjunto de un espacio X, AO y 
A- denotan, respectivamente, el interior y la cerradura de A en X. 
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El siguiente teorema es muy conocido y se usara con frecuencia. Su demostraci6n 
puede hallarse, por ejemplo, en [4], 2.46. 

TEOREMA 2.1. Sea Nun subconjunto cerrado de un espacio localmente compacto 
X. Si E es una componente de N con frontera compacta y U es un abierto en X que 
contiene a E, existe un abierto Ven X tal que Fr V es compacta; N n Fr V = <I> y 
E c V c v- c U. 

TEOREMA 2.2. Sea C1, C2 , • • • una sucesi6n de conexos en un espacio X. Sea 
C = lim inf Cn y c* = lim sup C,,, . Si V es un abierto en X con frontera compacta, 
entonces C n V = <I> o V::::) c* o c* n Fr V -;zf <I>. En particular, si X es localmente 
compacto y c* tiene una componente con frontera compacta, entonces c* es conexo o 
C = <I>. 

Demostraci6n. Supongamos, contrariamente al teorema, que C n V -;zf cf>; 
C* n (X - V) -;zf <I> y C* n Fr V = cf>. De C n V -;zf cf> se deduce que Cn n V-;zf cf> 
para n suficientemente grande. Las dos ultimas condiciones implican 

c* n (X - v-) -;zf cI> 

y, por tanto, Cn n (X - v) -;zf cf> para n arbitrariamente grande. Como cada 
Cn es conexa, tenemos C,,. n Fr V -;zf cf> para n arbitrariamente grande. Por ser 
Fr V compacta, concluimos que c* n Fr V -;zf cf>, una contradicci6n. Para probar 
la ultima parte, sea Luna componente de c* con frontera compacta y supongamos 
que L -;zf c*. Segun 2.1, existe un abierto V, con frontera compacta, tal que 
L c V; c* n (X - V) -;zf <I> y C* n Fr V = cf>. Usando la primera parte del 
teorema con Vy X - v-, deducimos que C = cf>. 

TEOREMA 2.3. Seaf:X => Y unafunci6n abierta del espacio localmente compacto 
X sabre el espacio Y. Si C es un continua en Y y K es una componente compacta de 
r 1 (C), entonces f(K) = C. 

Demostraci6n. Supongamos, por el contrario, que tenemos un punto y en 
C -'- f (K). Por 2.1, existe un abierto U en X tal que: 

i) KC UC u C X -r\y) 
ii) u es compacta 

iii) Fr u n r 1 (C) = cf>. 

Por tanto, w = u n r 1 (C) es compacto y abierto enr 1 (C). Como f es abierta y 
continua, f (W) es compacto y abierto en C. Como Yes de Hausdorff, f (W) es 
cerrado. Por tanto, por la conexidad de C tenemos f (W) = C, contradiciendo 
el hecho de que y E C - f(W). 

2.3 puede generalizarse facilmente a: 

TEOREMA 2.4. Sean f, X, Y coma en 2.3. Si C es un semicontinuo en Y y K es 
una componente de f- 1 ( C) con cerradura compacta, entonces f (K) = C. 
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Demostraci6n. Por reducci6n al absurdo, supongamos que existe un punto 
b EC - f(K). Sea Nun continua en Y tal que b EN c Cy N nJ(K) ~ cl?. 
Escojamos z E K tal que f (z) E N. Si T es la componente de r 1 (N) que con
tiene a z, entonces f(T) = N (teorema 2.3). Pero T c K, de manera que 
b E N = f (T) c f(K), una contradicci6n. 

Los dos teoremas que siguen limitan el m1mero de componentes de la imagen 
inversa de un semicontinuo bajo una funci6n continua y abierta. 

TEOREMA 2.5. Sean f, X, Y como en 2.3. Supongamos que existe un abierto denso 
Ven y tal que r 1 (V) es localmente conexo. Si C es un semicontinuo en y con 
interior no vacio; Hes un subconjunto compacto de X, y g es lafamilia de componentes 
de r 1 ( C) contenidas en H, entonces g es jinita. 

Demostraci6n. Como C0 ~ cl? y V es denso en Y, existe un punto y E Y y 
una region R en Y tales que y E R c V n C (por hip6tesis V es tambien local
mente conexo). Sea K = H n r 1 (y). Como K es compacto y las componentes de 
r 1 (R) forman una cubierta abierta de K, existen Li ' Li' ••• ' Ln ' componentes 
distintas der 1 (R), tales que: 

i) K c L1 U k U • • • U Ln ; 

ii) K n L, ~ cl?, i = 1, 2, • • • , n. 

Por otra parte, si Les una componente de r 1 (R) contenidaenH, necesaria
mente L = Li para alguna i, pues f(L) = R (teorema 2.4). Por tanto, g es 
finita, pues cada elemento de S contiene una componente der 1 (R) y, por ende, 
contiene alguna Li . 

TEOREMA 2.6. Sean f, X, Y como en 2.3. Supongamos que para cada y E Y, 
r 1 (y) es discreto (es decir, carece de puntos de acumulaci6n ). Si C es un semicon
tinuo en Y, H es un subconjunto compacto de X y g es la f am ilia de componentes de 
r 1 (C) contenidas en H, entonces g es jinita. 

Demostraci6n. Fijemos y E Cy definamos K = H n r 1 (y ). Por ser un sub
conjunto compacto de un conjunto discreto, K es finito. Por tanto, existen 
L1, L2, · • · , L,., componentes distintas de r 1 (C), tales que 

i) K c Li U L2 U • • • U Ln ; 

ii) K n Li ~ cl?, i = 1, 2, • • • , n. 

Como en 2.5 se deduce que si L E g, necesariamente L = Li para alguna i. Por 
tanto, g es finita. 

El lema que sigue se usara en la demostraci6n de 2.8. 

LEMA 2.7. Seaf:X ⇒ Y una funci6n continua del espacio localmente compacto 
y debilmente separable X sobre el espacio debilmente separable Y. Sea U un abierto 
en X, Hun subconjunto compacto de Uy y E Yun punto tal que toda componente 
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de J 1 (y) que intersecta a H es compacta y estd contenida en U. Entonces existe un 
abierto W en Y tal que y E W y si R c W, toda componente de J 1 (R) que inter
secta a H estd contenida en U. 

Demostraci6n. Sea W1 :::> W2 :::> • • • una base local en y. Probaremos que para 
alguna n, W = Wn satisface la propiedad descrita en el enunciado. Si no, para 
cada n existe Rn Cw .. y una componente c .. deJ 1(R,.) tal que c .. n H ~cf>~ 

C,. n (X - U). Como Hes compacto y X es debilmente separable, podemos 
suponer, sin perdida de generalidad, que C = lim inf Cn intersecta a H. Para 
cada abierto V con cerradura compacta tal que H c V c V- c U, se tiene 
C,. n Fr V ~ 41, pues cada C,. es conexa y C,. n V ~ if> ~ C,. n (X - V). Por 
tanto, c* = lim sup C,. es no degenerado. Sea A una componente de C* que 
intersecte a H. Si c* no es conexo, entonces A no es compacta (teorema 2.1) y, 
por hip6tesis, c* - J 1 (y) ~ cf>. Si c* es conexo, tambien c* - f- 1(y) ~ cf>, 
pues si c* C J 1 (y ), existiria un abierto D con cerradura compacta tal que 
C* C D C D- C U y, como antes, tendriamos C* n Fr D ~ if>, una contradic
ci6n. Por tanto, en cualquier caso, c* - J 1 (y) ~ cf>. Pero la continuidad def 
implica que f(C*) c lim sup f(C,.) c lim sup R,. c {y} y c* c J 1(y), una 
contradicci6n. 

Podemos ahora demostrar los teoremas principales de esta secci6n. 

TEOREMA 2.8. Sea f:X ⇒ Y una funci6n abierta y ligera, en donde X y Y son 
localmente compactos y debilmente separables. Supongamos, tambien, que Y es 
localmente conexo y que existe un abierto denso Ven Y tal que J 1 (V) es localmente 
conexo. Entonces X es localmente conexo. 

Demostraci6n. Sea x E X y U una vecindad arbitraria de x. Sean V1, V2 
abiertos en X, con cerradura compacta, tales que x E V1 c v1- c V2 c 
V2- c U°. Por el teorema 2.7, existe un abierto Wen Y tal que y = f(x) E Wy 
si R c W, toda componente de J 1 (R) que intersecte a V1- esta contenida en V2 . 
Como Y es localmente conexo, podemos tomar R como una region tal que 
y E R c W. Por 2.5, a lo mas un numero finito de componentes deJ 1(R) estan 
contenidas en V2-. Sean C1, C2, • • • , C,. las componentes deJ 1 (R) que intersec
tan a V1-, en donde X E C11 y sea T Ull abierto tal que X E TC V1 y T n cj = if> 
para j = 2, 3, • • • , n. El abierto T n J 1 (R) esta entonces totalmente contenido 
en C1. Por tanto, Ci es una vecindad conexa de x contenida en Uy X es local
mente conexo. 

CoROLARIO 2.9. Sea f:X ⇒ Y una funci6n abierta y ligera, en donde X y Y 
son localmente compactos, localmente conexos y debilmente separables. Sea A un 
subconjunto localmente compacto y localmente conexo de Y tal que A c A 0-. En
tonces J 1 (A) es localmente conexo. 

La rnisma demostraci6n que en 2.8, pero usando 2.6 en lugar de 2.5, nos da el 
siguiente teorema: 

TEOREMA 2.10. Seaf:X ⇒ Y unafunci6n abierta, en donde X y Y son como en 
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2.9. Si para cada y E Y, r 1 (y) es discreto, entonces, si A c Y es localmente com
pacto y localmente conexo, r 1 (A) es localmente conexo. 

Los dos ultimos teoremas de esta secci6n pueden aplicarse, con exito, en el 
Caso metrico. 

TEOREMA 2.11. Sea f:X ⇒ Y una funcion abierta del espacio localmente com
pacto y localmente conexo X sobre el espacio Y. Sea K C X un continuo abierto en 
r 1f(K) cuya imagen f(K) es un Ga en Y. Si Les una vecindad de K, existe una 
region U en X tal que: 
1) KC UC u C L0 

2) u es compacta 
3) K = u nr 1J(K) 
4) Fr Un r 1f(U) = <P. 

Demostracion. Sean W1, W2, • • • abiertos en Y, con cerradura compacta, tales 
que 

Sean V1, V2, • • • regiones en X, con cerradura compacta, tales que: 
a) K = Vn- n r 1f(K) 
b) f(Vn) c Wn, n = 1, 2, • • • 
c) Vn+1- C V,., n = 0, 1, 2, • • • , en donde Vo = L 0• 

Sea Cn la componente de r 1f(Vn) que contiene a Vn y c* = lim sup c,.. 
Por tanto, f(K) c f(C*) c lim sup f(Cn) c lim sup f(V,.) C lim sup W,. 
= f(K). De aqui se deduce que f(C*) = f (K). Por tanto, para alguna n, 
C,,. n Fr V1 = <I> (pues de lo contrario, C* n Fr V1 ;;t: of> y f (C*) ;;t: f (K) ). Pero 
Cn n Fr Vi = <P implica que C,. c V1. Tomando U = C,. tal que U c V1, es 
claro que U satisface las propiedades 1) a 4). 

TEOREMA 2.12. Sea f:X ⇒ Y una funcion abierta del espacio localmente com
pacto y localmente conexo X sobre el espacio Y. Sea U un abierto en X con cerradura 
compacta y KC u un continuo tales que u nr 1f(K) = K;f(U) n f(Fr U) = <P 
y en donde f (K) es un subconjunto Ga de Y. Entonces, si W es un abierto en X que 
contiene a K, existe una region V en X tal que: 
1) Kc V c W 
2) v = u n r 11cv). 

Demostracion. De acuerdo con 2.11, existe una regi6n V, con cerradura com
pacta, tal que K C V C v- C u n w y tal que V es componente de J 1f (V). 
Supongamos que la propiedad 2) del enunciado es falsa. Existe entonces un punto 
X E (U - V) n r 1f (V). Si v,, es la componente de r11 (V) que contiene ax, 
necesariamente V., c U, pues por hip6tesis Fr U n J 1f (U) = <I?. Segun 2.4, 
f(V,,) = f (V), de manera quef(V,,) :::J f(K). Por tanto Kc V., pues V,, n K = 
v,, n u n J 1f(K) = v., n J 1f(K) ;;t: 4>. Esto contradice el hecho de que 
V,, n V = <I>. 
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3. Aplicaciones metricas 

El siguiente teorema aparece, sin demostrar, en [6]: 

TEOREMA 3.1. Seaf:X ⇒ Y unafunci6n continua y ligera del espacio metrico y 
localmente compacto X sobre el espacio metrico Y. Si H c X y K c Y son compactos 
y e > 0 es arbitraria, existe o > 0 tal que para cada R c Y que intersecte a K y de 
diametro < o, toda componente de r 1 (R) que intersecte a H tiene diametro < e. 

Con la ayuda de 2.2, presentamos la siguiente demostraci6n: 
Supongamos el teorema falso. Existen entonces R1, R2 , • • • en 2Y y C1, C2 , • • • 

en 2x tales que: 

1) Cn es componente de r 1 (Rn) 
2) Rn n K ~ <I>, C,. n H ~ <I> 
3) o(R,,) < 1/n, o(C,.) ~ e. 

Como H y K son compactos, podemos suponer, sin perder generalidad, que 
K n lim inf R,. ~ <I> y H n lim inf C,. ~ <I>. Por la condici6n 3 ), R1, R2, • • • 
converge a un punto y E K. Sea C* = lim sup C,.. Por la continuidad deftene
mos f(C*) c limsup f(C,.) = {y}. Como f es ligera, cualquier componente 
de c* debe reducirse a un punto. Por tanto, por 2.2, c* es conexo. Pero enton
ces c* debe reducirse a un punto x E H, contradiciendo el hecho de que 
o(C*) > 0 (condici6n 3). 

Con la ayuda de 3.1 y el material de la secci6n anterior, podemos demostrar 
los siguientes resultados (comparese con [6]): 

TEOREMA 3.2. Sea f:X ⇒ Y abierta y ligera, en donde los espacios X, Y son 
son metricos, localmente compactos y localmente conexos. Si N c Y tiene cerradura 
compacta, es localmente compacto, tiene la propiedad Sy N c N°-, entonces, para 
cada compacto H en X, la union de componentes de r 1 (N) contenidas en H tiene 
la propiedad S. 

Demostraci6n. Sea e > 0 arbitraria. Por 3.1, existe o > 0 tal que si R c N 
tiene diametro < o, entonces toda componente de r 1 (R) contenida en H tiene 
diametro < e. Como N tiene la propiedad S, existen regiones N1, N2, • • • , N1c 
en N, de diametro < o, tales que N = N1 U N2 U • • • U N1c. Por 2.5, la colecci6n 
{Ni;} de componentes de r 1 (N,) contenidas en Hes finita. Por tanto, si Q es 
la uni6n de componentes de r 1 (N) contenidas en H, cada componente de Q es 
uni6n de componentes N,;. Como s6lo hay una cantidad finita de N,/s y cada 
una de ellas tiene diametro < e, Q tiene la propiedad S. 

TEOREMA 3.3 Sean f, X, Y como en 3.2 y sea Kun continua en Y: Entonces 
toda componente compacta H de r 1 (K) tiene una vecindad compacta, conexa y 
localmente conexa N tal que f j N es abierta. 

Demostraci6n. Sea Tuna regi6n en X, cerradura compacta, tal que H c Ty 
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tal que Fr n r 1 (K) = <I>. Como K es compacto, existen regiones R1 ::) R2 ::) 

con la propiedad S tales que 

K = n~1 Rk = n~1 Rk-

69 

Si Nk es la componente der1(Rk-) que contiene a H, entonces, segun 2.9, tanto 
r 1 (Rk-) como Nk son localmente conexos. Ademas, para k suficientemente 
grande, Nk n Fr T = <I>, pues lim sup Nk C r 1 (K) y Fr T n r 1 (K) = <I>. Por 
tanto, para k suficientemente grande, Nk c Ty cualquier Nk con esta propiedad 
satisface todos los requisitos del enunciado. 

TEOREMA 3.4. Sean f, X, Y, H, K como en 3.3. Entonces, para cada e > O, 
existe una region Q tal que H C QC v. (H) y con la propiedad Fr Q nr 1f(Q) = <I>. 

Demostraci6n. Por 3.3, K tiene una vecindad compacta, conexa y localmente 
conexa N tal que f I N es abierta. Ademas, N se construy6 de tal forma que N 
es componente de r 1J (N) y puede elegirse de manera que N c V. (H). Final
mente, por 2.11, existe una region Q tal que N c Q c V.(H) y con 
Fr Q n r 1J(Q) = <I>. 

TEOREMA 3.5. Sea f:I ⇒ Y una funci6n abierta del intervalo cerrado I = 

[O, 1] sobre un espacio no degenerado Y. Entonces Yes homeomorfo a I. 

Demostraci6n. Por 5.26 y 5.16 de [4], bastara probar que Y tiene exactamente 
dos puntos que no lo cortan. Supongamos, por el contrario, que existen por lo 
menos tres puntos que no cortan a Y. Por tanto, para dos de ellos, digamos 
p, q, se tiene 

o EE r 1 Cp) yo EE r 1 Cq). 

Sea a = inf r 1 (p) y /3 = inf r 1 (q) y supongamos que a< /3. [O, a) es entonces 
una componente de I - r 1 (p) = r 1 (Y- {p) ). Por 2.4, J([O, a))= Y - {p). 
Por tanto, existe o E [O, a) tal que f (o) = q, contradiciendo el hecho de que 
r\q) n [O, a) = <I>. 

Finalizamos este trabajo con el siguiente teorema: 

TEOREMA 3.6. Sean!, I, Y como en 3.5. Sif es ligera, entonces, para cada y E Y, 
rl (y) es finito. 

Demostraci6n. Supongamos, contrariamente al teorema, que existe y E Y 
tal quer 1 (y) es infinito. Por. 3.5, existe un homeomorfismo h: Y ⇒ I.Sig = hof, 
entonces g es una funci6n abierta y ligera de I sobre I y g -i (z) es infinito, en 
donde z = h (y). Pero por 2.5, g -i (z) debe ser finito, pues I - g -i (z) = 

g- 1 (1 - {z}) tiene solamente un numero finito de componentes. Esta contra
dicci6n demuestra el teorema. 

CENTRO DE lNVESTIGACI6N DEL IPN, MEXICO. 
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