TEOREMA DE PREPARACION C¥ Y DESCRIPCION LOCAL DE
CEROS DE FUNCIONES

Por J. LubpLOW-WIECHERS*

Introduccion

En 1880 K. Weierstrass [21], al estudiar las soluciones locales de f(z) =0, z
€ (" para funciones holomorfas, da un teorema por medio del cual la funcién
queda preparada para el estudio de sus ceros. A éste, se le conoce como el
“teorema de preparacion”.

En 1960 R. Thom observa que, si tuviésemos teoremas analogos para el caso
C~, éstos tendrian fuertes aplicaciones en la teoria de sungularidades, y es en
1962 que B. Malgrange [12] da un teorema de preparacién para funciones de
clase C”. Motivados por este estudio y siguiendo las ideas de Malgrange,
establecemos las dos primeras secciones de este trabajo, para funciones de
clase C¥, un teorema de divisién (teorema 1.3), un teorema de preparacién
(corolario 1.12), asi como la version algebraica de estos resultados (teorema
2.10).

En la tercera seccién describimos las soluciones locales de f(x) = 0, x € R?
para funciones que satisfacen las condiciones siguientes:

f(0) =0, Df(0) =0 y D?*(0)# 0; fe CX, K= 2.

Los resultados mas importantes que se obtienen quedan expresados en los
teoremas (3.24) y (3.25), en los que se describe la geometria de los ceros de esta
clase de funciones.** Se dan varios ejemplos, los cuales ilustran que estos
resultados son optimos, para toda K = 2.

1. Teorema de preparaciéon C¥
Vamos a utilizar el siguiente resultado (ver [9], [10]).

TeOREMA (Lasalle). Sea U un abierto propio de R* y a1, - - -, a, funciones
C~ definidas en U. Sea B(x, t) = t" + ¥ a{x)t’, B € C*(U X R) dada
f&€ C¥(U X R) entonces existen @ € C"(UX R) y yo, +++, y»1 € CH(U X R)
conh=[(K-r)/r],d=[(K+1)/r] — 1 que dependen linealmente de f, tales
que en U X R tenemos: f(x, t) = B(x, t) Q(x, t) + Y= vi(x)t', donde [a]
denota la parte entera de a.

* Los resultados de este trabajo constituyen esencialmente la tesis doctoral del autor, desarro-
llada bajo la direccion del Profesor Eugenio Filloy y presentada en 1977 en el Departamento de
Matematicas del Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del IPN.

** En un trabajo desarrollado recientemente, Luis Moreno establece la validez del reciproco de
estos resultados, en el sentido de que, dada la geometria de los ceros, existe la funcién que
localmente los realiza.
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Como lo que interesa es obtener un teorema de preparaclon con funciones
de clase C¥, vamos primero a demostrar:

LeMA 1.1 (Division Polinomial) Sea P(A, t) =t"+ Y= 3 A t’, dada f(x, t) de
clase CX, entonces existen q, yo, - - -, yr—1 tales que f(x, t) = q(x, A, t)- P(\, t)
+ Y y,(x, Mt} en una vecindad del origen en R X R" X R, x € R", \ € R’,
t € R, donde q tiene [(K — r)/r] derivadas continuas, y cada v: tiene
[(K + 1)/r] — 1 derivadas continuas.

bemostracion Sea f(x, A, t) = f(x, t) y ai(x, ) = \;, dividimos a f(x, A, t)
por t” + Y73 ai(x, A) t' y aplicamos el teorema de Lasalle.

DEFINICION 1.2. Sea f:R" — R decimos que f es de orden r en la variable x,
en cero si y solo si (0, x,) = x,” g(x,) con g continua y g(0) # 0.

TeEOREMA 1.3. (Division) Sea f(x, t) definida en una vecindad del origen
en R" X R, f € CX, f de orden r en cero en t, dada g(x, t) definida en una
vecindad del origen en R" X R, g € CK, entonces existe una vecindad del
origen en R™ X R tal que g(x, t) = f(x, t)q(x, t) + Y23 vi(x) t'; q de clase
C" con hy = [(K — r)/r], y cada v; de clase C*, con h,=[(K +1)/r] -1

Demostracion: Dividimos ambas funciones como en el lema 1.1 obteniendo

14. F(x,8) = g A, 8) [ + T8 A £+ T3 v (%, A) £

1.5. g(x,t) =qg(x, A\, t) [t" + 30 N £°] + 3758 v/% (2, A 2.
En la relacién 1.4 hacemos x = A = 0 y nos queda

1.6. " h(t) = (0, t) = g7 (0, 0, ) + Yi=a v/ (0, 0) ¢,

dividiendo por ¢"y haciendo ¢ — 0 resulta 0 # h(0) = gf(0,0, 00 +
Y2 v (0,0)t", de donde qf(O 0,0) # 0y y/(0, 0) = 0; consideremos la
funcién (vf): R* x R"— R, y{(0,0) = 0, definida por (x, A) = (y/(x, A)):.

La idea detras de toda la demostracion es hacer ver que la curva de nivel
v(x, A) = 0 es la grafica de una funcién A = A(x) (para ello se usa el teorema de
la funcién implicita) y después substituir y despejar adecuadamente en las
relaciones 1.4 y 1.5.

Derivando con respecto a A; en 1.4, obtenemos

= z_g—]f(xa A’ t) [tr Zl=0 A t'] + q/(x A t)t’ + Z{:c} aYl ( )\)t'
J

y haciendo x = A = 0, tenemos

o . adv;
= ai}\f (0,0, 6)¢" + g7(0, 0, )¢ + 5373 3 l (0) £, de donde
\J

i}
'Y—O——Q(OOO)y (0 0) = 0 paraj > 0.
Mo



J. LUDLOW-WIECHERS 3

Para ¢ < j, dividimos por ¢, obteniéndose

%97 0,0, 0) £ + g;(0, 0, ) #~¢ + IR Y’ = (0,0 ¢

]
haciendo ¢ — 0 resulta 8v://d\; (0, 0) = —q(0, 0, 0) y ay,f/a>\,~ (0, 0) = 0 para
Jj>1i.
Resumiendo, la derivada de la funcion y(x, A) = (y:(x, A)), es Dy(x, A) =
(8y/dx (x, A), dy/dA (x, A)), donde la submatriz (dy/0A (0, 0) es triangular y det
(8yi/9N; (0, 0)) = [—q(0)]" # 0.

Por lo tanto, existen vecindades en el origen de R" y en el origen de R” y una
funcién A = A(x) de clase A, = [(K + 1)/r] —1, tal que

AMO) =0 y yi(x Ax)) =0.
Asi, substituyendo, las relaciones 1.4 y 1.5 quedan de la siguiente forma:
f(x, t) = qr(x, A(x), t) [t + 2723 Aix) E']
£(x, 1) = e (x,\(x), 8) [t + Ti=d hiw) ]
+ Y523 vif (x, A(x)) £

Nétese que estas dos expresiones solo tienen a x y ¢ como variables.
Como g¢(0, 0, 0) # 0, hay una vecindad del origen en la que podemos despejar

f(x, t)

r r—1 1 . i
CH Lo M) = @ D

substituyendo

qz(x, A(x), t) ; i
qr(x, A(x), t) + 250 viF (2, M ().

Definimos g (x, t) = gg(x, A(x), t)-gs '(x, AM(x), t) la minima clase de

{@e, A, g7} es [(K —r)/r], y definimos vi(x) = v7(x, A(x)); cada una de las A; es
de clase [(K + 1)/r] — 1.

El siguiente resultado generaliza el teorema de Lasalle.

CoROLARIO 1.7. (Lasalle C¥). Sea B(x, t) = t' + Y= a.(x)t’ donde cada a;
esta definida en una vecindad del origen en R" con a;(0) = 0 para toda i,
a; € C% dada f(x, t) definida en una vecindad del origen en R* X R,
f € CX, entonces existe una vecindad del origen en R" X R donde:

g(x, t) =f(x,t) [

f(x,t) =g(x,t) B(x, t) + Y7 vi (x) ¢t con q de clase
- +
h = [K_r_r] y cada v; de clase h; = [Kr 1] -1

Demostracion. Como B(x, t) es de orden r en la variable ¢ en cero aplicamos
el resultado anterior.
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DEFINICION 1.8. Sea B(x, t) como en 1.7. A esta funcion la llamaremos un
C¥.polinomio de Weierstrass.

Sean f

oco=ar+a+ .- + a,
Ge=a1az+ .-+ a_a,

o’r=ala2... ar

las funciones simétricas elementales. Definimos P(¢, a) = t" —o1(a)t™* +
aa)t™2— ... + (=)o (a).

COROLARIO 1.9. (Barbancon). Sea f € C¥ definida en una vecindad del
origen en R" X R, entonces existe una vecindad del origen en R" X R" X R
donde f(x, t) = P(t, a)q(x, a, t) + Y23 vi(x, a)t' donde q tiene [(K — r)/r]
derivadas continuas y cada v; tiene [ (K + 1)/r] — 1 derivadas continuas.

Demostracion: Con abuso de notacion, tomese f(x, a, t) = f(x, t), B(a, t)
= P(t, a) y apliquese el Corolario 1.7.

CoroLARIO 1.10. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
i) Lema 1.1 (Divisién polinomial)

i) Teorema 1.3. (Division)

iii) Corolario 1.7. (Lasalle C¥)

iv) Corolario 1.9 (Barbancon)

Demostracion:

i) = ii) y ii) = iii) ya estan hechas

ill) = i) la misma que en el Lema 1.1

iii) = iv), ya estd hecha

iv) = iii), ver Barbangon [2], pags. I-22 y I1-4.

COROLARIO 1.11. (Whitney C¥). Sea f:.R — R, f(x) = f(—x), fE C¥ entonces
existe a de clase [ (K + 1)/2] — 1, tal que f(x) = a(x?).

Demostracion. Dividimos por x® — y, obteniendo f( x)=[x*-ylg(x,y) +
ri(y) + r2(y)x. Haciendo y = x? se obtiene:

f(x) =r(x?) +r(x?)x

Como f es par, r; = 0. Asi f(x) = ri(x?), con r de clase [(K + 1)/2] — 1.

No es posible mejorar el resultado como lo muestra la funcién; x?*+/3
(x?)"**® donde el miembro izquierdo posee 2n + 1 derivadas mientras que
y™*?3 tiene [(2n + 2)/2] — 1 = n derivadas.

CoroLrARIO 1.12. (Preparacion). Sea f(x, t) definida en una vecindad del
origen en R" X R, f € CX y f de orden r en la variable t en cero, entonces
existe una vecindad del origen en R" X R. Donde f(x, t) = q(x, t)[t" +
-0 ai(x)t'] con g(0) # 0, g de clase [(K — r)/r] con [t" + ¥i=¢ a:(x)t'] un
polinomio de Weierstrass, i.e., ai(0) = 0y cada a; de clase [ (K + 1)/r] — 1.
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Demostracion. Sea g(x, t) = t" por el teorema de division, tenemos t” = ¢ (x,
t) f(x, t) + Y24 @:(x)t'. Dividiendo por ¢” y haciendo x = 0, 1 = §(0, ¢)-A(t)
+ ¥ @:(0)t" " haciendo ¢t — 0, vemos que: §(0) # 0y @ (0) =

Tomando q(x, t) = ¢i(x,. t)7, a;(x) = —ai(x), se obtiene el resultado f(x, ¢)
=g(x, t)[t" + T a:(x)t'].

Descripcion local de algunos ceros de funciones

Sea f € CX definida en una vecindad del origen en (y1,¥) € R X Ry tal que
f(0)=0,Df(0)=0,--.,D"'f(0) =0, D"f(0) # 0. Aplicando un cambio lineal
no-singular (véase [6] pag. 13, lema 2), podemos suponer que f satisface las
condiciones:

af W
5x_1’(0)7é0yD f(0)=0 para O0=a<r,

y de ahi concluimos que f(x1, 0, ---,0) = x," h(x1) con A(0) # 0 y A continua.
Con esto vemos que f satisface las hipaotesis del teorema de preparacion.
Aplicando este ultimo obtenemos una vecindad Vo = V; X V,, del origen en

R™! donde f(x1, X) = Q(x1, X) [x + 255 a: (%) x.']x1 ER, X € R™, con a;(0)

=0, @(0,0) # 0 y cada a; de clase [ (K + 1)/r] — 1, @ de clase [ (K — r)/r].
Noétese que en el caso extremo K = r, @ y cada a; son sélo funciones

continuas.

DEFINICION. A/ = (% € V,|(x, %) € Vi X V,,, y P(x, X) = 0 tiene i raices)
donde P es el polinomio de Weierstrass de f que se obtiene al preparar. la fun-
cion en la vecindad Vi X V.

Vamos a analizar como es A/. Supongamos que %, € A/ x1" + Y723 a,(xo)xl
tiene r raices distintas yi1, -- -, y, que estan la vecindad V; del origen en R.

i

LeMma 1.13. La derivada parcial df/dx:1(y:, %o) es distinta de cero para toda
Ll<i=<r

Demostracion. (Por contradiccion). Si en alguna vy; se tuviera af/ax: (vy;, Xo)
= 0, como f(yi, Xo) = 0 para toda i, definiendo g(x:) = f(x1, Xo), encontramos
que hay r — 1 puntos donde df/dx; se anula.

Junto con la hipétesis, observamos que hay r puntos donde df/dx; se anula.

Si definimos ahora A (x1) = df/dx, (x1, %), hay r — 1 puntos donde 8%f/ax,” se
anula.

Prosiguiendo de esta manera vemos que hay r — i puntos donde **f/ox,*!
se anula.

Al final vemos que hay un punto donde df/dx;" se anula, contradiciendo la
primera hipétesis de que 3"f/dx;" (0) # 0.

Sea II:R" X R — R" la proyeccion canonica (x, ¥) — ¥y denotemos tam-
bién por IT su restriccién a Z[f] N Vi X V,.

CoROLARIO 1.14. I1: Z[ f ] — A/ es una funcion de recubrimiento con r ramas

de clase C¥.
Sea X € A/, por el lema df/dx, (yi, X) #0parai=1, --- ,rypor el teorema

{
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de la funcion implicita existen vecindades de Xy de y; y funciones de clase C*
di, -, d tal que d;(%) = v y f(d:(X), X) = 0 para toda X en la interseccion
de las vecindades denotada por V. Asi I1 ™' (\/) tiene r ramas cada una dada
por (d;(x), x) parax € V.

COROLARIO 1.15. En A/
1) El discriminante del polinomio de Weierstrass es CX.
2) Los coeficientes del polinomio de Weierstrass son CX.

Demostracion: Como D(x) = ITi; (di(x) — dj(x))? es claro que (1), (2) son
ciertos ya que cada a; es una funcion simétrica elemental en las d;.

2. Algebras de funciones C¥

Sea CX(R™) el anillo de gérmenes de funciones definidas en una vecindad
del origen en R" con valores en R.

DEFINICION 2.1. Sea f:R" — R™, f € CX, f(0) = 0 definimos
f*:C*(R™)— C*(R"),
su homomorfismo asociado, por medio de [g] — [g © ]

LEMA 2.2. Bajo la hipétesis de la definicion, si f es una inmersién en cero
entonces f* es un epimorfismo.

Demostracion. Véase [4; p107].

DEFINICION 2.3. A es una C¥ — algebra de funciones & 3 &/ C CX(R"),
donde & es un ideal tal que A = C¥(R")/ .

DEFINICION 2.4. Sea f*:C¥(R™) — C¥(R™) un homomorfismo y A una
CX — algebra de funciones sobre C¥(R"), definimos paraa € Ay p € CK(R™) -
comop - a=f*(p) - a

De esta manera A es una C¥ — algebra de funciones sobre CX(R™).

LEMA 2.5. Sea K — K; un homomorfismo de anillos y E un K1 — médulo,
entonces K1 Qx E es un K — modulo.

Demostracion. Véase [ 8; p418].

Si A es CE(R™!) — médulo, como C*(R™ ') es CX(R™') — médulo (h <
K), tenemos que A ®cxr-C*(R™™) es CX(R™') — mdédulo y también es
C"(R™') — mddulo con la siguiente operacién:

g+ (a®f)=a®fg f,.g € C*(R™™).

LEMA 2.6. Sea # un anillo local y M su ideal maximo, si A es un # —
modulo finito entonces A/MA es un espacio vectorial de dimension finita

sobre el campo % /M.
Si ®:A — A/MA es la proyeccion naturaly ey, - - - , e, son tales que ®(e;),
«+-, ®(e,) son generadores del espacio vectorial, entonces e, -+ , en son

generadores en A.
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Demostracion. Véase [4; pl05].

LEMA 2.7. Sea m:R" — R, m(x1, X2, »++ , Xn) = (X2, «++ , Xn) =X
m*:C¥(R"')— CX(R")
[f1—=1[femn].

Si A es C¥(R") — dlgebra finita tenemos que i) = ii) = iii) donde i)
A/m* (M(R"'))A es un espacio vectorial de dimension £ < o sobre CX(R"™)/
M(R™) = R. (M(R") es el ideal mdximo del anillo local CX(R")); ii) existe
un aniquilador de A de la forma

B(x1,x) = 0 + Y3 ai(x)x

con a; de clase [(K + 1)/¢] — 1, con a;(0) = 0; iii) A = A®cxw-1,C"(R"") es
una C*(R™') — algebra finita y con ¢ + ¢ elementos en la base, donde A =
[(K+1)/¢] - 1L

Demostracion. i = ii). Si A/m* (M(R" ') A es de dimensidn finita, conside-
remos ®:A —» A/n*(M(R"")Aye, - ,e enAtalesque ®(e;), --- ,P(e,),
sea una base en el cociente. Como

m*(M(R"")) C M(R"),

M(R") « B= {3 fig|f. € M(R")g: € B}

tenemos que
A/m*(M(R™™)A-1> A/M(R")A
es sobre. Luego en
A l7-"—(I)>A/M (R")A

observamos que 1 ° ®(e;), ---, n o ®(e,) son generadores en el cociente, y
aplicando el Lema 2.6, verificamos que ei, - - - , e, son generadores de A.

Si a € A tenemos que es de la forma a = Y 'c;e; + econe € 7* (M(R""))A.
Luego,

a=Yce+e
= Y ciei + 3 fray
= X ciei + 3 i3 hye]
=Yia+ L[ fihsle.
Definiendo g; por ¥, fhi =g € 7* (M(R"™")) » CX(R™), resulta
a=Y cie; + gie;,con g € m*(M(R")) C*¥(R").
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Como x,e; € A, obtenemos:
xi16 = Zi cije + gie;
0 =23 (2185 — (Cy — gyj)e.

Sea P el determinante de este sistema de ecuaciones. Por la regla de Cramer
tenemos: P e¢; = 0, para toda j, y como g;(x:, 0, --- , 0) = 0, entonces

P(x1,0,---,0) =det (x:85 — ¢;).

(2.8)

En las relaciones 2.8 hacemos x; = 0, para toda j y obtenemos 0 = ) cje;.
Aplicando ® se tiene 0 = Y’ ¢;®(e;) y como ®(e;), ---, P(e,) es una base, c¢;
= 0 para toda i, j. Por ello P(x;, 0) = x,°.

A continuacion le aplicamos a P el teorema de preparacion y tenemos: P =
q * B con q invertible y B polinomio de Weierstrass. Como P e; = 0, g Pe,
= 0.

Asi B(x,, x) = x,° + Y a:(x) xi' resulta ser un aniquilador de A.

Demostraremos ahora que ii) = iii). Como cada elemento de A es de la
forma a = Y, c;e; + f;e;, dividimos cada f; por el aniquilador B y obtenemos

fi(x, x) = qi(x, x) B(x, x) + X573 vy (x) xf,

multiplicado por e;, resulta

fiei= 2/i=1 Z/_lj=0 rij(x)xljei-
Parad €A, d=aQ®f setiened =a® f=[Yi cies + i rij(x) x’e] @ f.
Luego, . -
a=Y:e®cr+ Yijx'e® f(x)ry(x)
y A esta generado por los (¢ + ¢?) elementos (e; ® 1, x/e; ® 1). Esto termina
la demostracion del lema 2.7.

LEMA 29. Sea #*:CE(R™) - CX(R") el homomorfismo asociado a la
proyeccién candnica y denotemos con A un C¥(R™) — médulo. Si B es un
aniquilador de A como C¥(R"™") — mddulo, entonces B © 7 es un aniquilador
de A como CX(R™) — médulo.

La demostracion es trivial.

TEOREMA 2.10. Sea f:R"— R™,f(0) =0, f€ C¥ y sea A una C¥(R")—algebra
finita. Si existe B € CX(R X R™) de la forma B(x,, y) = x," + Y123 a:(y)x,’
con a; de clase CX, a;(0) = 0 y B es un aniquilador de A como CX(R X R™)
— médulo, entonces existen h = h, < .-+ < hy < h; < hy = K tales que A es
una Cn(R™) — algebra finita, donde

A=A®uCM(R™ X R™) ®,C™(R">X R™) ® - .. @, ,C™ (R™,
donde
Q:=C"(R"™'XR™ para i=0,1,.--,n—1
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Demostracion. Sea ¢(x) = (x, f(x)) = (x,y) y mxi, xi + 1, - -+, x2) = (Xi4,
.-+, x,). Resulta f = 7, ® 7y -+ ®. Si f*:C¥(R™) — CX(R") es el homomor-
fismo asociado, el siguiente diagrama es conmutativo:

f*

CX(R™) > CX(R")

¥ o*
m Tn—1 772* n—1 m 771* n m
CX¥(R X R™) ——> ... —CX(R" x R™) —CX(R" X R™)

Como A es C¥(R™) — algebra finita y ®* es sobre, se sigue que A es una
CX(R"™ x R™) — algebra finita. Por el Lema 2.9 y las propiedades del producto
tensorial, B es aniquilador en cada C¥(R’ X R™). Si se aplica el Lema 2.7
repetidamete, se obtiene el resultado.

Observacion. Como h = h, = [(hp-1 +1 —r)/r1 < hs1+ (1 —r)/r. Por lo
tanto, rh + r — 1 < (Ay—1 < ha—2 + 1 — r)/r. Iterando este procedimiento se
obtiene finalmente r"h + r* — 1 < K. Esta es una relacion que existe entre la
h yla K del Teorema 2.10.

3. Ceros de funciones

LeEMA 3.1. Sea f: R*— R, f(0) =0, Do f= 0, D’ f# 0 f € CX, K = 2 entonces
existe un cambio lineal no-singular de coordenadas donde Do’f, es tal que

0, si Hlf=0
Dl f(y,yp) =8>ty &=

1, si Hy’f#0.
con 8’f/3y* (0) = = 1, donde Hy*f = det Do’f.

Demostracion. Como Dy* f# 0 podemos aplicar un cambio lineal no-singular
de coordenadas como lo indica [6; p13] asi Do’f (hi, h2)® = Ah,® + 2B hhy +
Chs* donde C # 0. Siguiendo el proceso de diagonalizacion de formas cuadra-
ticas obtenemos al completar cuadrados y luego aplicar una homotecia que
D¢*f (y1, y2)* = £8 3> + y,°. Esto termina la demostracion.

Para proseguir con nuestros analisis vamos a introducir la nocién de gér-
menes de conjuntos.

DEFINICION. Sean X, Y C R” Diremos que X ~ Y en cero si existe una
vecindad del origen W, tal que X N W =Y N W. A cada clase de equivalencia
la llamaremos un germen de conjuntos.

Como f/dy* (0) # 0 aplicando dos veces la relacion @ (1) — ®(0) = [o' ®'(s) ds
a la funciéon ®(¢) = f(¢x, ty) obtenemos f(0, y) = y*> h(y) con A(0) # 0y h
continua en una vecindad del cero.

Por el teorema de preparacion existe una vecindad del origen en R? tal que

f(x,y) = Q(x, Y)[y* + ai(x)y + ax(x)]
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donde @, a1, a: satisfacen @ (0, 0) # 0, a;(0) = 0,
Q de clase [(K — 2)/2],
a; de clase [(K + 1)/2] — 1,

[n] denota la parte entera de n.

Notese que para K = 2 solo podemos asegurar que @, @i, a: son funciones
continuas.

Vamos a denotar por Z[ f], germen de los ceros de f, a la clase de equivalencia
del conjunto f7%(0).
Asi,

Z[f1= {(x ) |y* + ai(x)y + as(x) = 0}

si nos permitimos un abuso de notacion.
Definimos:

D(x) = ai*(x) — 4 aa(x)

Ra(x) = — “I;x) +% VD (x)

H, = {x.D(x)>0},
H, = {x|D(x) =0},
H, = {x|D(x) < 0},

B = (%, 9)(%5) € Z[f], x€ F} = {(x% (x)) e H}

H2= {(x,y)l(x,y)ez[f]:xEHZ}

Noétese que D esta definida continuamente en un intervalo abierto W que
contiene al origen.
Sean

Ri= {(x, Ru(x))|x € Ko} y Re = {(x, Ra(x))| x € Hb}.

DEFINICION 3.2. Llamaremos a R, y R; las ramas de H,. Nétese que H, = R,
U R».

Hay varias propiedades que son evidentes:

Je>0,tal que six € (— ¢ €), 77 (x) N Z[f] tiene a lo sumo dos puntos,
donde 7 (x, y) = x.

R:y R; se pueden extender a H; U H; como funciones continuas.

H, es un cerrado en W; H, es un cerrado en Z[ f].

H, es un abierto en W; H; es un abierto en Z[ f1; Ho es un abierto en W.

Si R es una de las ramas f(x, R(x)) = 0.

oH, C H., 6H, C H,, donde 9 denota la frontera.
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ProrosicioN 3.3. Si x € H,, 3 y, tal que
Ri(x) < yo < Ra(x) yZ—;C (x, %) =0.
Demostracion. Como x € H,, tenemos dos ramas R;(x), R2(x); consideramos
larecta Z(t) = (1 — t) Ri(x) + ¢ R2(x) que es paralela al eje Y; como
f(x, £(0) =f(x, Ri(x)) =0
f(x, (1) = f(x, Re(x)) =0
por el Teorema de Rolle, existe y, tal que
Ri(x) < yo < Ra(x) y 9f/ay(x, 3) = 0.

PROPOSICION 3.4. Si (x0, ¥o) € Z[ f1y (%0, ¥0) € 8 Ha, entonces of/3y (xo, yo)
= 0.

Demostracion. Sea x, € H, tal que x, — xo; por la Proposicion 3.3, existe y,
tal que

Yrn— Yo (ya que Rl(xn) <yn<R2(xn))

con 3f/8y (xn, ¥n) — 8f/0y(x0, Yo) y con 9f/dy(x., ¥») = 0, VYn. Por lo tanto,
8f/dy (xo, yo) = 0. '

PROPOSICION 3.5. Si (x0, ¥o) € Ho, entonces df/dy (xo, yo) # 0.

Demostracion. Si af/dy(xo, o) = 0, usando la Proposicién 3.4 existe y; tal
que

Ri(x0) < y1 < Rao(x0) y 8f/3y (%, 1) = 0.
Luego, por el Teorema de Rolle existe y tal que
y1 <y < Yo, 8°f/8y* (%0, y) = 0.
Esta contradiccion establece el resultado.
PROPOSICION 3.6. R, y R, son subvariedades de dimension 1y clase CX.

Demostracion. Sea (x, y) € R;, como 8f/dy(x, y) # 0, por el teorema de la
funcién implicita, existe ® nica tal que ®{x) =y, ® es CX y f(x, ®(x)) = 0;
como f(x, R{x)) =0, entonces & = R..

PROPOSICION 3.7. En Hs, a., as son de clase CX.

Demostracion: Como R; = —a,/2 + + VD, es facil deducir que a;, a» son de
clase CX.

PROPOSICION 3.8. Si (x0, o) € H2 y y1 < Yo < s, tenemos f(xo, y1)
f(xo, y2) <O.

Demostracion: Si f(xo, y1), f(xo, ¥2) tienen el mismo signo, f(xo, yo) s un
maximd o un minimo de la funcion g(y) = f(xo, ¥), y por ello 8f/dy (xo, ¥0) = 0,
contradiciendo la Proposicion 3.5.
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PROPOSICION 3.9. Z[df/3y] es una subvariedad de dimensién 1 de clase C¥7*,
tangente al origen.

Demostracion. Como 8°f/dy” (0, 0) # 0, por el teorema de la funcién
implicita, existe ® de clase C*™* tal que ®(0) = 0 y 9f/dy (x, ®(x)) = 0; ade-
mas, derivando se obtiene:

2 2 2 2 -1
0 o0 as, v =-"7 (00 [a—f(o, 0)} 0.
axdy 9y dxdy ay

Note que H, tiene solo una componente conexa o tiene una infinidad. Asi
también, si M es la componente conexa del origen en H,, entonces se tienen
dos casos:

i) el origen es punto frontera de M,

ii) el origen es punto interior de M.

PROPOSICION 3.10. Si el origen en punto interior de M, entonces Z[f] = H,
= Z[df/ay]. Ademds, H, es una variedad de clase C¥™*.

Demostracion. Es claro que Z[f] = H,. Tomamos el desarrollo de Taylor en
el origen y si ® es una curva cuya imagen coincide con el eje y, vemos que
f(0,y) =y*+ o(|y|?); asi f no cambia de signo; luego f tiene el mismo signo en
W — H,, por lo tanto, todos los puntos de Z[f] son maximos o minimos y, por
ello, H, C Z[8f/dy].

Aplicando el lema 3.9, se termina la demostracion.

PROPOSICION 3.11. En general se tiene H, C Z[8f/dy].

Demostracion. Tomamos el desarrollo de Taylor en el origen y vemos que
£(0,y) =»* + o(]y|?; luego fno cambia de signo en el eje Y. Sea y1 < yo < y»,
(%0, y0) € H, y P una poligonal, que se inicia en (xo, y1) y termina en (xo, ys) tal
que PN Z[f] = {(0, 0)}.

Noétese que la existencia de P queda asegurada porque a; (0) = 0,1 =1, 2;
por lo tanto, D(x) — 0, cuando x — 0, luego si x € H;, x — 0 entonces
vD(x) — 0. Con ello concluimos que existe una vecindad del origen donde
Z[f] = H, U R, U R, y la poligonal estan contenidos en su interior.

Sea g(y) = f(x0, y); paray € (y1, y2), por la existencia de la P, g no cambia
de signo; luego, (xo, ¥o) es un maximo o un minimo de g; luego, df/dy (xo, Yo)
= 0, o sea (xo, yo) € Z[9f/dy].

PROPOSICION 3.12. Sea x € H, y x € 6H, N aH,, entonces, si (x, y) € Hi, se
obtiene Df(x, y) = 0.

Demostracion. Si (x, y) € H, es punto interior de una componente conexa
C de H,, por la proposicién 3.11 y los argumentos de la 3.10, concluimos que,
en 7 1(C), Z[ f] = H, es una subvariedad de dimension 1y clase C” y que fno
cambia de signo en 7 (C) — Hi, por lo que todos los puntos de H; son
maéximos o minimos y por ello Df(y) =0V y € 77! (C) N H; . Ahora, sea (x, y)
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€ H, donde x no es un punto interior de H, , si tuvieramos af/dx (x, y) # 0, por
el teorema de la funcién implicita, Z[ f] seria una subvariedad de dimensién 1
y clase C? cuya tangente seria paralela al eje de las Y, por lo que x € dH, N
dH, , contradiciendo la hipétesis.

ProPOSICION 3.13 H, estd contenido en una subvariedad de dimensién 1 de
clase CP™*.

Demostracion. Se tiene H, C Z[3f/dy] y aplicamos la Proposicién 3.9 para
completar la demostracion.

Whitney, en su libro [22; cap 7], ha dado diversas definiciones de tangentes.
Adoptaremos una de sus definiciones de cono tangente.

DEFINICION. Sea A C R” El cono tangente de A en x, € A, denotado
Ctgx,A, consiste de todas las rectas ¢ que satisfacen la propiedad ¢ € Ctg. A
oexiste U, EA, Un # X0, Un > X0 Y Sin= (1 — ), + txo, £n— L.

PROPOSICION 3.14. Sea f€ CX, % € Z[f1y D) f=0para0=<i<j=<K;si
vE ¢ € Ctg.,Z[ f], entonces D,/ f(v') = 0.

Demostracion. Sea x, — xo, Xxn EZ[ ]y £n— £ con € = tx, + (1 — t)x0.
Sean v, € ¢, y v € ¢ tales que v, — v, | U.| = | v| = 1; por teorema de Taylor:

D’f(x)
!

f(xn) = f(x0) + Df(x0) (% — %) + -+ + (% — %) +o( % — x|’ .

Por lo tanto,
0=D'f(x) [ (2% — x)’] + o(| % —x]’).

Xn—x0 | o(| % — x|)’
| %0 — o] | %2 — %0’

b

0 = D’f(x0) [
y haciendo x, — x, se obtiene 0 = D’f(x,) (v’). Como todo vector de ¢ es un
multiplo de v, el resultado se sigue.

PROPOSICION 3.15. Sean vy, - + - , Un+1 Vectores en R? tales que dos a dos son
linealmente independientes. Si L € L,"(R? R) es tal que L(v*) = 0 para
toda i, entoces L = 0.

Demostracion. El caso n = 1 es trivial. En el caso general, para j = 3,
escribimos v; = a;;01 + aj202, donde a;1, a2 son ambos distintos de cero.
Consideremos el sistema homogéneo

L(an)=L(Uj,°'-,Uj)=O j=3,---,n+1.
Desarrollando tenemos.
{(Th-0 (B)ap*ai " L (ve, v %) = 0} 143

Se tienen n — 1 renglones con n + 1 incégnitas. Como L(v*) = 0 para
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i=1,--.,n+ 1, obtenemos un sistema en n — 1 incégnitas con n — 1 renglones
(3! B a2 L (v, v ™) = 0} 4.
El determinante del sistema es:

|(k ajlkaj2n kI —H 1 (k)l 01 a_]2 kl

k-1
051
a2

01 a1

M1 (B) T1 (o2 ) Moy <— ——) # 0.

Oj2 Qa;2

) i (%) HJ-3 (aj2"” 0(,'1)

Asi, la unica solucién del sistema es L (v:*, vs" %) = 0, lo que implica L = 0.

PROPOSICION 3.16. Sea f € C¥, x, € Z[ f]. Si Ctg, Z[ f] tiene i direcciones
distintas i = K, entonces D’f(x0) = O para j <i,ysiv € ¢ € Ctg,, Z[f],

D'f(x0)(v") = 0.

Demostracion. (Por induccién). Si i = 0, Z[f] = {x0} y no hay nada que
demostrar. Si ip = 1, es claro que f(xo) = 0 y Df(x0)(h) =0 para h € £ €
Ctg., Z[ f], ya que si Df(xo) # 0, entonces existe V;, donde V., N Z[ f] es una
variedad C¥, asi Ctg., Z[f]1 = Tx,(Z[f1NV) ysih€T. (Z[f1N V), entonces
Df(x0)(h) =0, ya que Vf(xo) es perpendicular a Z[ f] en xo.

Si Df(x0) = 0 es claro que se obtiene la conclusién de la proposicion.

Supongamos ahora que la proposicion es cierta para 1 < j < i. Sabemos que
paraj <i— 1, D’f(x) =0ysiv € ¢ €Ctgx, Z[f1,D:/ 'f(v"") =0. Como hay
i direcciones distintas, por la Proposicién 3.15, D" 'f(x,) = 0. Asi D’f(x0) = 0
para j < i y, aplicando la Proposicién 3.14, obtenemos que Df(xo)(k)" = 0,
para h € ¢ € Ctg., Z[ f].

Observacion. En nuestro caso, f(0) = 0, Df(0) =0y
e [£8 O _fo si H¥=0
Df(o)‘(o 11) 8‘{1 si Hof 0
Hy? = det (D% (0)).

La Proposicion 3.16 nos dice que Ctgo Z[ f] tiene a lo sumo 2 direcciones
distintas.

Ahora, las direcciones del cono y D?f(0) estan relacionadas del siguiente
modo:

a) H’f> 0o Ctgo Z[f] =

b) Hy’f <0« Ctgo Z[ f] consta de las rectas h; = +h,.

c) Hf =0y Z[f]# {(0,0)} < Ctgo Z[f] es el eje X.

PROPOSICION 3.17. Si {0} % H,, entonces Hy’f = 0.

Demostracién. Si {0} # H,, como H, C Z[df/dy] y Ctgo Z[df/dy] es el eje
X, entonces existe x, € H;, x,— 0y £»— ¢ donde ¢ es el eje X.
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Por lo tanto Ctgo Z[f] contiene el eje X. Si Ho’f # 0, D*f(0) tendria por
direcciones isotropicas a las dos diagonales y al eje de las X (Proposicion 3.14);
por ello, Df(0) seria idénticamente nula, contradiciendo la hipétesis.

PROPOSICION 3.18. Si {0} # H, , entonces Ctgo Z[ f] contiene una sola recta.

Demostracion. Por hipétesis Ctgo Z[f] # 0 y por la proposicion anterior,
solamente puede tener una direccion.

PROPOSICION 3.19. Si xo € dH, N 0Hy y (%0, o) € H,, entonces R, , R; son
tangentes en (xo, ¥o). Es decir, lim R,'(x) = lim R, (x) cuando x — xo con
x € Hz .

Demostracion. Caso a) Df(xo, yo) = 0; en tal caso, si R, y Rz no fuesen
tangentes, el Ctg(x,, Z[ f] tendria dos direcciones linealmente independientes.
Ahora, tomemos v, direccion distinta de las del cono, y @ una curva diferenci-
able con ®(0) = (xo, y0) y ®'(0) = v.

El desarrollo de Taylor de fen (xo, yo) es:
f(x,y) = f(x0, ¥0) + Dizpypf(x — %0, y — ¥0)
+ 2 Diayy’f(x — %0, y — ¥0)* + 0((x — x0)> + (¥ — 0)?)

Ahora, componiendo con ®:

(fo®@)(2) = (fo®@)(0) + Do(fo®@)(2) + 53 Do*(fo®)(¢, t) + o(|*]), luego
(fo®)(¢) = 2D (fo@)(¢, t) + o(|t*]).

De esto se concluye que existe € > 0, tal que si t € (—¢, €), fo ®(¢) no cambia de
signo. Esto implica que df/dy es cero en los puntos de R;, pero la Proposicién
3.5 nos asegura lo contrario y se obtiene asi una contradiccion.

Caso b) Df(xo, yo) # 0; en tal caso 8f/dx(xo, yo) # 0y 8f/dy(x0, ¥0) = 0,
debido a la Proposicion 3.3.

Usando el teorema de la funcion implicita, existe ®(y) = x unica, tal que
P(y0) = x0 y f(®(y), y) =0, para vecindades apropiadas de xo y yo .

Como @ es diferenciable, R, y R, son tangentes. Atin mas, como f(®(y), y)
= 0, se sigue que 9f/dx(®(y), y) « @' (y) + 9f/3y(®(y), y) =0, y se tiene que
@'(y) = —of/3y(®(y),y) «df '/3x(®(y), y); haciendo y — yo, ®(y) — 0, por
lo tanto, ®’(y0) = 0 por lo que la tangente comun es paralela al eje de las Y.

ProprosiCION 3.20. Si (x0, yo) € Z[f] ¥ x € dH, N d8H,, entonces
Ct8xy v, Z[ f1 tiene una sola direccion.

Demostracion. R,, Rs son tangentes por la Proposiciéon 3.19, por lo que
Ct8xyyZ[ f] tiene una sola direccion.

PRroprosicION 3.21. Si (x0, Y0) €E Z[ f]y %0 € dH> N 0 Hy, entonces Z[ f] esta
contenido en una subvariedad de clase C* alrededor de (xo, o), st Df(xo, ¥o)
# 0 y en dos subvariedades de clase C* si Df(xo, yo) = 0.
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Demostracion.

Caso a) Df(xo, y) = 0. Sabemos que R; y R, son tangentes (Proposicién
3.19) y ademas son tangentes a Z[3f/9y], ya que Z[9f/dy] esta entre R, y R, .

Denotaremos con ® a una parametrizacion de clase K — 1 de Z[df/dy] y con
R indistintamente a R, 6 R, .

Se define
R(x) si x € H,

J(x) =

d(x) si xEZ[ﬂ]
, 3y

como R y ® son tangentes se concluye que j es C".

Caso b) Df(x,, yo) # 0 se establece en forma analoga al Caso b) de la
Proposicion 3.19.

Notese que en la proposicion anterior solo es posible garantizar que la mejor
diferenciabilidad que se obtiene es uno, como lo muestra la funcién f(x, y) =
y2— %

PROPOSICION 3.22. Supongamos que x € dH, x & 0H, con (x, y) € Z[f].
Entonces, z[f] esta contenido en un cruce de dos variedades de dimension 1
y por lo menos de clase C', alrededor de (x, y).

Demostracion. Alrededor del punto (x, y), Z[f] solo puede estar contenido
en 3 0 4 ramas.

Caso 1) Solo son tres ramas. Todas ellas son tangentes entre si, ya que el
Ctgw,»Z[f] a lo mas puede tener 2 direcciones linealmente independientes; con
el mismo argumento que aparece en la demostracion de la Proposicion 3.19 y
se concluye que solamente hay una direccion en Ctg.,Z[f] y se construyen
las dos variedades que buscamos.

Caso 2) Hay cuatro ramas. Ctg.,,Z[ f] a lo mas puede tener dos direcciones
linealmente independientes.

I) Sélo hay una direccion en el cono. En este caso, todas las ramas son
tangentes. Sean R, y R las dos ramas que estan sobre los puntos x’ € Hs, con
x’ < x. Analogamente, sean R,y R las dos ramas que estan sobre los puntos

x' € H,, con x’ > x.
Se construyen las dos subvariedades siguientes:

Fi=R,UR U {(x,9)}
Fo=R;UR,U {(x,y)}.

IT) Hay 2 direcciones en el cono. Usando la notacién de arriba, se construyen
las dos subvariedades siguientes:
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F1 R1UR2U{xy)}
Fz = Rz U Rl U {(x y)}

Pueden presentarse los subcasos I), II) como lo muestran, respectivamente,
los siguientes ejemplos:
—1/x% 2 l

f(x,y) =y" —e* sen

g(x,y) ="~ ¢ sen' -
LeEMA 3.23 (Kuiper-Morse [7]). Se tiene f(0) = 0, Df(0) = 0, H’> f# 0 si y

solo st vale i) o it), donde:
1) Z[f]1 = {(0, 0)}, Ctgo Z[f] = D y cero es un mdximo o minimo de f.

ii) Z[f]1= {(0,0)} UHz y el CtgoZ [f] esta formado por dos rectas y cero es
un punto silla de la funcion f; Hy consta de dos variedades de clase C¥ de
dimensién 1 transversales en cero cuyo cruce es de clase C".

Demostracion. Si Hy’f # 0, entonces H; = {(0, 0)}, si no, debido a las
Proposiciones 3.11 y 3.18, el eje X seria también una direccion isotrépica, junto
con las dos diagonales, contradiciendo la hipétesis.

Caso i) Si H, = @, se tiene Z[f] = {(0, 0)} y CtgoZ[f] = &. En este caso,
(0, 0) es un maximo o minimo de f.

Caso ii) H; # &. Hy f tiene indice uno y CtgoZ[f] consta de las diagonales
(y = £ x). Con el razonamiento usado en el subcaso II) de la Proposicion 3.22
se obtiene que existen dos subvariedades transversales cuyo cruce es de clase
C' y, por la Proposicién 3.6, cada una de las ramas es de clase C¥ y de dimen-
sion 1. Por dltimo, (0, 0) es un punto silla, debido a la Proposicion 3.5.

En el enunciado de las siguientes proposiciones una rama significa una
subvariedad de dimension uno. Los cruces se refieren a puntos que no son de
acumulacion del conjunto dH, N H;.

TEOREMA 3.24 Sea f € CK(Rz), K =2 (0,0 =0 = Dfoo y D2f(o,o) # 0,
entonces

) Z[f1={(0,0)},0

it) Z[f] esta contenido en un cruce de dos subvariedades topologicas de
dimension 1, tales que cuando hay dos variedades distintas cada rama es
C%: cuando las dos variedades coinciden tenemos una rama CX™ y en los
cruces de la ramas, éstas son de clase C*.

Demostracion. El caso Hy’ f # 0 lo cubre la Proposicién 3.23. Para el caso
I{OZ f =0, tenemos que hay una sola recta en el CtgoZ[f]. Como Z[f] = H: U
H,, procedamos analizando las siguientes situaciones:

1) H, # @, H, conexo y H, = {0, 0}.
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En este caso, R, y R, son tangentes y por la Proposicion 3.21, Z[f] esta
contenido en una variedad de clase C* alrededor del origen,

2) Hz?‘é@ y H,=.

Por la Proposicion 3.22, Z[f] esta contenido en un cruce de dos variedades de
dimensién 1 y por lo menos de clase C' y, a su vez, por la Proposicién 3.6 se
obtiene la conclusion.

3) H,=O, osea Z[f]=H.

A 0,
Aqui, H, CZ[ 55] y, por la Proposicion 3.13, se obtiene que Z[ ] esta contenido
en una variedad de dimensién 1 de clase C¥71.
4) ZIfl=H,UH H,#2 y H#{(0,0)}.

Sea (x,y) € Z[f], con x € H,. Entonces, (x, y) esta en una de las dos ramas,
cada una de clase C¥, usando la proposicién 3.6.

Si x € 3 H,, por las Propiedades 3.21 y 3.22, Z[f] alrededor de (x, y) esta
contenido en un cruce de dos variedades de dimensién 1, (por lo menos de
clase C') o Z[f] esta contenido en una variedad de clase C* alrededor de (x, y).

Six € H,, como H, C Z[3f/dy], por la Proposicién 3.13, Z[ f] esta contenida
en una variedad de dimension 1de clase CX ! alrededor de (x, y) . Esto concluye
la demostracion.

Ejemplos

Cada una de las cuatro situaciones analizadas en el teorema anterior efecti-
vamente pueden presentarse como lo prueban los siguientes ejemplos.

Primera Situacién. Ejemplo: f(x, y) = y*> — x*

Segunda Situacion. Ejemplo: f(x, y) = y* — x*
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Tercera Situacion. Ejemplo:

Sea F C R un cerrado y 0 € F, por un lema de Whitney existe ® € C* tal
que ®:R > Ry ®'(0) =F, ®=0y ®“(0) = 0 toda a. Sea f(x, y) = y* +
®(x) y Z[f1= @ (0) = F.

Cuarta Situacién. Ejemplos:

1 flx,y) =y>— eV sen1/x

N P e Pt SN N\
o= | o—COO—CT——™>

en (1/km, 0) la tangente en Z[f] es paralela al eje Y ya que of/ax(1/km,
0)#0."

1/x

2. Con la funcién e V* sen 1/x, sea ® € C” como lo muestra la grafica
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osea:PesC*P=00“(1/2n7) =0V a, y <I)’(21/(2n + 1)7) = 1 asi sea f(x,
y) = y? — e V*®(x) sen 1/x; la grifica de e /*'®(x) sen 1/x es:

A [\V/\VA A A
(VARY v U

[\f\r&eenﬂ/\
VARY U U

3. flx,y) =y*— e en 1/x
ZIf]1={(x,5)|y* = e sen® 1/x} es:

4. flx,y) =y — eV sen*1/x
Z[f] es:
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TEOREMA 3.25. Sea f € CX(R?) y f(0, 0) = Dfioo) = 0 con D*fio0) # 0,
entonces,

) Z[f1=1{(0,0)},0

ii) Z| f] estd contenido en un cruce de dos variedades topolégicas conexas de
dimension 1, tales que cuando hay dos variedades distintas cada rama es de
clase CX, cuando las dos variedades coinciden tenemos una rama de clase
CX 'y en los cruces de las ramas, éstas son de clase C'.

Demostracion. A partir del teorema anterior, es claro que para tener a Z[ ]
contenido en cruces de variedades conexas, solo debemos analizar puntos de
Z[f]del tipox €0 Hy N o H, y tales que si (x, y) € Z[ f], 8f/dx(x, y) # 0.

Ahora, x € 8 H, N d Hy no puede ser punto de acumulacion de H;, ya que si
fuese, se tendria df/dx(x, y) = 0, que no es el caso que estamos estudiando.

Sea 8 = dist ((x, y), Hy) = inf|| (x, y) — (x', ') | donde el infimo se toma
para puntos (x’, y') € Hy y que estan en la frontera de la componente conexa
de H, de la cual x es punto de la frontera.

Asi 8§ > 0y sea (x0, o) donde se alcanza tal valor §; tenemos dos casos:

Caso I) Siof/ax(xo,y0) # 0, por la Proposicion 3.12, xo € d H> N d Hy . Sean

R, y R, las ramas tales que R;(x0) = yo, i = 1, 2; se tiene que lim R, (x) =
x—Xy

+ oy lim Ry (x) = — . Sea ® una funcién definida en el intervalo abierto

XX,

(x1, Xo0) (sin perder generalidad estamos suponiendo que la aludida componente
conexa de H, esta a la izquierda de xo) y ®@ de clase C* conlim @' (x) = + o

XX

y lim @ (x) = — «. Usando las ramas que llegan a (xo, y0) y (%, ¥) y el

XXy

argumento de la demostracion de la Proposicién 3.21 Caso a), obtenemos la
conclusion.

Caso II) Si 8f/8x(x0, yo) = 0. Sea R, una de las ramas que llega a (x, y) y
® una funcién que parametriza a Z[df/dy]. Sea j; una funcion C” que esté
definida en el abierto (x;, x0) y en forma analoga a la demostracién de la
Proposicién 3.21, podemos escogerla de tal manera que pegue de clase C' a R,
en (x,y) con (x1, yo) en ®. Analogamente se escoge j» para conectar con R; .
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