
TEOREMA DE PREPARACION CK Y DESCRIPCION LOCAL DE 
CEROS DE FUNCIONES 

POR J. LUDLOW-WIECHERS* 

Introducción 

En 1880 K. Weierstrass [21], al estudiar las soluciones locales de f(z) = O, z 
E C" para funciones holomorfas, da un teorema por medio del cual la función 
queda preparada para el estudio de sus ceros. A éste, se le conoce como el 
"teorema de preparación". 

En 1960 R. Thom observa que, si tuviésemos teoremas análogos para el caso 
C00

, éstos tendrían fuertes aplicaciones en la teoría de sungularidades, y es en 
1962 que B. Malgrange [12] da un teorema de preparación para funciones de 
clase C00

• Motivados por este estudio y siguiendo las ideas de Malgrange, 
establecemos las dos primeras secciones de este trabajo, para funciones de 
clase CK, un teorema de división (teorema 1.3), un teorema de preparación 
(corolario 1.12), así como la versión algebráica de estos resultados (teorema 
2.10). 

En la tercera sección describimos las soluciones locales de f(x) = O, x E R 2 

para funciones que satisfacen las condiciones siguientes: 

f(O) = O, Df(O) = O y D 2f(O) #- O; K2:: 2. 

Los resultados más importantes que se obtienen quedan expresados en los 
teoremas (3.24) y (3.25), en los que se describe la geometría de los ceros de esta 
clase de funciones.** Se dan varios ejemplos, los cuales ilustran que estos 
resultados son óptimos, para toda K 2:: 2. 

l. Teorema de preparación CK 

Vamos a utilizar el siguiente resultado (ver [9], [10]). 

TEOREMA (Lasalle). Sea U un abierto propio de Rn y a1, •••,ar funciones 
C00 definidas en U. Sea B(x, t) = tr + ~}:-J ai(x)t\ B E C00 (U X R) dada 
f E CK(U X R) entonces existen Q E Ch( U X R) y yo, • • •, y,- 1 E Cd( U X R) 
con h = [(K - r)/r], d = [(K + 1)/r] - 1 que dependen linealmente de f, tales 
que en U X R tenemos: f(x, t) = B(x, t) Q(x, t) + ¿;;-:-J Yi(x)ti, donde [a] 
denota la parte entera de a. 

* Los resultados de este trabajo constituyen esencialmente la tesis doctoral del autor, desarro
llada bajo la dirección del Profesor Eugenio Filloy y presentada en 1977 en el Departamento de 
Matemáticas del Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del IPN. 

•• En un trabajo desarrollado recientemente, Luis Moreno establece la validez del recíproco de 
estos resultados, en el sentido de que, dada la geometría de los ceros, existe la función que 
localmente los realiza. 
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Como lo que interesa es obtener un teorema de preparación con funciones· 
de clase CK, vamos primero a demostrar: 

LEMA 1.1 (División Polinomial) Sea P('J..., t) == r + L.Í=ó Aj tj, dada f(x, t) de 
clase CK, entonces existen q, yo , • • •, y,-1 tales que f ( x, t) = q ( x, A, t) • P (A, t) 
+ Li=ó y;(x, A)t/ en una vecindad del origen en Rn X Rr X R, x E Rn, A E Rr, 
t E R, donde q tiene [(K - r)/r] derivadas continuas, y cada y; tiene 
[(K + 1)/r] - 1 derivadas continuas. • 

Demostración. Sea f(x, A, t) = f(x, t) y ai(X, A) = Ai, dividimos a f(x, A, t) 
por r + Lí.:J ai(X, A) ti y aplicamos el teorema de Lasalle. 

DEFINICION 1.2. Sea f:Rn - R decimos que fes de orden r en la variable Xn 
en cero si. y sólo si /(O, Xn) = Xnr g(xn) con g continua y g(O) ,¡f O. 

TEOREMA 1.3. (División) Sea f(x, t) definida en una vecindad del origen 
en Rn X R, f E CK; f de orden r en cero en t, dada g(x, t) definida en una 
vecindad del origen en Rn X R, g E CK, entonces existe una vecindad del 
origen en Rn X R tal que g(x, t) = f(x, t)q (x, t) + Lr=J Yi(X) ti; q de clase 
Ch1 con h1 = [(K - r)/r], y cada 'Yi de clase Qh2, con h2 = [(K + 1)/r] - l. 

Demostración: Dividimos ambas funciones como en el lema 1.1 obteniendo 

1.4. f(x, t) = qr(x, A, t) W + Li=ó A; ti]+ Lt=6 y/(x,A)ti 

1.5. g(x, t) = qg(X, A, t) W + Lí.:J Ai ti]+ L1:A yf(x,A)t!. 

~n la .relación 1.4 hacemos x = A = O y nos queda 

1.6. .. ,r h(t) = f(O, t) ~ qr(O, o, tW + Lí.:J rl (O, O)ti, 

dividiendo por tr y haciendo • t - O resulta O ,¡f h (O) = q1(0, O, O) + 
Li=ó y/ (O, O) ti-r, de donde qr(O, O, O) ,¡f O y yf (O, O) = O; consideremos la 
función(yf): Rn X Rr - Rr, y{ (O, O)= O, definida por (x, A) - (y{°(x, A))i. 

La idea detrás de toda la demostración es hacer ver que la curva de nivel 
y(x, A) = O es la gráfica de una función A= A(x) (para ello se usa el teorema de 
la función implícita) y después substituir y despejar adecuadamente en las 
relaciones 1.4 y 1.5. 

Derivando con respecto a Aj en 1.4, obtenemos 

O= ª?1 (x, A, t) W + Lt=ó ~i ti]+ qr(x, A, t)t! + Lt=ó ~i (x,A)ti, 
dl\j dl\j 

y haciendo x = A = O, tenemos 

O = ~t (O, O, t) tr + qr(O, O, t) t! + Lí.:J éJ~i (O) ti, de donde 
éJA¡ éJA¡ 

éJ~ éJ~ . 
. '\ = -q(O, O, O) y~ (O, O)= O para¡> O. 
éJ,\.I) éJA¡ 
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Para ~ :S j, dividimos por tr, obteniéndose 

aw ~1 O= - (O O O) tr-t + q (O O t)ti-t + ~~.:-1 -' (O O) ti-t 
alv ' ' r , , ¿,., º a>..i ' 

haciendo t---+ O resulta ay//a>..i (O, O) = -q(O, O, O) y ay//a>..i (O, O) = O para 
i> i. 

Resumiendo, la derivada de la función y(x, A) = (yi(X, >..)), es Dy(x, A) = 
(ay/ax (x, A), ~/a>. (x, >..)), donde la submatriz (ay/a>. (O, O) es triangular y det 
(ayi/aAj (O, O))= [-q(O)Y "Fo. 

Por lo tanto, existen vecindades en el origen de Rn y en el origen de Rr y una 
función A= A(x) de clase h2 = [(K + 1)/r] -1, tal que 

A(O) = O y '/i(X, A(x)) = O. 

Así, substituyendo, las relaciones 1.4 y 1.5 quedan de la siguiente forma: 

f(x, t) = q¡(x, A(x), t) W + ¿í.:-J Ai(x> ti] 

g(x, t) = Qg(X, A(x), t) W + ¿f.:-J Ai(x> ti] 

+ ¿¡:J y/(x, >..(x))ti. 

Nótese que estas dos expresiones solo tienen ax y t como variables. 
Como q¡(O, O, O) "F O, hay una vecindad del origen en la que podemos despejar 

f(x, t) 

q¡(x, A(x), t) 

substituyendo 

_ [qg(x, A(x), t)] ~, 1 _g i 
g(x, t) - f(x, t) q¡(x, A(x), t) + ¿.,=o y, (x, >..(x))t • 

Definimos q(x, t) = Qg(X, A(x), t)-q¡- 1(x, A(x), t) la mínima clase de 
{qg, A, q¡} es [(K - r)/r], y definimos Yi(X) = y/(x, A(x)); cada una de las Ai es 
de clase [(K + 1)/r] - l. 

El siguiente resultado generaliza el teorema de Lasalle. 

COROLARIO 1.7. (Lasalle <J1C). Sea B(x, t) = t' + ¿¡.:-J ai(x)ti donde cada ai 
está definida en una vecindad del origen en Rn con ai(O) = O para toda i, 
ai E <J1C; dada f(x, t) definida en una vecindad del origen en Rn X R, 
f E <J1C, entonces existe una vecindad del origen en Rn X R donde: 

f(x, t) = g(x, t) B(x, t) + ¿r:J Yi (x)ti con q de clase 

h1 = [ K; r] y cada Yi de clase h2 = [ K; 1] - l. 

Demostración. Como B (x, t) es de orden r en la variable ten cero aplicamos 
el resultado anterior. 
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DEFINICION 1.8. Sea B(x, t) como en 1.7. A esta función la llamaremos un 
CK-polinomio de Weierstrass. 

Sean 

O'¡ = a1 + a2 + • • • + ar 
0'2 = a1 a2 + • • • + a,-1 ar 

las funciones simétricas elementales. Definimos P ( t, a) = tr -a 1 (a) t,- 1 + 
0'2(a)t,.....2 - • • • + (-lYar(a). 

COROLARIO 1.9. (Barban,;on). Sea f E CK definida en una vecindad del 
origen en Rn X R, entonces existe una vecindad del origen en Rn X Rr X R 
donde f(x, t) = P(t, a)q(x, a, t) + Lt=J y¡(x, a)ti donde q tiene [(K - r)/r] 
derivadas continuas y cada Yi tiene [(K + 1)/r] - 1 derivadas continuas. 

Demostración: Con abuso de notación, tómese f(x, a, t) = f(x, t), B(a, t) 
= P(t, a) y apliquese el Corolario 1.7. 

COROLARIO 1.10. Las siguientes proposiciones son equivalentes: 
i) Lema 1.1 (División polinomial) 
ii) Teorema 1.3. (División) 
iii) Corolario 1.7. (Lasalle CK) 
iv) Corolario 1.9 (Barban,;on) 

De,riostracion: 
i) => ii) y ii)'=> iii) ya están hechas. 
iii) => i) la misma que en el Lema 1.1 
iii) => iv), ya está hecha 
iv) => iii), ver Barban,;on [2], pags. 1-22 y 11-4. 

COROLARIO 1.11. (Whitney CK). Seaf:.R-+ R,f(x) = f(-x), /E CK entonces 
existe a de clase [(K + 1)/2] - 1, tal que f(x) = a(x 2). 

Demostración. Dividimos por x 2 - y, obteniendo f(x) = [x 2 - y]q(x, y)+ 
ri(y) + r2 (y)x. Haciendo y= x 2 se obtiene: 

f(x) = ri (x 2 ) + ni (x 2 )x 

Como fes par, r2 =O.Así f(x) = ri(x 2), con r 1 de clase [(K + 1)/2] - l. 
No es posible mejorar el resultado como lo muestra la función; x 2n+4/B = 

(x 2 r+ 2/ 3 donde el miembro izquierdo posee 2n + 1 derivadas Inientras que 
yn+2! 3 tiene [ (2n + 2) /2] - 1 = n derivadas. 

COROLARIO 1.12. (Preparación). Sea f(x, t) definida en una vecindad del 
origen en Rn X R, f E CK y f de orden r en la variable t en cero, entonces 
existe una vecindad del origen en Rn X R. Donde f(x, t) = q (x, t) [ tr + 
Lf-o a¡(x)ti] con g(O) =¡i, O, g de clase [ (K - r)/r] con [er + Lí:J a¡(x)ti] un 
polinomio de Weierstrass, i.e., a¡(O) = O y cada a; de clase [ (K + 1)/r] - l. 
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Demostración. Sea g ( x, t) = tr por el teorema de división, tenemos tr = ij ( x, 
t) f(x, t) + Lí.:J iii(x)ti. Dividiendo por tr y haciendo x = O, 1 = ij(O, t) ,h(t) 
+ L ai (O) ti-r haciendo t - O, vemos que: ij (O) ~ O y iii (O) = O. 

Tomando q(x, t) = ij(x, t)- 1, ai(x) = -ai(X), se obtiene el resultado f(x, t) 
= g(x, t)[tr + Li=ó ai(x)ti]. 

Descripción local de algunos ceros de funciones 

Sea f E ex definida en una vecindad del origen en (y1, Y) E R X R n y tal que 
/(O)= O, D/(0) = O, ..• , Dr- 1/(0) = O, Drf(O) ~O.Aplicando un cambio lineal 
no-singular (véase [6] pag. 13, lema 2), podemos suponer que f satisface las 
condiciones: 

iYf 
-r (O) ~ O y D"' f (O) = O para O S a < r, 
0X1 

y de ahí concluímos que /(x1, O, •••,O)= x{ h(x1) con h(O) ~ O y h continua. 
Con esto vemos que f satisface las hipótesis del teorema de preparación. 
Aplicando este último obtenemos una vecindad Vo = Vi X Vn del origen en 

Rn+1 donde /(x1, x) = Q(x1, x) [x{ + Li=ó ai(x)x/]x1 E R, x E Rn, con ai(O) 
= O, Q(O, O)~ O y cada ai de clase [(K + 1)/r] - 1, Q de clase [(K - r)/r]. 

Nótese que en el caso extremo K = r, Q y cada ai son •sólo funciones 
continuas. 

DEFINICION. A/= {x e Vn 1 (x, x) e Vi x Vn, y P(x, x) = o tiene i raices} 
donde P es el polinomio de W eierstrass de f que se obtiene al; preparar. la fun
ción en la vecindad Vi X Vn. 

Vamos a analizar como es V- Supongamos que .fo E A[x{ + Lí.:J ai(Xo)x/ 
tiene r raices distintas y1 , • • • , Yr que están la vecindad Vi del origen en R. 

LEMA 1.13. La derivada parcial af/ ax1 ( Yi, x'o) es distinta de cero para toda 
i, 1 sis r. 

Demostración. (Por contradicción). Si en alguna yj se tuviera af/ox1 ( Yh xo) 
= O, como f(yi, x"o) = O para toda i, definiendo g(x1) = /(x1, x'o), encontramos 
que hay r - 1 puntos donde off ax1 se anula. 

Junto con la hipótesis, observamos que hay r puntos donde of/ox1 se anula. 
Si definimos ahora h(xi) = of/ox1 (x1, Yo), hay r - 1 puntos donde o2f/axi2 se 

anula. 
Prosiguiendo de esta mánera vemos que hay r - i puntos donde ;J-+1//ax/+1 

se anula. 
Al final vemos que hay un punto donde ar¡¡ax{ se anula, contradiciendo la 

primera hipótesis de que ar¡¡ax{ (O)~ O. 
Sea 11:Rn X R - Rn la proyección canonica (x, x) - xy denotemos tam

bién por 11 su restricción a Z[f] n Vi X Vn. 

COROLARIO 1.14. 11:Z[fJ-V es una función de recubrimiento con r ramas 
de clase ex. 

Sea x E "A/, por el lema af/ ox1 ( Yi, x) ~ O para i = 1, • • • , r y por el teorema 
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de la función implícita existen vecindades de x y de y; y funciones de clase ex 
d1,,,,, dr tal que d;(xo) = y;y f(d;(x), x) = O para toda xen la intersección 
de las vecindades denotada por V. Así n-1 ( "ll.í) tiene r ramas cada una dada 
por (d;(x), x) para x E V. 

COROLARIO 1.15. En AÍ 
1) El discriminante del polinomio de Weierstrass es ex. 
2) Los coeficientes del polinomio de Weierstrass son ex. 

Demostración: Como D(x) = Il;<;; (d;(x) - dj(x)) 2 es claro que (1), (2) son 
ciertos ya que cada a; es una función simétrica elemental en las d;. 

2. Algebras de funciones ex 

Sea Cx(Rn) el anillo de gérmenes de funciones definidas en una vecindad 
del origen en Rn con valores en R. 

DEFINICION 2.1. Sea f:Rn - Rm, f E Cx, f(O) = 0 definimos 

f*:CX(Rm)- CX(Rn), 

su homomorfismo asociado, por medio de [g] - [g O f] 

LEMA 2.2. Bajo la hipótesis de la definición, si fes una inmersión en cero 
entonces f* es un epimorfismo. 

Demostración. Véase [ 4; p107]. 

D°EF:INICION 2.3. A es una ex - álgebra de funciones~ 3 de Cx(Rn), 
donde des un ideal tal que A= Cx(Rn)/d. 

DEFINICION 2.4. Sea f*:Cx(Rm) - Cx(Rm) un homomorfismo y A una 
ex - álgebra de funciones sobre Cx(Rn), definimos para a EA y p E Cx(Rm) 
como p • a = f* (p) • a. 

De esta manera A es una ex - álgebra de funciones sobre Cx(Rm). 

LEMA 2.5. Sea K - K1 un homomorfismo de anillos y E un K 1 - módulo, 
entonces K1 ®x E es un K - módulo. 

Demostración. Véase [8; p418]. 
Si A es Cx(Rn- 1) - módulo, como Ch(Rn-I) es Cx(Rn- 1) - módulo (h $ 

K), tenemos que A ®cx<R•-1¡Ch(Rn-1) es Cx(R"- 1 ) - módulo y también es 
Ch(Rn- 1 ) - módulo con la siguiente operación: 

g• (a®f)=a®fg 

LEMA 2.6. Sea !Yt un anillo local y M su ideal máximo, si A es un !!ll -
módulo finito entonces A/MA es un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre el campo !Yt/M. 

Si el> :A - A/ MA es la proyección natural y e1, • • • , em son tales que el> ( e1), 
• • • , el> ( em) son generadores del espacio vectorial, entonces e1 , • , • , em son 
generadores en A. 
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Demostración. Véase [ 4; p105]. 

LEMA 2.7. Sea 1r:Rn - Rn-1, 1r(x1, X2, ••• 'Xn) = (x2, ••• 'Xn) = X 

7r*; CK (Rn-I) - CK (Rn) 

[f] - [fo 7T] • 

7 

Si A es CK (Rn) - álgebra finita tenemos que i) ==> ii) ==> iii) donde i) 
A/1r* (M(Rn- 1) )A es un espacio vectorial de dimensión~< oo sobre CK(Rn) / 
M(Rn)::::: ff?. (M(Rn) es el ideal máximo del anillo local CK(Rn) ); ii) existe 
un aniquilador de A de la forma 

B(x1, x) = x/ + ¿f.=-J a;(x)x/ 

con a; de clase [(K + 1)/~] - 1, con a;(O) = O; iii) Á = A®cKcRn-11Ch(Rn-) es 
una Ch(Rn- 1) - álgebra finita y con ~2 +~elementos en la base, donde h = 
[(K + 1)/~] - l. 

Demostración. i ==> ii). Si A/1r* (M(Rn- 1)A es de dimensión finita, conside
remos cfl:A-A/1r* (M(Rn- 1)A y e1, ... , et' en A tales que cfl(ei), ... , cfl(er), 
sea una base en el cociente. Como 

tenemos que 

es sobre. Luego en 

observamos que r¡ 0 el> ( e1), • • • , r¡ 0 el> (et') son generadores en el cociente, y 
aplicando el Lema 2.6, verificamos que e1, • • • , et' son generadores de A. 

Si a E A tenemos que es de la forma a= ¿·c;e¡ + e con eE 1r* (M(Rn- 1) )A. 
Luego, 

a=¿ C;e¡ + e 

= ¿ c¡e¡ + ¿j {jaj 

= ¿ c;e¡ + ~ h[Li h¡¡ei] 

= ri Ci + Li [~ {jh;j]e¡. 

Definiendo g¡ por ¿j {jhij = g¡ E 1r* (M(Rn-I)) • CK(Rn), resulta 

a=¿ c¡e¡ + g¡e;, con g¡ E 1r* (M(Rn-I )) CK (Rn). 
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Como X1 e¡ E A, obtenemos: 

(2.8) 
O=¿; (x18;¡ - (Cii - gii)e;. 

Sea P el determinante de este sistema de ecuaciones. Por la regla de Cramer 
tenemos: Pe¡= O, para toda}, y como g;1(x1, O, • • • , O) = O, entonces 

En las relaciones 2.8 hacemos X¡ = O, para toda j y obtenemos O = ¿; CiJe;. 
Aplicando el> se tiene O = L c;¡cl> (e¡) y como el> (e¡), • • • , el> ( e1 ) es una base, C¡¡ 
= O para toda i,j. Por ello P(x1, O)= x{. 

A continuación le aplicamos a P el teorema de preparación y tenemos: P = 
q • B con q invertible y B polinomio de Weierstrass. Como Pe¡= O, g- 1 Pe¡ 
=0. 

Así B(x1, x) = x/ + ¿Í-11 a;(x)x/ resulta ser un aniquilador de A. 
Demostraremos ahora que ii) ~ iii). Como cada elemento de A es de la 

forma a= L c;e; + /¡e;, dividimos cada/¡ por el aniquilador By obtenemos 

l'-1 • 
f;(x1, x) = q¡(X1, x)B(x1, x) + L.J=O y;¡(x)xi, 

multiplicado por e;, resulta 

"'' '\'t'-1 • /¡e;=¿_, i=ILJ J=oriJ(x)xie;. 

Para a E A, a= a® f, se tiene a= a® f = [¿; C¡e¡ + LJ,i rij(X)x!e¡] ® f. 
Luego,· 

a= Li e;® c;r + Lij x!e; ® f(x)r;¡(x) 

y Á está generado por los ( /' + /' 2 ) elementos ( e; ® l, x! e¡ ® l). Esto termina 
la demostración del lema 2.7. 

LEMA 2.9. Sea 7r* :CK(Rn-I) - CK(Rn) el homomorfismo asociado a la 
proyección canónica y denotemos con A un CK (Rn) - módulo. Si Bes un 
aniquilador de A como CK (Rn-i) - módulo, entonces B O 7T es un aniquilador 
de A como CK(Rn) - módulo. • 

La demostración es trivial. 

TEOREMA2.l0.Seaf:Rn-Rm,f(O) = 0,/E CK y sea A una CK(Rn)-álgebra 
finita. Si existe BE CK(R X Rm) de la forma B(xn, y)= Xnr + Li=6 a¡(y)xni 
con a; de clase CK, a;(O) = O y B es un aniquilador de A como CK (R X Rm) 
- módulo, entonces existen h = hn ::s • • • :s h2 :s h1 :s h0 = K tales que Á es 
una Ch(Rm) - álgebra finita, donde 

Á = A @ Ch1(Rn-l X Rm) @ Ch,¿(Rn-2 X Rm) @ 00 • @ C"" (Rm) 
Qo Q¡ Qn-1 ' 

donde 



J. LUDLOW-WIECHERS 9 

Demostración. Sea <f,(x) = (x, /(x)) = (x, y) y ?T;(x;, x; + l, , , , , Xn) = (x;+1, 
• • •, Xn)- Resulta f = ?Tn o ?Tn-1 • • • <I>. Si f*:CK(Rm) - CK(Rn) es el homomor
fismo asociado, el siguiente diagrama es conmutativo: 

f * 
CK(Rm)------+ CK(Rn) 

···! . •' ~ 
~(R X Rm) ~ • • • ~~(Rn-l X Rm) ~~(Rn X Rm) 

Como A es CK(Rn) - álgebra finita y <I>* es sobre, se sigue que A es una 
CK (Rn x Rm) - álgebra finita. Por el Lema 2.9 y las propiedades del producto 
tensorial, B es aniquilador en cada CK (R; X R m). Si se aplica el Lema 2. 7 
repetidamete, se obtiene el resultado. 

Observación. Como h = hn = [(hn-1 + l - r)/r] :s hn-1 + (1 - r)/r. Por lo 
tanto, rh + r - l ::5 (hn-1 ::5 hn-2 + 1 - r)/r. Iterando este procedimiento se 
obtiene finalmente ~h + ~ - 1 ::5 K. Esta es una relación que existe entre la 
h y la K del Teorema 2.10. 

3. Ceros de funciones 

LEMA 3.1. Sea f: R 2 - R, /(O) = O, Do f = O, Dl f 'FO f E CK, K 2'.: 2 entonces 
existe un cambio lineal no-singular de coordenadas donde D 02f, es tal que 

{ 
Ü, Sl 

Do2 f (y1, J2) = ± o y/± yz2 o= 
1, Sl 

Hlf=0 

con a2f/ay 2 (O)=± 1, donde Ho2{ = det Do2f 

Demostración. Como Do2 f 'FO podemos aplicar un cambio lineal no-singular 
de coordenadas como lo indica [6; p13] así Dlf (h1, h2) 2 = Ah1 2 + 2B h1h2 + 
Ch22 donde C 'FO. Siguiendo el proceso de diagonalización de formas cuadra
ticas obtenemos al completar cuadrados y luego aplicar una homotecia que 
Do2{ (y1, J2) 2 = ±o y?± J22. Esto termina la demostración. 

Para proseguir con nuestros análisis vamos a introducir la noción de gér
menes de conjuntos. 

DEFINICION. Sean X, Y e R 2. Diremos que X~ Y en cero si existe una 
vecindad del origen W, tal que X n W = Y n W. A cada clase de equivalencia 
la llamaremos un germen de conjuntos. 

Como a2f/ay 2 (O) 'FO aplicando dos veces la relación <I>(l) - <I>(O) = J/ <I>'(s) ds 
a la función <I> (t) = / ( tx, ty) obtenemos / (O, y) = y 2 h (y) con h (O) 'F O y h 
continua en una vecindad del cero. 

Por el teorema de preparación existe una vecindad del origen en R2, tal que 

f(x, y)= Q(x, y)[y 2 + a1(x)y + a2(x)] 
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donde Q, a1, a2 satisfacen Q(O, O) 'i6 O, a;(O) = O, 

Q de clase [ (K - 2) /2], 

a; de clase [ (K + 1) /2] - 1, 

[ n] denota la parte entera de n. 
Nótese que para K = 2 solo podemos asegurar que Q, a1, a2 son funciones 

continuas. 
V amos a denotar por Z[ f], germen de los ceros de/, a la clase de equivalencia 

del conjunto ¡ 1(0). • 
Así, 

Z[f] = {(x, y) IY2 + a1(x)y + a2(x) = O} 

si nos permitimos un abuso de notación. 
Definimos: 

D(x) = a12(x) - 4 ll2(X) 

a1(x) 1 ~ 
R1(x) = - - 2- - 2 vD(x) 

a1(x) 1 ~ 
R2(x) = - - 2- + 2 vD(x) 

H2 = {xi D(x) > O}, 

H1 = {xi D(x) = O}, 

Ho = {xi D(x) < O}, 

fl1 = {(x,y)l(x,y) E Z[f], xE Hi} = { ( x, -;i (x)) 1 xE H }, 

fl2 = {(x, y)l(x, y) E Z[f], x E lk}. 

Nótese que D está definida continuamente en un intervalo abierto W que 
contiene al origen. 

Sean 

R1 = {(x, R1(x))I x E H2} y R2 = {(x, R2(x))I x E H2}. 

DEFINICION 3.2. Llamaremos a R1 y R2 las ramas de fl2. Nótese que fl2 = R1 
UR2. 

Hay varias propiedades que son evidentes: 
3 e> O, tal que si x E (- e, e), ?T- 1(x) n Z[f] tiene a lo sumo dos puntos, 

donde 'IT(X, y)= x. 
R 1 y R2 se pueden extender a H2 U H1 como funciones continuas. 
H1 es un cerrado en W; fl1 es un cerrado en Z [ f]. 
H2 es un abierto en W; fl 2 es un abierto en Z [ f]; Ho es un abierto en W. 
Si R es una de las ramas f ( x, R ( x)) = O. 

iJHo e H1, iJH2 C H1, donde iJ denota la frontera. 
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PROPOSICION 3.3. Si x E H2, 3 Yo tal que 

11 

Demostración. Como x E H2, tenemos dosramasR1(x), R2(x); consideramos 
la recta ¿(t) = (1 - t) R1(x) + t fü(x) que es paralela al eje Y; como 

/(x,¿(O)) =/(x,R1(x)) =O 

f(x, ¿(1)) = f(x, R2(x)) = O 

por el Teorema de Rolle, existe Yo tal que 

R1(x) <Yo< R2(x) y iJf/iJy(x, )1:)) = O. 

PROPOSICION 3.4. Si (xo, yo) E Z[f] y (xo, yo) E iJ fI2, entonces iJf/iJy(xo, Yo) 
= O. 

Demostración. Sea Xn E H2 tal que Xn - xo; por la Proposición 3.3, existe Yn 

tal que 

Yn - Yo (ya que R1(Xn) < Yn < R2(Xn)) 

con iJf/iJy (xn, y,,) - iJf/iJy(xo, Yo) y con iJf/iJy(xn, Yn) = O, Vn. Por lo tanto, 
iJf/iJy(xo, Yo) = O. 

PROPOSICION 3.5. Si (xo, Yo) E fI2, entonces iJf/iJy(xo, Yo) -;,f 0. 

Demostración. Si iJf/iJy (xo, Yo) = O, usando la Proposición 3.4 existe Y1 tal 
que 

Ri(.xo) < Y1 < R2(.xo) y iJf/iJy(X-O, yi) = O. 

Luego, por el Teorema de Rolle existe y tal que 

Y1 <Y< Yo, iJ2f/oy 2 (xo, y)= 0. 

Esta contradicción establece el resultado. 

PROPOSICION 3.6. R1 y R2 son subvariedades de dimensión l y clase CK. 

Demostración. Sea (x, y) E R;, como iJf/iJy(x, y) -;,f O, por el teorema de la 
función implícita, existe el> única tal que «I>{x) = y, el> es CK y f(x, <l>(x)) = O; 
como f (x, R;(x)) = O, entonces el>= R;. 

PROPOSICION 3.7. En H2, a1, a2 son de clase cK. 
Demostración: Como R; = -ai/2 ± ½ JI5, es fácil deducir que a1, a2 son de 
clase CK. 

PROPOSICION 3.8. Si ( Xo, yo) E fI 2 y Y1 < Yo < Y2, tenemos f ( Xo, Y1) • 
f(xo, Y2) < O. 

Demostración: Si f(xo, Y1), f(xo, Y2) tienen el mismo signo, f(xo, Yo) es un 
máxime, o un mínimo de la función g (y) = / ( xo, y), y por ello af / ay ( xo, Yo) = O, 
contradiciendo la Proposición 3.5. 
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PROPOSICION 3.9. Z[afjay] es una subvariedad de dimensión 1 de clase cK- 1, 

tangente al origen. 

Demostración. Como a2f/ay 2 (O, O) ~ O, por el teorema de la función 
implícita, existe <I> de clase cK-i tal que <I>(O) = O y af/ay (x, <I>(x)) = O; ade
más, derivando se obtiene: 

a2f [ª2f ]- 1 

Así, <I>'(O) = - axay (O, O) ay2 (O, O) = o. 

Note que iI 1 tiene solo una componente conexa o tiene una infinidad. Así 
también, si Mes la componente conexa del origen en if 1, entonces se tienen 
dos casos: 

i) el origen es punto frontera de M, 
ii) el origen es punto interior de M. 

PROPOSICION 3.10. Si el origen en punto interior de M, entonces Z[f] = H1 

= Z[af/ay]. Además, fI1 es una variedad de clase cK-i_ 

Demostración. Es claro que Z[f] = iI 1- Tomamos el desarrollo de Taylor en 
el origen y si <I> es una curva cuya imagen coincide con el eje y, vemos que 
f (O, y) = y 2 + o ( 1 y 12); así f no cambia de signo; luego f tiene el mismo signo en 
W - iI 1, por lo tanto, todos los puntos de Z[f] son máximos o mínimos y, por 
ello, fI1 e Z[af/ay]. 

Aplicando el lema 3.9, se termina la demostración. 

PR0Pos1cION 3.11. En general se tiene fI1 e Z[af/ay]. 

Demostración. Tomamos el desarrollo de Taylor en el origen y vemos que 
f (O, y) = y 2 + o ( 1 y 12); luego f no cambia de signo en el eje Y. Sea Y1 < Yo < Y2, 
(x 0, Yo) E if 1 y Puna poligonal, que se inicia en (xo, Y1) y termina en (xo, y2) tal 
que P n Z[f] = {(O, O)}. 

Nótese que la existencia de P queda asegurada porque a; (O) = O, i = 1, 2; 
por lo tanto, D ( x) - O, cuando x - O, luego si x E H2, x - O entonces 
✓D(x) - O. Con ello concluimos que existe una vecindad del origen donde 
Z[f] = fI 1 U R1 U R2 y la poligonal están contenidos en su interior. 

Sea g(y) = f(xo, y); para y E (y1, y2), por la existencia de la P, g no cambia 
de signo; luego, (xo, yo) es un máximo o un mínimo de g; luego, af/ay (xo, yo) 
= O, o sea (xo, Yo) ,E Z[af/ay]. 

PRoP0s1crnN 3.12. Sea x E H1 y x E aH2 n aHo, entonces, si (x, y) E fI1, se 
obtiene Df(x, y) = O. 

Demostración. Si (x, y) E fI1 es punto interior de una componente conexa 
C de fI 1 , por la proposición 3.11 y los argumentos de la 3.10, concluimos que, 
en 7T-i ( C), Z[f] = fI 1 es una subvariedad de dimensión 1 y clase CP y que /no 
cambia de signo en 7T- 1 ( C) - iI1 , por lo que todos los puntos de fI1 son 
máximos o mínimos y por ello Df(y) = O V y E 7T- 1 ( C) n fI1. Ahora, sea (x, y) 
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E fI1 donde x no es un punto interior de H1, si tuvieramos af /iJx(x, y) ;;if O, por 
el teorema de la función implícita, Z[ f] sería una subvariedad de dimensión 1 
y clase CP cuya tangente sería paralela al eje de las Y, por lo que x E iJHo n 
iJH2 , contradiciendo la hipótesis. 

PROPOSICION 3.13 fI1 está contenido en una subvariedad de dimensión 1 de 
clase cp-I_ 

Demostración. Se tiene iI1 e Z[ a f /ay] y aplicamos la Proposición 3.9 para 
completar la demostración. 

Whitney, en su libro [22; cap 7], ha dado diversas definiciones de tangentes. 
Adoptaremos una de sus definiciones de cono tangente. 

DEFINICION. Sea A ~ R 2. El cono tangente de A en x0 E A, denotado 
Ctgx0A, consiste de todas las rectas -t que satisfacen la propiedad -t E Ctgx0A 
<=> existe Un E A, Un ;;if Xo, Un - Xo y si -tn = (1 - t)Un + txo, -tn- -t. 

PROPOSICION 3.14. Sea f E CK, Xo E Z[ f] y Dx0; f = O para O ::S i < j ::S K; si 
u E -t E Ctgx0 Z[ f], entonces Dx/ f ( vi) = O. 

Demostración. Sea Xn - Xo , Xn E Z[ f] y -t n - -t con -t n = txn + ( 1 - t )xo . 
Sean Un E -t n y u E -t tales que Un - u, 1 Un 1 = 1 u 1 = 1; por teorema de Taylor: 

Por lo tanto, 

O= Djf(:xo) [(.x,. - Xo)j] + o(l .x;, -lolj). 

O= Djf(Xo) [ Xn - Xo ]j + o(I Xn - :xol/, 
lxn-Xol lxn-Xol 1 

y haciendo Xn - Xo se obtiene O= Djf(xo) ( vj). Como todo vector de -tes un 
múltiplo de u, el resultado se sigue. 

PROPOSICION 3.15. Sean V1, • • • , Vn+1 vectores en R 2 tales que dos a dos son 
linealmente independientes. Si L E Lt(R 2, R) es tal que L(vt) = O para 
toda i, entoces L = O. 

Demostración. El caso n = 1 es trivial. En el caso general, para j ~ 3, 
escribimos Vj = aj1 V1 + aj2 v2 , donde aj1 , aj2 son ambos distintos de cero. 
Consideremos el sistema homogéneo 

L(v/) = L(Vj, • •·, Vj) = O 

Desarrollando tenemos. 

j = 3, • • • , n + l. 

{~n (n) k n-kL( k n-k) o}n+l L,.k=O k O'.jI O'.j2 V1 , V2 = j=3. 

Se tienen n - 1 renglones con n + 1 incógnitas. Como L ( vt) = O para 
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i = 1, , • • , n + 1, obtenemos un sistema en n - 1 incógnitas con n - 1 renglones 

u:i:J (Z)aj/CX.j2n-kL(v/, V',¿n-k) = 0}J!l. 

El determinante del sistema es: 

l(Z)aJ/CX.J2n-kl =IIZ:f (Z)laJ/CX.J2n-kl 

rr n-1 (n) rrn+l ( n-1 >I (ªJl)k-l 1 = k=l k }=3 CX.j2 CX.jl <Xj2 

rr n-1 (n) rrn+l ( n-1 ) Il (ªJl CX.il) ~ Ü = k=l k J-3 CX.j2 CX.jl i<j - - - r • 
· CX.j2 CX.i2 

Así, la única solución del sistema es L(v/, v2n-k) = O, lo que implica L = O. 

PROPOSICION 3.16. Sea f E CK, Xo E Z[ f]. Si CtgXo Z[ f] tiene i direcciones 
distintas is K, entonces IYf(xo) = O para}< i, y si v Et' E CtgXo Z[f], 
Dif(xo)(vi) = O. 

Demostración. (Por inducción). Si i = O, Z[f] = {xo} y no hay nada que 
demostrar. Si io = 1, es claro que /(xo) = O y Df(xo)(h) = O para h E t' E 
Ctgx0 Z[f], ya que si Df(xo) =¡/, O, entonces existe Vx0 donde Vx0 n Z[f] es una 
variedad CK, así CtgXo Z[f] = Tx0 (Z[f] n V) y si h E Tx0 (Z[f] n V), entonces 
Df(xo)(h) = O, ya que 'v/(xo) es perpendicular a Z[f] en Xo. 

Si Df ( xo) = O es claro que se obtiene la conclusión de la proposición. 
Supongamos ahora que la proposición es cierta para 1 s j s i. Sabemos que 

para}< i - 1, IYf(xo) = O y si v Et' E Ctgx0 Z[f],Dxt 1f( vi-i) =O.Como hay 
i direcciones distintas, por la Proposición 3.15, Di- 1/(xo) = O. Así IYf(xo) = O 
para}< i y, aplicando la Proposición 3.14, obtenemos que Di(xo)(h)i = O, 
para h E t' E Ctgx0 Z[f]. 

Observación. En nuestro caso, /(O) = O, Df(0) = O y 

D 2/(0) = (±08 ±ºl) 8 = {ºl si Ho2
/ = O 

si Ho2f=¡i,0 

Ha2 = det(D 2/(0)). 

La Proposición 3.16 nos dice que Ctgo Z[f] tiene a lo sumo 2 direccione8 
distintas. 

Ahora, las direcciones del cono y D 2/(0) están relacionadas del siguiente 
modo: 

a) Ha2f >O~ Ctgo Z[f] = 0 
b) H02/ < O ~ Ctgo Z[ f] consta de las rectas h 1 = ±h 2 • 

c) Ha2f= O y Z[f] =¡1, {(O, O)}~ CtgoZ[f] es el eje X. 

PROPOSICION 3.17. Si {O} =¡/, H1, entonces Ha2f = O. 

Demostración. Si {O} =¡/, H1, como H1 C Z[éJf/éJy] y Ctgo Z[éJf/éJy] es el eje 
X, entonces existe Xn E H1 , Xn - O y t' n - t' donde t' es el eje X. 
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Por lo tanto Ctg0 Z[f] contiene el eje X. Si H 02f ,¡I, O, D 2/(0) tendría por 
direcciones isotrópicas a las dos diagonales y al eje de las X (Proposición 3.14); 
por ello, D 2/(0) sería idénticamente nula, contradiciendo la hipótesis. 

PROPOSICION 3.18. Si {O} ,¡/, Íl 1 , entonces Ctg0 Z[ f] contiene una sola recta. 

Demostración. Por hipótesis Ctgo Z[ f] ,¡I, O y por la proposición anterior, 
solamente puede tener una dirección. 

PROPOSICION 3.19. Si Xo E iJH2 n iJHo y (xo, Yo) E Íl1, entonces R1, R2 son 
tangentes en (xo, yo). Es decir, lim R1'(x) = lim R2'(x) cuando x - Xo con 
xEH2. 

Demostración. Caso a) Df(xo, yo) = O; en tal caso, si R1 y R2 no fuesen 
tangentes, el Ctg<Xo,Yo> Z[ f] tendría dos direcciones linealmente independientes. 
Ahora, tomemos v, dirección distinta de las del cono, y 4> una curva diferenci
able con 4>(0) = (xo, Yo) y 4>'(0) = v. 

El desarrollo de Taylor de f en (xo, yo) es: 

f(x, y) = f(xo, Yo) + D<x0,y0)/(x - Xo, Y - Yo) 

+ -½.D<x0,y/f(x - Xo,y-yo) 2 + o((x - Xo)2 + (y-yo)2) 

Ahora, componiendo con 4>: 

(/ 0 4>)( t) = (/ 0 4>)(0) + Do(/ 0 W)(t) + ½ Da2(f O W)(t, t) + O ( 1 t 2 I ), luego 
(fo 4>)(t) = ½ D 02(/ 0 W)(t, t) + o ( 1 t 2 I ). 

De esto se concluye que existe e > O, tal que si t E (-e, e), f O W( t) no cambia de 
signo. Esto implica que iJ{/iJy es cero en los puntos de R;, pero la Proposición 
3.5 nos asegura lo contrario y se obtiene así una contradicción. 

Caso b) Df(xo, Yo) ,¡/, O; en tal caso iJ{/iJx (xo, Yo) 'F O y iJf/iJy(xo, Yo) = O, 
debido a la Proposición 3.3. 

Usando el teorema de la función implícita, existe W(y) = x única, tal que 
4>(y0 ) = xo y /(W(y), y) = O, para vecindades apropiadas de Xo y Yo. 

Como 4> es diferenciable, R1 y R2 son tangentes. Aún más, como /(W(y), y) 
= O, se sigue que iJ{/iJx(W(y), y) •W'(y) + iJf/iJy(W(y), y)= O, y se tiene que 
4>'(y) = -iJ{/iJy(W(y), y)• ar-1/iJx(W(y), y); haciendo Y-Yo, 4>'(y) - O, por 
lo tanto, 4>' ( y0 ) = O por lo que la tangente común es paralela al eje de las Y. 

PROPOSICION 3.20. Si (xo, Yo) E Z[f] y Xo E iJH2 n iJHo, entonces 
Ctg<xo,Yo>Z[ f] tiene una sola dirección. 

Demostración. R1 , R2 son tangentes por la Proposición 3.19, por lo que 
Ctg<xo,Yo>Z[ f] tiene una sola dirección. 

PROPOSICION 3.21. Si (xo, Yo) E Z[f] y Xo E iJH2 n iJHo, entonces Z[f] está 
contenido en una subvariedad de clase C1 alrededor de Xxo, yo), si Df(xo, yo) 
,¡I, O y en dos subvariedades de clase C1 si Df(xo, Yo) = O. 
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Demostración. 

Caso a) Df(xo, yo) = O. Sabemos que Rr y R2 son tangentes (Proposición 
3.19) y además son tangentes a Z[af/ay], ya que Z[af/ay] está entre Rr y R2. 

Denotaremos con cf> a una parametrización de clase K - 1 de Z[ a f /ay] y con 
R indistintamente a Rr ó R2. 

Se define 

{

R(x) 

j(x) = 

cf>(x) 

si x E H2 

si x E z[ :;] 
como R y cf> son tangentes se concluye quejes C 1. 

Caso b) Df(xo, Yo) -=;f O se establece en forma análoga al Caso b) de la 
Proposición 3.19. 

Nótese que en la proposición anterior sólo es posible garantizar que la mejor 
diferenciabilidad que se obtiene es uno, como lo muestra la función f(x, y) = 
y2 _ x3. 

PROPOSICION 3.22. Supongamos que X E aH2, X~ aHo con (x, y) E Z[f]. 
Entonces, z [f] está contenido en un cruce de dos variedades de dimensión 1 
y por lo menos de clase C1, alrededor de (x, y). 

Demostración. Alrededor del punto (x, y), Z[f] solo puede estar contenido 
en 3 o 4 ramas. 

Caso 1) Solo son tres ramas. Todas ellas son tangentes entre sí, ya que el 
Ctgcx,y¡Z[f] a lo más puede tener 2 direcciones linealmente independientes; con 
el mismo argumento que aparece en la demostración de la Proposición 3.19 y 
se concluye que solamente hay una dirección en Ctg(x,y¡Z[f] y se construyen 
las dos variedades que buscamos. 

Caso 2) Hay cuatro ramas. Ctgcx,y¡Z[f] a lo más puede tener dos direcciones 
linealmente independientes. 

1) Sólo hay una dirección en el cono. En este caso, todas las ramas son 
tangentes. Sean Rr y R2 las ~s ra_!!las que están sobre los puntos x' E H2, con 
x' < x. Análogamente, sean R 1 y R 2 las dos ramas que están sobre los puntos 
x' E H2, con x' > x. 

Se construyen las dos subvariedades siguientes: 

Fr = R2 U Rr U {(x,y)} 

A = R2 U fü U { ( X, y)}. 

11) Hay 2 direcciones en el cono. Usando la notación de arriba, se construyen 
las dos subvariedades siguientes: 
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F1 = R1 u fü u {(x,y)} 

F2 = R2 U R1 u {(x, y)}. 

17 

Pueden presentarse los subcasos 1), 11) como lo muestran, respectivamente, 
los siguientes ejemplos: 

f(x,y) =y 2 - e-l/x 2 sen 2 .!. 
X 

LEMA 3.23 (Kuiper-Morse [7]). Se tiene f(O) = O, Df(O) = O, Ha2 f =f, O si y 
solo si vale i) o ii), donde: 

i) Z[f] = {(O, O)}, Ctgo Z[f] = 0 y cero es un máximo o mínimo de f. 

ii) Z[f] = { (O, O)} U Íl2 y el CtgoZ[f] está formado por dos rectas y cero es 
un punto silla de la función f; Íl 2 consta de dos variedades de clase CK de 
dimensión 1 transversales en cero cuyo cruce es de clase C1. 

Demostración. Si Ho2f =f, O, entonces Íl1 = {(O, O)}, si no, debido a las 
Proposiciones 3.11 y 3.18, el eje X sería también una dirección isotrópica, junto 
con las dos diagonales, contradiciendo la hipótesis. 

Caso i) Si Íl2 = 0, se tiene Z[f] = {(O, O)} y CtgoZ[f] = 0. En este caso, 
(O, O) es un máximo o mínimo de f. 

Caso ii) Íl2 =f, 0. Ho2 f tiene índice uno y CtgoZ[f] consta de las diagonales 
(y = ± x). Con el razonamiento usado en el subcaso 11) de la Proposición 3.22 
se obtiene que existen dos subvariedades transversales cuyo cruce es de clase 
C1 y, por la Proposición 3.6, cada una de las ramas es de clase CK y de dimen
sión l. Por último, (O, O) es un punto silla, debido a la Proposición 3.5. 

En el enunciado de las siguientes proposiciones una rama significa una 
subvariedad de dimensión uno. Los cruces se refieren a puntos que no son de 
acumulación del conjunto éJHo n H1. 

TEOREMA 3.24 Sea f E CK (R 2), K ;::: 2, f(O, O) = O = D/co,o) y D 2/co,o) =f, O, 
entonces 

i) Z[f] = {(O, O)}, o 

ii) Z[f] está contenido en un cruce de dos subvariedades topológicas de 
dimensión 1, tales que cuando hay dos variedades distintas cada rama es 
CK; cuando las dos variedades coinciden tenemos una rama cK-I y en los 
cruces de la ramas, éstas son de clase C1. 

Demostración. El caso Ílo2 f =f, O lo cubre la Proposición 3.23. Para el caso 
Ho2 f = O, tenemos que hay una sola recta en el CtgoZ[f]. Como Z[f] = Íl 2 U 
Íl1, procedamos analizando las siguientes situaciones: 

1) 
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En este caso, R1 y R2 son tangentes y por la Proposición 3.21, Z[f] está 
contenido en una variedad de clase C1 alrededor del origen, 

2) 

Por la Proposición 3.22, Z[f] está contenido en un cruce de dos variedades de 
dimensión 1 y por lo menos de clase C1 y, a su vez, por la Proposición 3.6 se 
obtiene la conclusión. 

3) Íi2 = 0, o sea Z[f] = Íl1. 

• ,J ar] Aquí, H1 C Ll ay y, por la Proposición 3;13, se obtiene que Z[f] está contenido 

en una variedad de dimensión 1 de clase cK- 1. 

4) 

Sea ( x, y) E Z[f], con x E H2. Entonces, ( x, y) está en una de las dos ramas, 
cada una de clase CK, usando la proposición 3.6. 

Si x E a H2, por las Propiedades 3.21 y 3.22, Z[f] alrededor de (x, y) está 
contenido en un cruce de dos variedades de dimensión 1, (por lo menos de 
clase C1) o Z[f] está contenido en una variedad de clase C1 alrededor de ( x, y). 

Si x E H1, como Íl1 C Z[af/ay], por la Proposición 3.13, Z[f] está contenida 
en una variedad de dimensión 1 de clase cK-i alrededor de (x, y). Esto concluye 
la demostración. 

Ejemplos 

Cada una de las cuatro situaciones analizadas en el teorema anterior efecti
vamente pueden presentarse como lo prueban los siguientes ejemplos. 

Primera Situación. Ejemplo: f(x, y)= y 2 - x 3 

Segunda Situación. Ejemplo: f(x, y)= y 2 - x 4 
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Tercera Situación. Ejemplo: 

Sea F e R un cerrado y O E F, por un lema de Whitney existe <I> E C 00 tal 
que cl>:R- R y <l>-1 (0) = F, el> 2: O y q¡<">(o) = O toda a. Sea f(x, y)= y 2 + 
cl>(x) y Z[f] = <1>-1 (O)= F. 

Cuarta Situación. Ejemplos: 

l. f(x, y) = y 2 - e-l/x 2 'sen l/x. 

' 1 
1 
\ 

' \ 
asi Z[f] = { (x, y) :y 2 = e-l/x 2 sen l/x} es: 

en (l/k'IT, O) la tangente en Z[f] es paralela al eje Y ya que af/ax(l/k'IT, 
O),d,O.· 

2. Con la función e-l/x 2 sen 1/x, sea <I> E C 00 como lo muestra la gráfica 
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o sea: 4> es C"' 4> ~ O 4> <al ( I/2n'lT) = O V a, y 4>' ( 1/ ( 2n + 1) 'lT) = 1 así sea f ( x, 
y)= y 2 - e-l/x 24>(x) sen I/x; la gráfica de e-l/x 24>(x) sen 1/x es: 

así Z [f] = { (x, y) 1 y 2 = e-i;x•4> (x) sen 1/x} es: 

3. f(x, y) = y 2 - e-i;x• en 2 1/x 
Z[f] = { (x, y) IY2 = e-i;x2 sen 2 1/x} es: 

4. f(x, y) = y 2 - e-l/x' 2 sen 4 I/x 
Z[f] es: 
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TEOREMA 3.25. Sea f E CK(R 2 ) y f(O, O) = D/;o,o) 
entonces, 

i) Z[ f] = { ( O, O) }, o 
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ii) Z[f] está contenido en un cruce de dos variedades topológicas conexas de 
dimensión 1, tales que cuando hay dos variedades distintas cada rama es de 
clase CK, cuando las dos variedades coinciden tenemos una rama de clase 
cK-I y, en los cruces de las ramas, éstas son de clase C1. 

Demostración. A partir del teorema anterior, es claro que para tener a Z[ f] 
contenido en cruces de variedades conexas, sólo debemos analizar puntos de 
Z[f] del tipo x E a H2 na Ha y tales que si (x, y) E Z[f], a//ax(x,_y) 'FO. 

Ahora, x E a H2 n a Ha no puede ser punto de acumulación de H1 , ya que si 
fuese, se tendría af/ax(x, y)= O, que no es el caso que estamos estudiando. 

Sea o= dist ( (x, y), H¡) = infll (x, y) - (x', y') 11 donde el ínfimo se toma 
para puntos (x', y') E H1 y que están en la frontera de la componente conexa 
de Ha de la cual x es punto de la frontera. 

Así o> O y sea (xo, Yo) donde se alcanza tal valor o; tenemos dos casos: 

Caso 1) Si a[! ax(xo, Yo) 'FO, porla Proposición 3.12, xo E a H2 na Ha. Sean 
R 1 y R2 las ramas tales que R;(xo) = Yo, i = l, 2; se tiene que lim Ri'(x) = 

+ oo y lim R 2' ( x) = - oo. Sea 11> una función definida en el intervalo abierto 

(x 1 , x0) (sin perder generalidad estamos suponiendo que la aludida componente 
conexa de Ha está a la izquierda de xo) y 11> de clase C"' con lim 11>' ( x) = + oo 

X---+X1 

y lim «I>'(x) = - oo. Usando las ramas que llegan a (xo, Yo) y (x, y) y el 

argumento de la demostración de la Proposición 3.21 Caso a), obtenemos la 
conclusión. 

Caso 11) Si a// ax(xo, Yo) = O. Sea R1 una de las ramas que llega a (x, y) y 
11> una función que parametriza a Z[af/ ay]. Sea j 1 una función C"' que esté 
definida en el abierto ( X1 , xo) y en forma análoga a la demostración de la 
Proposición 3.21, podemos escogerla de tal manera que pegue de clase C1 a R1 

en (x, y) con (x 1 , Yo) en 11>. Análogamente se escoge}2 para conectar con R2. 
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