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SUR LES ALGEBRES NORMEES SANS DIVISEURS
TOPOLOGIQUES DE ZERO

PAR MoBAMED LAMEI EL-MALLAH ET ARTIBANO MICALI

Dans cette note, nous généralisons un résultat de Kaplansky [6] en démon-
trant que toute R-algebre normeée, alternative a droite et sans diviseurs
topologiques de zéro est isomorphe a R, C, H ou %, 1'algébre des réels, des
complexes, des quaternions et de Cayley respectivement. Si A est une R-
algebre normée, a puissances associatives, flexible, sans diviseurs topologiques
de zéro et qui vérifie la condition: quels que soient x et y dans A, I’associateur
(x, ¥, ¥) commute avec x ou y alors A est alternative, donc isomorphe a R, C,
H ou % Nous donnons un exemple qui montre que cette condition est
nécessaire pour que I'on ait I'isomorphisme. Par ailleurs, si A vérifie toutes les
conditions précédentes sauf “flexible,” A est encore de dimension finie 1, 2, 4
ou 8.

1. Préliminaires

Par la suite, A désigne une algébre sur les réels. Nous ne supposons pas que
A soit de dimension finie ni que A soit unitaire. On dira que A est alternative
a droite si I'associateur vérifie (x, y, ¥) = 0 quels que soient x, y dans A; A est
a puissances, associatives si pour tout x dans A, la sous-algébre A(x) de A
engendrée par x est associative; A est flexible si (y, x, ¥) = 0 quels que soient
x, y dans A. On dira que A est normée s’il existe une application ||| : A > R
vérifiant les conditions suivantes : (i) | x || = 0 pour tout x dans A et | x|| = O si
et seulement si x = 0; (ii) || ax| = |a||| x|l pour tout x dans A et pour tout «
dans R; (iii) {|x + || = | x|l + l|¥]l, quels que soient x et y dans A4; (iv) || xy| <
[zl yll, quels que soient x et y dans A. Une algébre normée dans laquelle
2yl =l 21|y || quels que soient x et y dans A est appelée absolument valuée.

LEMME 1.1. Soient A une R-algebre a puissances associatives sans divi-
seurs de zéro et e # 0 un idempotent de A. Alors e est 'élément unité de A.

La décomposition de Peirce associée a e [1] est: A = A; + Aj2 + Ao ou les
sous-espaces A; sont définis par, A12 = {x/ex + xe = x}, A; = {x/ex = xe = ix}
(i =0, 1). Comme A est sans diviseurs de zéro, Ao = 0. Montrons que A;/,2 =0,
donc e est ’élément unité de A. En effet, 'identité (x, x, x*) = 0, valable pour
tout x dans A, entraine que (x, x, xy + yx) + (x, y, %) + (¥, x, x%) = 0 quels
que soient x, y dans A. Sil'onposey =eet x EAis0onal = (x, e, x) + (e, x,
x%) = (xe + ex)x® — x(ex®) — e(xx?) = —e(xx?) car x? € A, + Ao = A, d’apres
les relations de Peirce [1]. Or, A étant sans diviseurs de zéro, on a x = 0.

2. Algébres Absolument Valuées

11 est évident qu’une algeébre absolument valuée est sans diviseurs de zéro.
Ingelstam a démontré que toute R-algébre absolument valuée, a puissances
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associatives et 4 élément unité est isomorphe a R, C, H ou ¢ [4]. D’autre part,
Urbanik et Wright ont démontré le méme résultat pour toute R-algebre
absolument valuée a élément unité. En utilisant le lemme 1.1., on a:

THEOREME 2.1. Si A est une R-algébre absolument valuée a puissances
assoclatives, alors A est isomorphe a R, C, H ou %.

Soit x un élément non nul de A4; la sous-algébre A(x) engendrée par x est
associative et commutative, donc isomorphe a R ou C (cf. [5] th. 3). Ceci nous
montre qu’il existe un idempotent e # 0 dans A et en appliquant le lemme 1.1.,
e est 'élément unité de A. D’aprés un des résultats précédents, A est isomorphe
aR,C,Hou¢%.

THEOREME 2.2. Si A une C-algebre absolument valuée a puissances asso-
ciatives, alors A est isomorphe a C.

En effet, par restriction des scalaires aux réels, on voit que I’algébre A vérifie
les conditions du théoréme 2.1, donc A est isomorphe a R, C, H ou ¥ et comme
A est également une algébre complexe, alors A est isomorphe a C (cf. [4],
lemme 1.1).

3. .Algebre Normée Sans Diviseurs Topdlog‘iques de Zéro

Si A est une algebre normée, un élément x # 0 de A est appelé un diviseur
topologique de zéro s'il existe une suite {y,} d’éléments de A telle que ||y ||
= 1 pour tout n et xy, — 0 ou y,x — 0. Il est a noter qu’une algebre absolument
valuée est sans diviseurs topologiques de zéro.

THEOREME 3.1. (Kaplansky)—Soit A une R-algebre normée associative et
sans diviseurs topologiques de zéro. Alors A est isomorphe a R, C, ou H. (cf.
[6], pour la démonstration).

THEOREME 3.2. Soit A une R-algeébre normée alternative a droite et sans
diviseurs topologiques de zéro. Alors A est isomorphe a R, C, H ou %.

Démonstration 1. 1’algebre A est sans diviseurs de zéro, car il est clair que
tout diviseur de zéro est un diviseur topologique de zéro. Donc A est alternative
[7]). Si x # 0 est un élément de A, la sous-algébre A(x) est associative et
commutative. D’apres le théoreme 3.1, A(x) est isomorphe a R ou C, c’est-a-
dire qu’il existe un idempotent e # 0 dans A. Comme A est a puissances
associatives, e est ’élément unité de A (cf. lemme 1.1). Pour tout x dans A, la
sous-algébre A(e, x) engendrée par e et x est isomorphe a R ou C. 1l s’ensuit
que A est quadratique donc de dimension finie [2] et le fait que A soit sans
diviseurs de zéro entraine que A est isomorphe 4 R, C, H ou 4.

Démonstration 1I. On a vu dans la premiére démonstration que A est
alternative et sans diviseurs de zéro. Si A est associative, on a le résultat de
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Kaplansky. Supposons que A ne soit pas associative, donc il existe un élément
x # 0 dans le centre Z(A) de A (cf. [8], th. A). Comme Z(A) est associative et
commutative et sans diviseurs topologiques de zéro, alors Z(A) est isomorphe
4 R ou C. Dans ce cas A est une algébre de dimensions 8 sur Z(A4) (cf. [8], Cor.
1). Il ’ensuit que A est de dimension 8 ou 16 sur R. Le cas 16 est a exclure,
donc A est une R-algebre alternative sans diviseurs de zéro de dimension 8.
Ceci nous dit que A est isomorphe a .

THEOREME 3.3. Soit A une R-algebre normée a puissances associatives,
commutative et sans diviseurs topologiques de zéro. Alors A est isomorphe a
RouC.

On a déja vu qu’il existe un élément unité e dans A. Si pour tout élément x
# 0 de A, x et e sont linéairement dépendants, alors A est isomorphe a R.
Supposons qu’il existe x dans A tel que x et e sont linéairement indépendants
donc la sous-algebre A(e, x), engendrée par e et x est isomorphe a C, c’est-
adiré, il existe un élément i dans A tel que i’ = —e et A(e, x) = [e, i], ot [e, i]
désigne I’espace engendré par e et i. Démontrons que A = A(e, x). En effet, si
y est un élément de A linéairement indépendant a e, A(e, y) est isomorphe a C,
C’est-a-dire A(e, y) = [e, j] ou j® = —e. Puisque A est commutative, on a (i —
NE+j))=0,donci—j=0o0ui+j=0,car A est sans diviseurs de zéro, soit
J= =i, ie, A = Ale x).

ProposITION 3.4. Soit A une R-algebre normée a puissances associatives
et sans diviseurs topologiques de zéro telle que quels que soient x, y dans A,
(x, ¥, ¥) commute avec x. Alors A est isomorphe a R, C, H ou %.

Tout d’abord il est a noter qu’il existe un élément unité e dans A et e est le
seul élément idempotent non nul dans A. Démontrons que (x, y, y) = 0 quels
que soient x, y dans A donc d’apreés le théoreme 3.2., on a le résultat cherché.
En effet, 1a condition (x, y, yY) commute avec x quels que soient x, ¥ dans A
entraine que (x, y, y) commute également avec y, car (x,y,y) = (x + ¥, 5, )
commute avec x et avec x + y. Supposons qu’il existe x et y dans A tels que la
sous-algébre A((x, y, y)) engendrée par (x, y, y) soit isomorphe a C. Alors A((x,
v,3) = [e, i] ou i’ = —e. Il s’ensuit que A(x) et A(y) sont isomorphes a C, d’ou
A(x) = [e, j] et A(y) = [e, k] avec j® = k* = —e. Comme i comme avec j et
avec k, alors j = i et B = *i car A est sans diviseurs de zéro. Il vient que (x,
y, ) = 0. Ceci nous montre que, pour chaque deux éléments x, y dans A il
existe a dans R, tel que (x, y, ) = ae. Soient maintenant x, y deux éléments
quelconques dans A. Si A(x) ou A(y) est isomorphe a R, on a (x, y,y) = 0.
Supposons que A(x) et A(y) soient isomorphes a C. Alors x = aie + Biio et y
= ae + Bajo, O lo” = jo© = —e. Il vient que (x, ¥, y) = B18:2(io, Jo, jo). Or il est
évident que (iojo, Jo, Jo) = (fo, Jo, Jo)Jo.- Comme (igjo, Jo, jo) = ase et (o, jo, jo)
= aqe ou a3, a4 € R, alors ase = (aue)jo = asjo, d’olt a3 = as = 0, soit (i, jo, Jo)
= 0 ou encore (x, y,y) = 0.
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PRropPosITION 3.5. Soit A une R-algebre normée a puissances associatives.
flexible et sans diviseurs topologiques de zéro telle que quels que soient x, y
dans A, (x, y, y) commute avec x ou avec y. Alors A est isomorphe a R, C, H
ou %.

En effet, la condition (x, y, y) commute avec x ou y quels que soient x, y dans
A entraine que (x, y, y) commute avec y, car si (x, y, y) commute avec x, alors
(x,y,y) = (x +y,y,y) commute avec x + y ou avec ¥y donc commute avec y.
Soient x, y deux éléments quelconques dans A et e I’élément unité de A. Si
A(x) ou A(y) est isomorphe a R, alors (x, y, y) = (, ¥, x) = 0. Supposons que
A(x) =[e,i] et A(y) = [e, j] avec i® = j® = —e. Si i commute avec j, alors j =
+1, soit encore (x, y, ¥) = (y, ¥, x) = 0. Supposons que i ne commute pas avec
J. Montrons aussi que (x, y, y) = (2, 5, x) = 0. En effet, il est évident que (ij, j,
J) = (1, J,7)J (1). Comme A est flexible, alors (i, j,7) + (J, J, 1) = 0 (2) et d’apres
I'identité de Teichmuller on a (ji, 7, ) — (J, ¥, /) + (J, i, j*) = j (i, J, ) + (J, i,
JJ soit (Ji, J, j) = j(1, J, J) (3). L’associateur (x, x, x) = 0 pour tout x dans A
s’écrit sous la forme du commutateur (x, x%) = 0 lequel entraine que (xy + yx,
x) + (x%, y) = 0 quels que soient x, y dans A. D’aprés cette identité, on a (ij +
Ji, 1) =0et (i + ji, j) = 0. Puisque A est sans diviseurs de zéro et i ne commute
pas avec J, il vient que i + ji = ae, ou a« € R (4). D’apres (1), (3) et (4), on a
@, J, J)J +J(i, j, 7)) = 0. Or, on a montré que (i, j, j) commute avec j, donc 2j(z,
J, J) =0, soit (Z, j, j) = 0 et d’apres (2), on a (j, j, 1) = 0. Nous avons démontré
que quels que soient x, y dans A, (x, y, ¥) = (¥, ¥, x) = 0, c’est-a-dire A est
alternative et la démonstration s’achéve en utilisant le théoréme 3.2.

ExEMPLE 3.6. Considérons I'algebre des quaternions H sur les réels R avec
comme table de multiplication relativement a une base {e, e, e., es} de H sur
R, la suivante:

e e (2] €3
e e ey ez €3
e e —e e3 —e2
e2 e2 —es3 —e (3]
es3 e3 ez —e —e

Soit ||| la norme canonique qui fait de H une algebre absolument valuée. Sur
I’espace vectoriel sousjacent a H, on définit une autre multiplication par x*y
= c(xy) + (1 — c)(yx) ou c est dans R, ¢ # 0, , 1. Avec cette nouvelle structure
H est encore une R-algebre que nous noterons H*. Il est évident que I’élément
unité de H est encore élément unité de H* et il est facile de voir que H* est a
puissances associatives et flexible. Montrons que H* est sans diviseurs de zéro.
Supposons que x *y = 0 avec x et y dans H*. On a-c(xy) + (1 — ¢)(yx) = 0, donc
c(xy) = (c=1)(yx), d’ou

xy = YX.
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Comme H est absolument valuée, si || x || # 0 et ||y || # 0, alors

c—1
c

=1

ce qui est absurde, car ¢ # 4. Ceci nous montre que || x| =0 ou || y| =0, c’est-
a-dire x = 0 ou y = 0. Si 'on pose ¢ = 1, alors H* est normée avec la valeur
absolue | || de H. En effet, [x*y|| = | $(xy) + #(yx) [ = ¥ x|y ]| + $ > l=] =
2 ll¥]l- Démontrons que H* est sans diviseurs topologiques de zéro. Suppo-
sons qu’il existe x #% 0 dans H* qui est diviseur topologique de zéro; il existe
alors une suite v, d’éléments dans H* ou || y. || = 1 telle que x*y, — 0 ou y,*x
— 0. Supposons que x*y, — 0 c’est-a-dire pour tout € > 0 réel, il existe un
nombre entier N = N(e) tel que || x*y» || < € pour tout n > N, d’ot1 || xy, + 2y.x ||
< 3¢ ou encore, | x| 2y + 2ynx||x7"| < 3(]| x| 7")%. L’algébre H étant
absolument valuée et associative, on a || y,x ™" + 2x 'y, | < 3(] x[|™")% pour
tout n > N, soit y,*x™' — 0. Comme H* est flexible, on a y,*x*y, — 0 et
Yo*x " *y, — 0. D’autre part, les éléments x?, x, e sont linéairement dépendants
et comme x est diviseur topologique de zéro alors x et e sont linéairement
indépendants. Donc x* + ax + Be = 0 avec o, 8 € R, soit x + ae + fx ' = 0 ou
encore ¥,*x*y, + « y.* + By.*x"'*y, = 0. Il S’ensuit que ay,” — 0 et comme
|72 = [l = 11> = 1, il vient que a = 0, donc x = —Bx " et 8 # 0, c’est-a-dire y,*
x — 0. Maintenant, x*y, — 0 et y,*x — 0 entrainent xy, + 2y.x — 0 et y.x +
2xyn — 0, soit xy, + y.x — 0 et xy, — y.x — 0 ou encore xy, — 0, ce qui est
impossible car H est absolument valuée. On donne une démonstration analogue
en partant de y,*x — 0.

Cet exemple nous montre que les conditions (i) (x, y, ¥) commute avec x
pour tous x, y de A dans proposition 3.4, et (i) (x, y, y) commute avec x ou
avec y pour tous x, y de A dans proposition 3.5., sont nécessaires. En effet,
dans H* I'associateur (e, + ez, e1, e1) ne commute pas avec e; + e; ni avec e;

car (e1 + e, e1, e1) = (e2, €1, e1) = (ex*er)*e; + e = —%(32 + e = gez. Si on
avait (e; + ez, el, e1) commute avec e; + ez ou avec e, alors e; commute avec
e1. Or, e’ = e,> = —e et le fait que H* soit sans diviseurs de zéro entraine que

e; = *e; ce qui est absurde.

ProposITION 3.7. Soit A une R-algebre normée a puissances associatives
-et sans diviseurs topologiques de zéro telle que quels que soient x, y dans A,
(x, ¥, ¥) commute avec x ou avec y. Alors A est de dimension finie 1, 2, 4 ou 8.

On sait qu’il existe un élément unité e dans A et si x est un élément de A tel
que x et e sont linéairement indépendants, la sous-algebre A (e, x) est isomorphe
a C, c’est-a-dire A est quadratique. Soient x et y deux éléments dans A, si A(x)
- ou A(y) est isomorphe a R ou x commute avec y, alors il est facile de voir que
Afe, x, y) est isomorphe a R ou C. Supposons que x ne commute pas avec y.
Alors A(x) = [e, i] et A(y) = [e, j]ou i’ = j’ = —e, ij # Ji, soit A(e, x, y) = Ale,
I, j). Démontrons que la dimension de Afe, i, j) est 4. En effet, considérons
Iespace [e, i, j, if]. Comme on a déja vu, (if + ji, ) =0 et (§ + ji, )) = 0d’ou
ij + ji = ae avec « € R car i ne commute pas avec j, donc ji € [e, i, J, if].
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L’associateur (i, j, j) = (if)j + i commute avec i ou avec j et comme A((Z, J, j))
est isomorphe a R ou C, le fait que A soit sans diviseurs de zéro entraine que
(i, j, J) est dans [e, i] ou dans [e, j], donc (ij)] € [e, i, i, if]. Comme ((ij)] + j (7)),
J) =0, donc (i5)] + j(i)) € [e, j], soit j(ij) € [e, i, J, ]. De méme, en utilisant
I’associateur (j, i, ), on peut démontrer que i(zj) et (ij)i sont dans [e, i, j, ij].
Il est clair que e?, i%, j? sont dans [e, i, j, if]. La sous-algébre A(ij) est isomorphe
a R ou C, c’est-a-dire ij = aze + Bik ou k? = —e, d’ou (if — aue) = Bik, soit (]
— aie)? = (§))* — 2a1ij + a,’e = —:%e ou encore (i7)® € [e, i, J, i7]. Il S’ensuit que
dimg(A(e, x, y)) = 4 et comme A est sans diviseurs de zéro, alors A(e, x, y) est
de division et ceci, quels que soient x et y dans A, ce qui entraine que A est de
division car A est sans diviseurs de zéro. Maintenant A est une R-algebre
quadratique et de division dans laquelle chaque couple d’éléments engendre
une sous-algebre de dimension =< 4. D’apres le théoréme de Kuz’'min [9], A est
de dimension 1, 2, 4 ou 8.
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