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SOBRE EL ORDEN DEL MAPEO DE PEGUE DE LAS CELDAS EN 
cp::+k 

POR AGRIPINO GARCÍA• 

l. Introducción 

Sea Wn,k la variedad de Stiefel de k-marcos en en. En [4] James define un 
número entero c(n, k) como sigue. Sea 

8:'1T2n-1(S2n-l) - '1T2n-2(Wn-l,k-1) 

el operador frontera de la sucesión de homotopía de la fibración 

(1.1) Wn-l,k-l - Wn,k - s2n-l 

y sea hn-1 E. '1T2n-1(S2n-l) la identidad. El número c(n, k) se define como el 
orden de 8(hn-1) en el grupo '1T2n-2(Wn-l,k-1). 

El objeto principal de este trabajo es establecer el siguiente teorema. 
Sea Mk el número de Atiyah-Todd ([3], [1]), esto es, el J-orden del haz de 

Hopf sobre cpk-i_ 

TEOREMA 1.2. Sin= O mod Mc<k-1);21+1 entonces c(n, k) es divisible por Mk/ 
(n, Mk), Aquí (n, Mk) denota el máximo común divisor den y Mk. 

El número c(n, k) se relaciona con los órdenes de los mapeos de pegue de las 
celdas del proyectivo complejo de la siguiente manera. 

PROPOSICION 1.3. Sin es grande con respecto a k entonces c(Mk - n, k) es 
el orden del mapeo de pegue de la última celda del S-dual de cp::+k-i. 

Recordamos que el S-dual de cp::+k-I es otro proyectivo complejo ([2]). 
El Teorema 1.2 y la Proposición 1.3 nos dan una cota inferior para el orden 

de los mapeos de pegue de las celdas de los proyectivos complejos truncados. 
La pregunta que podemos hacemos es: ¿cuál es la cota superior para el orden 
de estos mapeos de pegue? Al respecto damos la siguiente 

Conjetura 1.4. Sin = O mod M<[k-1);21+1 entonces c (n, k) coincide con Mk/ (n, 
Mk), 

Esta conjetura es cierta para k s 8 según el trabajo de Oshima [6]. 

Finalmente, deseo agradecer al Profesor Samuel Gitler la ayuda que me 
brindó durante la elaboración de este trabajo. 

2. Algunas definiciones 

Dos espacios X y Y son del mismo tipo de homotopía estable si existen 
enteros r y s y una equivalencia homotópica l:rX - l: 8 Y. Sea X un CW 

• Durante la elaboración de este trabajo el autor fue becario del Centro de Investigación y de 
Estudios Avanzados del IPN. 
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complejo finito encajado en sn. Entonces un n-dual de X se define como 
cualquier sub-complejo de sn - X que sea retracto por deformación de sn - X. 
Diremos que X y Y son S-duales si X y un n-dual de Y son del mismo tipo de 
homotopía estable. 

Sea cpn el espacio proyectivo complejo de dimensión compleja n. Si k s n 
entonces cpk-I se encaja como (2k - 1)-equeleto de cpn_ Denotaremos con 
CPJ: el espacio proyectivo complejo truncado, el cociente cpn¡cpk-l_ 

La dualidad de Atiyah [2] para espacios de Thom da 

TEOREMA 2.1. Tenemos que cp::+k-I y CP~:::l son S-duales, donde M es 
cualquier mútiplo de Mk, el J-orden del haz de Hopf sobre cpk-i_ 

Sea m suficientemente grande con respecto a k y consideremos las compo
siciones 

donde i es la inclusión y fes un mapeo arbitrario. Denotemos con c'(m, k) el 
mínimo grado no trivial de las composiciones / 0 i. 

La relación de c(n, k) con c'(m, k) está dada por la siguiente 

PROPOSICION 2.2 Se tiene c(n, k) = c'(M - n, k), donde Mes cualquier 
múltiplo de Mk, 

Demostración. Como estamos en el caso estable, esto es, n es grande con 
respecto a k, el (2n - 1)-esqueleto de Wn,k es :ECP::l, la suspensión de 
CP::l; ver [7]. Considerando la fibración (1.1) tenemos el siguiente diagrama 
conmutativo con renglón exacto, donde j es la inclusión :ECP::l en Wn,k y p es 
el mapeo cociente a la última celda. 

7T2n-l (:ECP::}) 

i*! '-,.p* 
7T2n-1(Wn,k) - 7T2n-1(S 2n-l) .! 7T2n-2(Wn-l,k-1) 

Como j es la inclusión del (2n - 1)-esqueleto, j* en este diagrama es un 
epimorfismo (ver [5]), así que es claro que el núcleo de 8 es igual a la imagen 
de p*. Por definición de c(n, k), el generador del núcleo de 8 es c(n, k) • l2n-1, 

Como la imagen de p* consta precisamente de las composiciones 

(2.3) 

c(n, k) debe ser el mínimo grado de las composiciones (2.3) y por tanto de las 
composiciones 

donde i, ~l dual de p, es la inclusión de la primera celda. Esto significa que c(n, 
k) es precisamente c'(M - n, k) y demuestra la proposición. 
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3. Demostración de la Proposfoión 1.3 

Por el Teorema 2.1 el S-dual de cp;:+k-I es CPM=~=l, donde Mes un múltiplo 
de Mk- El mapeo de pegue de la última celda es un elemento a de 
'IT2M-2n-s(CPM=~=i). Consideremos la cofibración 

~-lcpM-n-1 p 32M-2n-3 a· QpM-n-2 
_.. M-n-k ~ --'> M-n-k 

Dualizando podemos formar el diagrama 

cp~+k-1 j_ s2n 0! 1;-1cP!:::t-1 

(3.1) A t ,/ D(Aa) 
s2n 

para cualquier entero A. Nótese que como dualidad da un isomorfismo de 
grupos de clases de homotopía estable, Da y a tienen el mismo orden; D(Aa) 
es cero si y sólo si Aa lo es. 

Sea d el orden de a. Tomando A = d en (3.1) vemos que existe un mapeo 

f: cp~+k-1--'> 32n 

tal que fo i tiene grado d, así que c'(n, k) es divisor de d, por definición de c'(n, 
k). Ahora, si tomamos A= c'(n, k) en (3.1), tenemos que D(Aa) = O, pues iD(a) 
= O y existe una f de grado A. Entonces c'(n, k)a = O, y des divisor de c'(n, k). 
Por la Proposición 2.2 hemos terminado la demostración. 

4. La serie de potencias T(x) 

Sea 

L(x) = 1 + a1x + a2x2 + • •. 

una serie de potencias formal con coeficientes racionales. Sea I (r) el conjunto 
de las series L(x) tales que los coeficientes a1, • • • , ar son enteros. Sea 

LN(x) = (1 + l:jec1ajXj)N. 

TEOREMA 4.1. Si L(x) E I(k) y N es un entero tal que NL(x) E I(2k + E) 
para E= O, 1 ó 2 entonces LN(x) E J(2k + E). 

Demostración. Usando la expansión multinomial tenemos que el coeficiente 
/3r de xr en LN(x) está dado por 

(4.2) 

donde la suma se extiende sobre todas las sucesiones S = (S 0 , ••• , Sr) de 
enteros no negativos tales que 

:E Sj = N y l:jSj = r. 

Veamos el caso E = O. Supongamos que a; es entero para i ,,s; k y que Na; lo 
es para i ,,s; 2k. Veremos que /3r es entero para r ,,s; 2k probando que cada uno 
de sus sumandos en (4.2) lo es. 
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Sea Bs el sumando de f3r correspondiente a la sucesión S. Si S¡ = O paraj > 
[r/2] entonces Bs es entero, pues es claramente producto de enteros. Si S¡ 'FO 
para algúnj > [r/2], entonces S¡ = l y S; = O si i > [r/2] y i 'F j; de no ser así 
la suma l: iS; sería mayor que r. Entonces 

Bs=N!/(So! •·· fü!)a1 81 •·· ak 8k•a¡, 

y tenemos 

l:}-o S¡ = N - 1, 

y por consiguiente (N - 1) ! /So! . •. Sk ! es entero. Como Na¡ es entero, Bs 
también lo es, y por lo tanto /3r es entero, para r ,s;;; 2k. Esto demuestra el 
teorema, ya que los casos E= 1,2 se demuestran de la misma manera. 

Para la serie de potencias T(x) = log(l + x)/x Atiyah y Todd en [3] 
demostraron el siguiente 

TEOREMA 4.3. La serie Tn(x) está en I (k - 1) si y sólo si n = O mod Mk. 

Como una consecuencia de los Teoremas 4.1 y 4.3 tenemos el siguiente 

COROLARIO 4.4 Si Tn(x) está en I([k - 1)/2]) y N es un entero tal que 
NTn(x) está en I(k - 1), entonces nN = O mod (Mk). 

5. Demostración del Teorema 1.2 

Supongamos que n = O mod Mr<k-1¡;21+1 y sea m = Mk - n. Veremos que 
c'(m, k) es divisible por Mk/(m, Mk); como claramente (m, Mk) = (n, Mk), esto, 
junto con la Proposición 2.2, demostrará el teorema. Para empezar tenemos 
que Tm(x) está en I([k - 1)/2]) por el Teorema 4.3 ya que m = O mod Mr<k-1>; 

2J+1- Sea N = c'(m, k). Veremos que NTm(x) está en I(k - 1). 
Sea f: cp;::+k-i - s2m un mapeo de grado Nen la celda de abajo. Recordemos 

que 

KU(CP') = Z[µ]/(µr+ 1) 

es la K-teoría compleja de CPr, y que la cofibración 

cpm-1 .l cpm+h-1 - cp::;+k-1 

induce una sucesión exacta corta 

o- KÜ(CP::;+k-l) - KU(cpm+k-l) 4 KU(cpm-l) - o 
en la cual j*(µ) = µ. Entonces el núcleo de j* es el ideal generado por µm y 
KÜ ( CP;:: +k-i) es el grupo abeliano libre con base µ m, • • • , µ m +k-i _ Similarmente 
ÍÍ*(CP;::+k-i; Z) es el grupo abeliano libre con base wm, • • • , wm+k-1, donde w 
es el generador de dimensión 2 de H*(Cpm+k- 1; Z). 

Sea /3 generador de KÜ(S 2m)_ Entonces ch(/3), el carácter de Chern de /3, es 
generador de H 2m(S2m; Z) y tenemos /*(ch(/3)) = Nwm. 

Escribamos 
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en KÜ(cp:::_+k- 1). Entonces por la naturalidad del carácter de Chern tenemos 

Nwm = ~Í.""il a;(chµ,) m+i. 

Como chµ,= ew - I, poniendo x = chµ, obtenemos w = log(l + x) y 

N(log(l + x))m = xm ~;!.""il a;x;, 

de donde 

NTm(x) = ~!o1 a;xi. 

Como cada a; es entero, NTm(x) está en l(k - 1). 
Ahora por el Corolario 4.4 tenemos que mN = O mod Mk, y no es difícil ver 

que esto implica que N, que es c'(m, k), es divisible por Mk/(m, Mk). Esto 
demuestra el Teorema 1.2. 
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