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SOBRE EL ORDEN DEL MAPEO DE PEGUE DE LAS CELDAS EN
CP'::-J-I:

POR AGRIPINO GARCiA*

1. Introduccion

Sea W, la variedad de Stiefel de k-marcos en C". En [4] James define un
numero entero ¢ (n, k) como sigue. Sea

8: Man-1(STY) = Tan-o( Wn1,5-1)
el operador frontera de la sucesién de homotopia de la fibracion
(11) Wn—l,k—l g Wn,k - Szn_l

y sea la1 € m2,—1(S*?) la identidad. El numero c(n, k) se define como el
orden de 8(12,-1) en el grupo man—s( Wny,2-1).

El objeto principal de este trabajo es establecer el siguiente teorema.
Sea M; el nimero de Atiyah-Todd ([3], [1]), esto es, el J-orden del haz de
Hopf sobre CP*,

TeEOREMA 1.2. Si n = 0 mod M{-1)/21+1 entonces c(n, k) es divisible por M,/
(n, M). Aqui (n, M) denota el mdximo comiin divisor de n y M,.

El nimero c(n, k) se relaciona con los 6rdenes de los mapeos de pegue de las
celdas del proyectivo complejo de la siguiente manera.

ProPosicION 1.3. Si n es grande con respecto a k-entonces ¢c(M; — n, k) es
el orden del mapeo de pegue de la iltima celda del S-dual de CPr***,

Recordamos que el S-dual de CP;**! es otro proyectivo complejo ([2]).

El Teorema 1.2 y la Proposicion 1.3 nos dan una cota inferior para el orden
de los mapeos de pegue de las celdas de los proyectivos complejos truncados.
La pregunta que podemos hacernos es: ;cual es la cota superior para el orden
de estos mapeos de pegue? Al respecto damos la siguiente

Conjetura 1.4. Si n = 0 mod M z—1)/21+1 entonces c(n, k) coincide con M/ (n,
M,).
Esta conjetura es cierta para % < 8 segin el trabajo de Oshima [6].

Finalmente, deseo agradecer al Profesor Samuel Gitler la ayuda que me
brind6 durante la elaboracion de este trabajo.

2. Algunas definiciones

Dos espacios X y Y son del mismo tipo de homotopia estable si existen
enteros r y s y una equivalencia homotépica £'X — X°Y. Sea X un CW

* Durante la elaboracién de este trabajo el autor fue becario del Centro de Investigacion y de
Estudios Avanzados del IPN.
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complejo finito encajado en S”. Entonces un n-dual de X se define como
cualquier sub-complejo de S™ — X que sea retracto por deformaciéon de S™ — X.
Diremos que X y Y son S-duales si X y un n-dual de Y son del mismo tipo de
homotopia estable.

Sea CP" el espacio proyectivo complejo de dimension complejan. Sik <n
entonces CP*™! se encaja como (2% — 1)-equeleto de CP". Denotaremos con
CP} el espacio proyectivo complejo truncado, el cociente CP"/CP*™.

La dualidad de Atiyah [2] para espacios de Thom da

TEOREMA 2.1. Tenemos que CP2**' y CP¥=2"} son S-duales, donde M es

cualquier mitiplo de M, el J-orden del haz de Hopf sobre CP*™..

Sea m suficientemente grande con respecto a k£ y consideremos las compo-
siciones

S2m__i) CP;:+k-1_Z; S2m
donde i es la inclusion y f es un mapeo arbitrario. Denotemos con ¢’(m, k) el

minimo grado no trivial de las composiciones foi.
La relacién de ¢(n, k) con ¢’(m, k) esta dada por la siguiente

ProposIcION 2.2 Se tiene c(n, k) = ¢’'(M — n, k), donde M es cualquier
multiplo de M.

Demostracion. Como estamos en el caso estable, esto es, n es grande con
respecto a k, el (2n — 1)-esqueleto de W, es EXCP; i, la suspensién de
CP?=}; ver [7]. Considerando la fibracién (1.1) tenemos el siguiente diagrama
conmutativo con renglén exacto, donde j es la inclusion ECP;=; en W, .y p es

el mapeo cociente a la \ltima celda.
Ton-1(ZCP7k
Jel NPy 5
Ton-1(Wip) = 720-1(S™™Y) = mon—2(Wa-1,5-1)
Como j es la inclusion del (2n — 1)-esqueleto, j, en este diagrama es un
epimorfismo (ver [5]), asi que es claro que el micleo de § es igual a la imagen

de p,. Por definicion de c(n, &), el generador del nicleo de 8 es c(n, k) -1a,—1.
Como la imagen de p, consta precisamente de las composiciones

(2.3) s & sopri B g

c(n, k) debe ser el minimo grado de las composiciones (2.3) y por tanto de las
composiciones

SZM—2n __I:) CP%::ﬂk—l p_g SZM—Zn

donde i, el dual de p, es la inclusién de la primera celda. Esto significa que c(n,
k) es precisamente ¢’(M — n, k) y demuestra la proposicion.
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3. Demostracion de la Pi'oposici()n 1.3

Por el Teorema 2.1 el S-dual de CPz**" es CP3/=7}, donde M es un miiltiplo
de M. El mapeo de pegue de la dltima celda es un elemento a de
Torr—on—-3(CPM—n=%). Consideremos la cofibracién

s-cpio B g3 & oplin:
Dualizando podemos formar el diagrama
cpyit & gm Q2 goopr
(3.1) Al vD(Aa)
S2n

para cualquier entero A. Néotese que como dualidad da un isomorfismo de
grupos de clases de homotopia estable, Da y a tienen el mismo orden; D (Aa)

es cero si y solo si Aa lo es.
Sea d el orden de a. Tomando A = d en (3.1) vemos que existe un mapeo

f:CPE=1 - 5%

tal que foi tiene grado d, asi que ¢’(n, &) es divisor de d, por definicion de c¢’(n,
k). Ahora, si tomamos A = ¢’(n, k) en (3.1), tenemos que D (Aa) = 0, pues iD(«a)
= ( y existe una f de grado A. Entonces c¢'(n, k)a =0, y d es divisor de ¢’(n, k).
Por la Proposicion 2.2 hemos terminado la demostracion.

4. La serie de potencias T(x)
Sea
Lx)=14 aix + agx®+ -+

una serie de potencias formal con coeficientes racionales. Sea I(r) el conjunto
de las series L(x) tales que los coeficientes a,, - - - , a, son enteros. Sea

LYx) = (1 + Sjmax”)V.

TreOREMA 4.1. Si L(x) € I(k) ¥ N es un entero tal que NL(x) € I(2k + ¢)
para €= 0,16 2 entonces L™ (x) € I(2k + ¢€).

Demostracion. Usando la expansion multinomial tenemos que el coeficiente
B-de x” en L¥(x) esta dado por

(4.2) Br=Zs(N1/S,% --- St Jat - e

donde la suma se extiende sobre todas las sucesiones S = (S,, --:, S, de
enteros no negativos tales que

2S=NyZXZS=r.
Veamos el caso € = 0. Supongamos que a; es entero para i < £y que Na; lo

es para i < 2k. Veremos que B, es entero para r < 2k probando que cada uno
de sus sumandos en (4.2) lo es.
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Sea Bgs el sumando de 8, correspondiente a la sucesion S. Si S; = 0 para j >
[r/2] entonces Bg es entero, pues es claramente producto de enteros. Si S; # 0
para algin j > [r/2], entonces S; =1y S; = 0sii > [r/2] y i # j; de no ser asi
la suma X iS; seria mayor que r. Entonces

Bs=N!/(So} -+ Set)as™ -+ @,
y tenemos )
E§=0 S] =N- 17

y por consiguiente (N — 1)!/S,! ... S,! es entero. Como Na; es entero, Bs
también lo es, y por lo tanto B, es entero, para r < 2k. Esto demuestra el
teorema, ya que los casos € = 1,2 se demuestran de la misma manera.

Para la serie de potencias T'(x) = log(l + x)/x Atiyah y Todd en [3]
demostraron el siguiente

TEOREMA 4.3. La serie T"(x) estd en I(k — 1) si y solo si n = 0 mod M.
Como una consecuencia de los Teoremas 4.1 y 4.3 tenemos el siguiente

COROLARIO 4.4 Si T"(x) estd en I{[k — 1)/2]) ¥ N es un entero tal que
NT"(x) estd en I(k — 1), entonces nN = 0 mod (My).

5. Demostracion del Teorema 1.2

Supongamos que n = 0 mod Mg-1y2141 Yy sea m = M, — n. Veremos que
¢’(m, k) es divisible por M:/(m, M:); como claramente (m, M;) = (n, M.), esto,
junto con la Proposicion 2.2, demostrara el teorema. Para empezar tenemos
que T™(x) esta en I([k — 1)/2]) por el Teorema 4.3 ya que m = 0 mod M1,
21+1- Sea N = ¢’'(m, k). Veremos que NT™(x) esta en I(k — 1).

Sea f: CPy** ' — 8" un mapeo de grado N en la celda de abajo. Recordemos
que :

KU(CP') = Z[p]/(p"™)

es la K-teoria compleja de CP’, y que la cofibracion

CPm—-lJ; CPm+k_1—> CP,ZH-k—l

induce una sucesién exacta corta

0 — KO(CPZ Y — KU(CP™* Y L3 KU(CP™ ) — 0

en la cual j*(u) = p. Entonces el nucleo de j* es el ideal generado por p™ y
KU (CPz**") es el grupo abeliano libre con base ™, - - - , 4™ **~*, Similarmente
H*(CPz+*; Z) es el grupo abeliano libre con base w™, -+ , w™**!, donde w
es el generador de dimensién 2 de H*(CP™** % Z). ’
Sea 8 generador de K 7 (S?™). Entonces ch(B), el caracter de Chern de B, es
generador de H*"(8%™; Z) y tenemos f*(ch(B8)) = Nw™.
Escribamos

£*(8) = B3 apm !
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en KU (CP2**"). Entonces por la naturalidad del caracter de Chern tenemos
Nw™ = 3k alchp) ™
Como chp = e — 1, poniendo x = chu obtenemos w = log(1 + x) y

N(log(1 + x))™ = x™ 2t aix’,
de donde
NT™(x) = k5 a:x’.

Como cada a, es entero, NT™(x) esta en I(k — 1).

Ahora por el Corolario 4.4 tenemos que mN = 0 mod M;, y no es dificil ver
que esto implica que N, que es c¢’(m, k), es divisible por M:/(m, M;). Esto
demuestra el Teorema 1.2.
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