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PERPENDICULARIDAD Y LOCALIZACIONES DE WHITNEY

Por Luis MORENO-ARMELLA*

Introduccion

En la teoria de anillos de funciones diferenciables, uno de los resultados
fundamentales es el teorema de Sintesis Espectral, demostrado originalmente
por H. Whitney ([10]). En términos generales, este teorema proporciona una
descripcion de los ideales cerrados en el anillo C™(2), de funciones con valores
reales de clase C™ definidas sobre el abierto Q de un espacio R", en términos
de los ideales de polinomios obtenidos al desarrollar las funciones del ideal en
cuestion, en polinomios de Taylor alrededor de cada punto de Q.

El proposito del presente trabajo es basicamente en relacion al siguiente
problema: Caracterizar las colecciones de ideales de polinomios que son las
localizaciones puntuales de un ideal de C™(Q).

Las colecciones de ideales de polinomios que respondan a esta caracteriza-
cion, las llamaremos colecciones de Whitney.

Es visible que el interés del problema enunciado anteriormente radica en la
descripcién que, de los ideales cerrados, proporciona el teorema de Sintesis
Espectral. En [2], se obtiene un teorema general de caracterizacion de las
colecciones de Whitney correspondientes a ideales de C'(Q). Pasando a los
anillos C™(Q), m = 2, el problema se torna atin mas dificil y queda mucho por
hacer todavia.

En este trabajo nos interesamos en el estudio de las colecciones correspon-
dientes a ideales de C*Q). Sea V una subvariedad de R" de clase C*, k = 2. El
teorema 2.1 ensefia como “recuperar” el ideal J?(V), de todas las funciones de
clase C? definidas sobre R™ y que se anulan sobre V, a partir de los jets
perpendiculares a V, de clase C'. Mas precisamente, se demuestra que, dado
un jet perpendicular de clase C* sobre V, existe una funcion de clase C? definida
sobre R", que se anula sobre V'y cuyas primera y segunda derivadas restringidas
a V son, respectivamente, la primera y segunda componentes del jet perpen-
dicular dado.

Sea # el conjunto de todos los ideales de C*(R") cuyos ceros son subvarie-
dades de clase C*, k = 2 de R". A partir del Teorema 2.1 demostramos que
existe una correspondencia biunivoca entre los ideales cerrados que estan en
Z y los C2(R™)-submédulos cerrados de jets perpendiculares de clase C', a C*-
subvariedades, k = 2, de R™.

Los resultados obtenidos en el segundo capitulo estan dedicados a la
demostracion de teoremas de caracterizaciéon de las colecciones provenientes
de ideales J%(V), V una C* subvariedad de R", k = 1.

~ Los resultados de este trabajo estan basados en la tesis doctoral del autor, escrita bajo la
direccion del Dr. Eugenio Filloy Yague y presentada en el Centro de Investigacién y de Estudios
Avanzados del Instituto Politécnico Nacional en el ano de 1977.
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Cabe observar que los métodos empleados en estas ultimas demostraciones
(véanse los Teoremas 5.1 y 5.5) difieren sensiblemente para los casos k =1y
k= 2.

El tercer capitulo estd dedicado a estudiar lo que acontece en el plano.
Primero estudiaremos la construccién de funciones de clase C2 cuyos ceros
estan conformados por una subvariedad de dimension uno. Ademas, dicha
subvariedad es de clase C? excepto en un punto, en donde es estrictamente de
clase C*. Los resultados del segundo capitulo, permiten la construccion de
dichas funciones en una vecindad (sobre la subvariedad) de cualquier punto
de clase C2 Las dificultades a resolver se presentaran, por tanto, alrededor del
punto estrictamente C'. En segundo lugar, se estudiara la construccion de
funciones de clase C?, cuyos ceros estan conformados por una cispide. Es
decir, por una reuniéon de dos subvariedades que se intersectan tangencial-
mente.

La seleccion de estas situaciones para el estudio de la construccion de
funciones de clase C? cuyos ceros estan dados, no es arbitraria. Los teoremas
3.1 y 3.2 de [5] muestran que la seleccion de las situaciones consideradas, es
la correcta.

Las construcciones que se llevan a cabo en este Gltimo capitulo nos propor-
cionan los elementos indispensables para obtener caracterizaciones de las
colecciones de Whitney provenientes de los ideales J*(K), siendo K un cerrado
“estratificable” del plano.

1. Conceptos preliminares

A lo largo de este escrito, R designara el conjunto de los nimeros reales. Sea
Q un subconjunto abierto de R". Designaremos por C™(Q) el anillo de funciones
de clase C™, a valores reales, definidas sobre Q.

Un jet de orden m([1], [6]) sobre un compacto K de R" es una coleccion
(fo, f1,... fm) de funciones continuas tales que:

foZK—) R
fr:K_)Lsr(Rny R)y r=1, e, m

L/(R", R) denota el conjunto de aplicaciones r-lineales simétricas definidas
sobre R™ X ... X R"(r veces) a valores en R.

Denotaremos con ||, | la norma usual de los espacios R" y también la de
L/(R™, R). ([1]).

Dado f = (fo,....fm) un jet de orden m sobre un compacto K, y dado a € K,
se define ([1], [6]):

T"F(x) = ¥, % fr@)-(x —a), _ para cada x € R"

(R,™ F)*(x) = fu(x) — D*T,"F(x), paracadaa, x € K.
La derivada en esta expresion se toma respecto a x — a. Se observa que

1
D*T"F(x) = ¥ S ferl@)-(x—a) k=m.
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Un moédulo de continuidad es una funcion [0, ©) — [0, ) creciente,
continua y concava con y(0) = 0.

TEOREMA. ([1], [6]). Sea F = (fs,...,fn) un jet de orden m sobre el compacto
K de R". Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Parax,y €K, | (R"F)*(y) || =0(|y — x| cuando || x — y || — 0.

b) Existe un modulo de continuidad v tal que

IRIEY D <y = <™ vy — =),
paratodox,yE K, k=0, ---, m.
¢) Existe un modulo de continuidad v, tal que
IT"F) — Ty"F)| < (lz = x[|™ + |z = y1I™)
yi(lly — x||) para todo x, y € K, z € R".

Un jet de Whitney de clase C™(orden m) sobre un subconjunto compacto de
R", es un jet de orden m que satisface alguna de las condiciones equivalentes
del teorema precedente. Denotaremos W™(K) el conjunto de los jets de
Whitney de clase C™ definidos sobre K.

TEOREMA DE EXTENSION DE WHITNEY ([10], [8], [6], [1]). Existe una
aplicacion lineal W:W™(K) — C™(Q), K C Q tal que, para cada F € W™(K) y
cada x € K, D'(WF)(x) = f,(x), siendo F = (f,.... fn), yr < m.

Observacion. Sea E C © un subconjunto cerrado. Se define W™(E) asi: F €
W™E), si y solo si, para cada compacto K C E, la restriccion f| K esta en
W™(K).

Se demuestra entonces que la aplicacion de restriccion

cC™(Q) » W™(E) (m < )
es sobreyectiva.
Si f € C™(Q), para cada subconjunto compacto K C (, definimos:

I £l ¥ = supeex || D'f(x) I, r<m.

Dotamos a C™(2) de la topologia inducida por las seminormas |, |,X. Un
sistema fundamental de vecindades de f € C™(Q) esta dado por los conjuntos

B(f,K,e)={g€C™)| If — gl <¢}
donde ¢ > 0 es un namero real y K recorre la familia de los subconjuntos

compactos de Q.

Denotamos con R[x;,... x,] el anillo de polinomios en n variables, sobre R.
Dado a € R", sea p, el ideal (maximal) de los polinomios que se anulan en a.
Denotamos por A,™ el anillo cociente

Rlx,... %]
BT —

K
El producto de este anillo es el usual de polinomios, truncado en el grado m.
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Sea f € C™(Q2). Consideremos T.”f definida por T,"f(x) = Y. (1/r")D’f(a) -
(x — a)’, para cada x € R". Podemos entonces definir un epimorfismo de anillos

T,":C™Q) - A"

que asocia a cada f € C™(Q) el elemento T,™f.
Sea I un ideal en C™(2). Para cada x € Q, I, = T,"(I) es un ideal en A,™,
pues T, es sobreyectiva. Ademas I, = A, si y solo si existe f € I tal que f(x)

# 0. Como espacio vectorial A,™ se identifica con R(n: m). El ideal I, es
entonces un subespacio (vectorial) cerrado en A,”, de manera que I,”' =
(T.™)'(I,) es un ideal cerrado en C™(). Nétese que I esta contenido en 1,7},
para cada x € Q.

Teorema de sintesis espectral de Whitney ([11], [8], [6]). Sea I un ideal en
C™(9). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) I es un ideal cerrado en C™(Q).

b) I=1dondel= n L™

xE

2. Jets de Whitney Perpendiculares

Sea V una subvariedad de clase C? en R". Sean f;:R" — R" una aplicacién
de clase C' y f; su derivada.

Si para cada x de V, fo(x) es un vector perpendicular a V en dicho punto,
diremos que (fo| V, f1| V) es un jet perpendicular de orden 1 sobre V.

Si (fo, f1) | V es un jet perpendicular a V, de orden 1 y ademas, para cada x
de V, fi(x) se identifica con un elemento de L,(R™; R), diremos entonces que
(fol V, fil V) es un jet de Whitney perpendicular a V, de clase C*, (o también
un jet perpendicular de clase C* sobre V).

Denotaremos W'(V, R")* el conjunto de todos los jets perpendiculares de
clase C* sobre V.

TEOREMA 2.1 Sea V una subvariedad de R", de clase C2. Sea(fo, f1) € WX(V,
R™*. Entonces F = (0, fo, f.) es un jet de Whitney de clase C* sobre V.

Demostracion. Denotemos con G = (fy, f1) € WXV, R")* y F = (0, fo, f1)-
En F, f, se interpreta como una aplicaciéon: V — L*R", R). Se debe probar
que, sobre cada subconjunto compacto de V, vale el sistema de desigualdades

(W) IRZF ) = Iy — xI**v(ly — ), k=0,1,2.

siendo v un moédulo de continuidad.

Se observa que (W:) y (Ws) se verifican, en virtud de la hipotesis de que G
es un jet de Whitney de clase C'. Resta demostrar que vale (W;). Es decir, que
existe un modulo de continuidad « tal que

(Wo)  lfox)-(y —2) +3 i) -(y — 22| = lx —y[*v(lx = y]).
El residuo (R,2F)°(y) se puede escribir en la forma:

©2.2) (RZF)(y) = 3 [fox)(y — x) + fo(y)(y — 2)]

-3 (R °(»)-(y — %)
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Como G es un jet de clase C?, entonces || (R.'!G)°(y)| =0 (| y — x||) y por lo
tanto, todo lo que hace falta probar es:
23)  lfo@(y =2 +fo(y)-(y=21=<ly—=x|*+v(ly—x])
(sobre cada subconjunto compacto de V).

Sea K compacto, contenido en V. Sea :U — R", U C R*, una parametri-
zacion de V, alrededor del punto x = ¢ (t) € K. Trabajaremos en K N ¢ (U).
Seaye KN ®(U),y =¥ (s). En virtud de la formula de Taylor:

y—x=P()—Pt)=P'(t)-(s—t) + 2 P"(t)-(s — t)2 + R, P(s, t)
El residuo R,¥ (s, t) satisface
(2.4) |R®(s, )| =0(|s —t]|?si|ls—t] =0 (uniformemente)
Vista como aplicacion lineal, f,(x) se anula sobre TV, por lo tanto:
(2.5) fo@)(y — x) = 3 fo(x)-(L"(t)(s — t)*) + fo(x)(RP (s, t))
ya que P’(t)(s — t) es tangente en x = P (t) a V.
Por otra parte,
(2.6) foM(x =) = oG L")t = 5)°) + fo(¥)(RP(s, t)).
En virtud de (2.4), tendremos:

2(p ) -

@n | fw- S < s = eyl s — ).
s — ¢l

@8 | ) TR s = b1 < B = 1% pe(ls = el

siendo v, y 4 modulos de continuidad.
Se observa que

fox)(y — %) + fo(W(y — ) = fo(X)(y — ) — fo(y)(x — y),
por lo tanto:
I fo(x)(y = x) = fo(¥)(x — ¥ ||
(2.9) < [fox)GP"(t)(s — t)* — fo(y)GP"(s)(s — t)?|
+ [ys(ls = tl) + va(lls = tD]-IIs — ¢ ]|%

Comparando (2.3) con (2.9) vemos que para obtener la desigualdad de (2.3)
primero debemos obtener una estimacion de

(2.10) 1 fo(x)GP"(t)(s = £)*) — fo(3)GP"(s)(s — t)*)
Sumando y restando fo(y)- (39" (t)(s — t)?) en la expresion (2.9):
[ fo(x)GP” t)(s — £)*) — fo(3)GP"(s)(s — t)?) |
= 311 (fo(® — fo(¥)@"(t)(s — t)*) |
+ 3 fo(0)(@" () = #7(5)(s = 1)*]
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(2.11) < Hlfox) = oM - 1"
+ M I-127@) — 2" 13 lls — t®
= vs(lls — ¢t ls = ¢l

donde v; es un modulo de continuidad. Esta altima desigualdad la obtenemos
en virtud de que en la desigualdad anterior a ella, la expresion encerrada entre
llaves es no-negativa y tiende a cero si || s — t|| — 0.

Se obtiene entonces:
[ fo(x)(y — %) + fo(M(y — )| < [ys(lls —tl) +va(lls — t])
+ys(ls —tDls =t <= vi(lls = tl) s — ¢|?

siendo v; un modulo de continuidad.
Nuestro objetivo es ahora transformar la desigualdad 2.12 en 2.3. Para ello,
haremos uso del lema siguiente, cuya demostracion puede verse en ([4]).

(2.12)

LEMA. Sea ¢:U — R™ una aplicacién de clase C* definida sobre un abierto U
de algiin R*. Si la derivada D¥(x) es inyectiva en cada x de un compacto L
contenido en U. entonces existen numeros reales C > 0y 6 > 0 tales que:

Paratodox € L,y € U, si ||y — x|
< 6 entonces | P(y) —P(x)| =C- |y — x]||.

Se constata que la parametrizacion ¥ que estamos empleando en la demos-
tracion, verifica las condiciones de este lema. Por lo tanto, existen constantes
C>0, 6> 0 tales que

|P(s) —P)| =Clls—t]sil|ls—t]|l =9 siendo y
=@(s), x=¥(t) en KnN¥LWU).
Podemos escribir por lo tanto:

1 1
(2.13) nlls —tDls — ¢ S@h(a ly = xll)lly— x|?
\

existe pues, un médulo de continuidad v tal que
)y —2) + fo(M(y =0l < lly— x>~y - xI),
y asi, terminamos la prueba del teorema.

Observacion. Bajo las hipétesis del Teorema 2.1, y en virtud del Teorema de
Extension de Whitney podemos exhibir una correspondencia entre W(V, R™)*
y el ideal J%(V), de todas las funciones de clase C? sobre R" que se anulan
sobre V.

3. El C%-Médulo W(V, R™)*

Vamos a dotar la conjunto W*(V, R™)* de una estructura de médulo sobre

el anillo C*(R"™). Las siguientes operaciones proporcionan dicha estructura:

(3.1) (fo, f1) + (8o, &) = (fo + &0, [r + &)
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(3.2) & (fo, /1) = (&fo, 1 + fo ® Dg + Dg ® fo)

para (fo, f1), (&, &) en WX(V, R™)* y g € C*(R").

También, dotamos a W'(V, R™)* de la topologia de convergencia uniforme
sobre los subconjuntos compactos de V, de orden < 1. Sea A,'(R", R"™) el
espacio vectorial real conformado por las funciones polinomiales de R” en R",
de grado < 1 y definidas alrededor de x. La dimensién de A,}(R", R™) es n(n +
1). Si (fo, f1) € WXV, R™)*, x € V entonces (fo(x), f1(x)) se identifica con un
elemento de A,'(R", R™). Dicha identificacién nos permite definir, para cada x
€ V, una aplicacion:

T.: WYV, R")* - A,'(R", R™)

Si M es un submédulo de W(V, R")* denotamos por M el submédulo
(cerrado) N,evM, !, donde M, ! es la imagen inversa bajo T, del subespacio
T.'(M). Por M indicamos la cerradura del submédulo M. Es claro entonces
que M esta contenido en M. Enunciaremos a continuacion un teorema que nos
muestra como obtener M mediante las localizaciones puntuales M, .

TEOREMA 3.1. Si M es un submédulo de W'V, R")* entonces M = M.

La demostracién de este teorema esta modelada en la demostracion de
Malgrange del teorema de Sintesis Espectral. Al respecto puede consultarse
(61, [7].

Denotamos J%(V) el ideal de C?>(R™) cuyos elementos son todas las funciones
en C*(R™) que se anulan sobre V. La correspondencia W'(V, R*)* — J*V)
dada por el Teorema 2.1 puede extenderse, en consecuencia, para obtener una
correspondencia entre los ideales cerrados I de C*(R™) cuyos ceros Z(I) son
subvariedades de R" y los submédulos de W*(Z (1), R") cuando I recorre dicha

familia de ideales.
Si M es un submodulo de W(V, R™)*, asociamos a M un ideal i"(M) de

C%(R™) definido asi:
iT{(M) = {f € JX(V); (Df(x), D*f(x)) € M,, paracada x € V}

Dado f € i"}(M) denotamos ry(f) la restriccion de la pareja (Df, D*f) a V. Es
facil probar que M = ry(i"'(M)) y en consecuencia, que la correspondencia M
— i"Y(M) es inyectiva. Se tiene también que Z[i"}(M)] = V.

LEMA 3.2. Sea M un submédulo de WYV, R™)" . Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(38.3) M es cerrado en W(V, R™)*
(3.4) i"Y(M) es cerrado en C*(R™).
DEMOSTRACION. 3.3 = 3.4. Para cada f € i"}(M) y cada x € V podemos

identificar T.%f con T, (rv(f)). Por lo tanto, si f € i-*(M) entonces T:(rv(f))
€ M., para todo x € V. Como M es cerrado, ry(f) € M, en virtud del Teorema
2.1.

Finalmente, para cada x € R" existe g € i"(M) tal que T.%f = T.’g. De
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manera que f(x) = 0 para cada x € V y, por tanto, f € i *(M). Aplicando el
Teorema de Sintesis Espectral, concluimos que i™*(M) es cerrado.

34=3.3.Sea F=(fy,f1) € M. Por el Teorema 2.1 existe fE€ JA(V) tal que
T.%f = T,'F, para cada x € V. Podemos identificar las localizationes puntuales
M, e i"}(M), para cada x € V, luego T.*f € i"'(M),. En virtud de la igualdad
V = Z[i""(M)] se obtiene que T.*f € i"(M), para todo x € R". Por el teorema
de Sintesis Espectral concluimos que f € i"(M). Como rv(f) = F, entonces F
€ M demostrandose asi que M es cerrado. Q. E.D.

Sea & la coleccion de todos los ideales de C%(R™) cuyos ceros estan confor-
mados por una subvariedad de R" de clase C? Sea I € %y f € I. Denotamos
i(f) la pareja (Df/V, D*/V) donde V = Z(I). Para cada I € & i(I) es un
submédulo de W'(V, R™*.

Enunciaremos a continuacién una lista de propiedades de las aplicaciones @
e 1%, cuyas demostraciones pueden consultarse en [7].

a) Siles un ideal cerrado (I € &) entonces i(I) es un submoédulo cerrado.

Ademas I = i71(i(I)) en tal caso.

b) La aplicacion I — i(I) restringida a los ideales cerrados (de &) es

biyectiva.

Los resultados de esta seccion nos proporcionan una demostracion del
siguiente

TEOREMA 3.3. Existe una correspondencia biunivoca entre la coleccion de los
ideales cerrados de & vy los submédulos cerrados de WXZ(I), R™* cuando I
recorre dicha coleccion. Esta correspondencia viene dada por I — i(I). Ademas
paracada x € Z(I), I, =i(l),,

4. C'-Perpendicularidad a subvariedades de R"

Sea Q un abierto de R". Sea {I,}.cquna coleccion de ideales (puntuales) I, C
A", para cada x € Q. Diremos que esta es una coleccion de Whitney si y solo
si existe un ideal @ en C™(Q) tal que, para cada x € Q, T,"Q = I,.

Con el proposito de introducir el problema de caracterizacién de las colec-
ciones de Whitney, presentamos la

PROPOSICION 4.1. Sea {I.}.cq una coleccion de ideales, con I, C A,™ para
cada x € Q. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) {I.}.eq es una coleccion de Whitney.
(i) Para cada xo € @ y cada p, € I, existe f € C™(2) tal que TRf = po ¥
T." f € I, para cada x € Q.

La demostracion es sencilla y puede consultarse en [2] y [7]. Esta proposicion
nos ensena que el problema de caracterizacion antes mencionado equivale a
un problema de construccion, de funciones diferenciables. Se observa ademas
que el comportamiento “interesante” a proposito de decidir si una coleccion es
de Whitney, es el que dicha coleccion presente sobre sus ceros. Es decir, sobre
el conjunto de los x en  tales que I, # A,™. Esto Gltimo se convierte entonces
en el problema de saber construir una funcion, cuyos ceros estan prefijados, a
partir de cierta informacion sobre sus derivadas.
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Consideramos el caso en que la subvariedad es el subespacio R*. Expresamos
R™ como el producto cartesiano R* X R™* y el punto genérico de R™ como

(x, ¥).
Sea v la inclusién canénica de R* en R™.

Definicion 4.2. Un C'-vector perpendicular al subespacio R* en el punto (0,
0) € R" es una pareja (f,(0), f1(0)) donde f,(0) € L'(R", R), 1(0) € L*(R", R)
satisfacen:

(i) £(0)-(Dy(0)) =0

(ii) £1(0)-(Dy(0), D¥(0)) = 0.

Las condiciones (i) y (ii) expresan que f,(0) v fi(0) se anulan sobre el
subespacio R”. Si interpretamos f,(0) como un vector de R" se tiene que f;(0)
= (0, A\), A\ € R"*. En términos de la base canénica de R", expresamos f;(0)

en forma matricial asi:
0 B
fl (0) = I:Bt C]

donde C es una matriz (n — k) X (n — k) simétrica, B es una matriz k X (n —
k) y B! es su matriz transpuesta.

PROPOSICION 4.3. Sea (f,(0), f1(0)) un C*-vector perpendicular al subespacio
R*. Entonces, existe f € C*(R™) que se anula sobre R* y tal que Df(0, 0) = f,(0),
D?(0, 0) = f1(0).

Demostracion. Sean f,(0) = (0, \) y fi(0) = [OL g:l Afirmamos que la

funcion f(x, y) = (y, B-x + 1C-y + \) ({, ) es el producto interno de R"*)
satisface las condiciones requeridas. En efecto, f es la composicion de las
funciones

R x R+ —Y s gt prr 2=%,5

Por lo tanto,
Df(0, 0)(u, v) = DP(0, \)-D¥(0, 0)(u, v).
Ademas,
Dy(0, 0)(u, v) = (v, B*-u + 3C-v).

Por lo tanto,

Df(0, 0)(u, v) = (A, v).
Concluimos entonces que grad (0, 0) = (0, ).

Por otra parte

D’f(0, 0)((u, v), (1, 0))

= D%(0, \)-((v, B*-u + 3C-v), (0, B*-u + 3C-0)).
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Como D%*P(0, \) es bilineal, entonces
D?*f(0, 0)((u, v), (&, 0)) = (v, B*-u + 3C-0) + (0, B*u + ;C-v) = A
Un calculo sencillo muestra que
(0 ((y, v), (g, v)) = A.

Por lo tanto, D2f(0, 0) = f; (0), finalizando asi la demostracion de la proposicion.

Definicion 4.4 Sea V una subvariedad de clase C*> de R". Un C'-vector
perpendicular a V en el punto x es una pareja (fo(x), f1(x)) donde f,(x) € L*(R",
R), fi(x) € L(R", R) tal que, existe una parametrizacion local ¥ de V alrededor
del punto x, de suerte que:

(1) folx)-(D¥(0)) =0, [?(0) = x].

(ii) fo(x)-(D*?(0)) + fi(x)-(D¥(0), D¥(0)) = 0.

La definicion anterior no depende de la parametrizacion Y. Esto es una
consecuencia de las dos proposiciones siguientes.

PROPOSICION 4.5. Sea V una subvariedad de clase C? de R™. Sea (fo(x), f1(x))

un C'-vector perpendicular a V en x tal que fo(x) = (0, \) y fi(x) = ['3 g .

Entonces, existe F € J*(V) tal que DF (x) = fo(x) y D*F(x) = f,(x).

Demostracion. Supongamos (sin pérdida de generalidad) que el espacio
tangente T,V = R* y R™ = R* X R"*. Denotemos v la parametrizaciéon local
alrededor de x = v(0) respecto la cual (fy(x), fi(x)) es un C'-vector perpen-

dicular. Supondremos ademas que Dvy(0) = [g’ donde I, es la matriz
n—k

identidad k X k y O,-, es la matriz idénticamente cero. Sea (x, y) el punto
genérico de R". Definamos H:R* X R"*— R™ mediante: H(x, y) = v(x) + (0,
y).

Entonces, DH(0, 0) = I, por lo cual H es un difeomorfismo local alrededor
del origen (0, 0) € R* x R**.

Sea ¢ el difeomorfismo inverso de H. Consideremos la proyeccion =;:R* X
R"*— Rdadapor mi(x,y) =y;,i=1,2, --- ,n—k.

Sea F; = w; o ¢. Se verifica facilmente que

(i) F;se anula sobre V.

(ii) VF;(0,0)= (0, ---,0,0, .--,1, ..., 0), donde el 1 occurre en el (k + i)-

ésimo lugar.
Por otra parte, D?F;(0, 0) = —x; e D2H(0, 0), de manera que

2 .
DZF,'(O, 0) = [D 'Yk+1(0, 0) 0]
0 0
Por lo tanto, A + Y7 N\;D%y,+:(0, 0) = 0 siendo fo(x) = (0, \) [condicién
(ii) de la definicion 4.4]. De esta forma, quedan explicitas las condiciones sobre
la matriz A.
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Consideremos, en consecuencia, la funcion
F = - 3t NF;
Se verifica entonces que F € C*(R"), se anula sobre Vy VF(0, 0) = (0, —\).
Finalmente, examinemos la segunda derivada de F en (0, 0).
D?F(0, 0) = — ¥7F \:D?F;(0, 0)
=-A

Es decir, D?F(0, 0) = [_1?) g] , finalizando asi la demostracion de la proposi-

cion.
A continuacion, consideraremos C*-vectores perpendiculares a V en el punto

v(0) = (0, 0) tales que £,(0, 0) = 0. Si £,(0, 0) = [gt g] . la condicién (ii) de la

Def. 2.3 se reduce a f,(0, 0)(Dvy(0), Dy(0)) = 0, por lo cual A = 0.
Consideremos la funcion
G:R*x R"* >R
G(x, y) = ((Prar(x, ¥), - -+, Pulx, ¥)), (B"(Pr(x, ¥), - - -, Prlx, ¥))
+ 3C- (Pra (%, ), -+, Pnlx, ¥)))
Es claro que

(i) G es una funcion de clase C? que se anula sobre V. La funcién ¢ =
(P1, -+, ¥,) que interviene en la definicion de G es la inversa del
difeomorfismo H, definido anteriormente.

La funcion G es la composicion del difeomorfismo ¢ con la funcion f de la
Proposicion 4.3 en la cual hacemos A = 0. Como D ¥(0, 0) = id, entonces
DG(0, 0) = Df(0, 0) y por lo tanto

(i) VG(0, 0) = (0, 0).

Finalmente,
D*G(0, 0) = D?f(0, 0)(id, id)

de modo que:
2 {0 B
(iii) D*G(0,0) = [B‘ C]'

De esta manera, queda demostrada la

PROPOSICION 4.6. Sean V una C2-subvariedad de R™, y(0, f,(0, 0)) un C*-
vector perpendicular. Entonces, existe G € J*(V) tal que VG(0, 0) = (0, 0) =
f0(07 O) y D2G(07 0) = fl(Oy 0)-



12 LUIS MORENO-ARMELLA
Conjuntamente, las dos proposiciones anteriores nos proporcionan el

TEOREMA 4.7. Sean V una subvariedad de clase C? de R™ y (fy(x), fi(x)) un
C*-vector perpendicular a V en el punto x. Entonces, existe F € J*(V) tal que
VF(x) = fo(x) y D°F (x) = f1(x).

5. Colecciones de Whitney en C%(R™)

Dada V subvariedad de R", de clase C?%, denotamos P.,'V la coleccién de
todos los C*-vectores perpendiculares a V en el punto x.

TEOREMA 5.1. Las siguientes condiciones son equivalentes:
52) La coleccion de ideales puntuales 8 = {I,}:eq,
I, C A,? corresponde al ideal J*(V).
(5.3) Para cada x € V, I, = P,'V y para cada x € Q\V, I, = A2

DEMOSTRACION. (1) = (2). Si x € Q\V, existe f € J%(V) tal que f(x) # 0.
Por lo tanto J%(V), = I, = A%

Six € Vy (fo(x), f1(x)) € P,'V entonces existe F € J*(V) tal que DF (x), =
fo(x), D*F(x) = f1(x).

T.2F se identifica con (f,(x), f1(x)). Por lo tanto P,'V C J*(V),, para cada x
€ V. Reciprocamente, si F € J% V) entonces (DF(x), D*F(x)) € P,(V), es
decir, T.2F € P.}(V). Esto muestra que J%(V), C P,}(V).

5.3 = 5.2. Se quiere probar que dados x, € Q, P, € I, existe f € C*(Q) tal
que T, *f = Poy T.f € I, para cada x € Q.

Sixe€N\V,PEIL = Axo2; como V es un subconjunto cerrado de (, existe
una vecindad N (x,) de x, contenida en Q\V, de modo que, para cada x € N(x,),
I.=A2

Existe f € C*(Q) tal que T.? f = P, y ademas como I, = A,” para cada x €
N(xo), T2f € I, si x € N(xo).

Existe ¢ € C*(Q) tal que ¢ = 1 en una vecindad N'(x) C N(x) y¢ =0
fuera de N(x,). La funcién F = ¢f € C*(Q), T, ’F = P, y para cada x € Q, T.’F
el.

Sixo € V, Py € I, = P, 'V entonces Py = (fo(xo), f1(%0)). Por el Teorema 4.7
existe F € JX(V) tal que DF (xo), = fo(x0), D*F(x) = f1(x). Como F se anula
sobre V, entonces para cada x € V, T,°F = (DF(x), D?F(x)) € P,)V =1I..

Fuera de V, es claro que T.)f € I, = A, Por lo tanto, la coleccion 8 es de
Whitney.

Sea J = {f € C*(Q); T,’f € I, para todo x € Q}. Entonces, J es un ideal y
sus localizaciones puntuales son precisamente las I.. Los ideales J y J%(V) son
cerrados y en cada punto x € Q poseen las mismas localizaciones. Entonces,
por el teorema de Sintesis Espectral, J = J%(V) terminando asi la demostracion.

Para finalizar este capitulo, consideremos el caso en que V es una subva-
riedad de clase C! estrictamente. Entonces, si f € C2(R") se anula sobre V, su
derivada Df = 0 sobre V. Por lo tanto para cada x € Vycada T € T,V se
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tiene D*f(x)(T, N) = 0 siendo N cualquier vector perpendicular a V en el
punto x.

Podemos suponer que el espacio tangente a V en el origen 0 de R" es el
subespacio R*. Si expresamos D?f(0) en forma matricial respecto la base usual
€1, + - €y, €1, + -+, €, de R™ tendremos:

D*(0) = [g g]

r=n— k, \ij= D?*f(0)(ex+i, ers;), paral <i,j<r.

Con el proposito de caracterizar las colecciones de Whitney que correspon-
dan a ideales J?(V), presentamos la siguiente version del teorema de “productos
rugosos”. La demostracion puede consultarse en [7] o en [3].

PROPOSICION 5.4. Sean f, g € C{(R™) que se anulan sobre V. Entonces, existe
H € W*(V) que es 1-plano sobre V y verifica T,>H = Df(x) - Dg(x), para cada
x € V. (- indica el producto simétrico de aplicaciones lineales.)

Los procedimientos anteriores nos permiten elaborar la construccion que
sigue: Dada la matriz

_fo o - o
A—[O )\ij]ISL,]sr,r—n k
procedemos a construir F € J%(V) tal que D2F(0) = A. Sean fi, - - -, f, de clase
C* sobre R™ que se anulan sobre V'y tales que (Vf;(0), ;) = §;;.

A partir de los productos f;- f;, mediante el empleo de la proposicion anterior,
podemos construir funciones F;; € J*(V) tales que:

D?F;;(0)(ex, €) = b6
Es claro entonces que F = Y7 ;_; \;;Fj;es de clase C* sobre R" se anula sobre V
y D?F(0) = A. Lo anterior demuestra el

TEOREMA 5.5. Sea V una subvariedad de R", estrictamente de clase C*. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(5.6) La coleccion 0 = {I,},cq, I, C A,? proviene del ideal J*(V).
(5.7 L =P'VsixeVel,=A2six € Q\V.

6. Construccion de funciones de CZ(R?): caso no-singular

Sea V una subvariedad unidimensional del plano de clase C* excepto en x,
donde es de clase C* estrictamente. Sin pérdida de generalidad, supondremos
que xo = (0, 0) y ademas que V es tangente al eje de las x en el origen. Como
vamos a trabajar en una vecindad del origen, bastara describir V de manera
implicita. Sea #: R — R de clase C* excepto en el origen donde es C!
estrictamente. La parte de V que nos interesa, es el compacto K dado por K =
{(x, P(x)); —=x=<1},P(0) =¢’(0) =0.

Definicion 6.1. Sea (fo, fi) € WK, R?. Diremos que (f;, f1) es un jet de
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Whitney perpendicular de clase C* sobre K si: _
(1) Paracadax € K, x # 0, fo(x) € (T.K)'y fo(0) =0.
(2) Para cada vector tangente T, a K en el origen, f,(0)(T, T') = 0.

Como antes, W'(K, R?)"* denota el espacio de jets perpendiculares de clase
C' sobre K.

Nuestro objetivo es estudiar condiciones bajo las cuales si (fo, fo) € W'(K,
R?%)*entonces F = (0, fo, f1) € W(K). Sea ¢/(t) = (t, (t)) donde ¥ es la funciéon
que define implicitamente a K, alrededor del origen. Un estudio cuidadoso del
residuo (R,’F)° y, donde (x, y € K) nos permite afirmar:

Una condicion necesaria y suficiente para que F = (0, f;, fi) sea un jet de
Whitney de clase C? es que

(s —t)?

Construyamos ahora un jet perpendicular sobre K, de clase C*. Sea fy(x,
?(x)) = x(—¥’(x), 1). Entonces, f, es un campo perpendicular continuo, sobre
K, y se anula en el origen. Como se quiere extender f; a un campo perpendicular
de clase C*, resulta natural suponer que la funcion h(x) = x¥’(x) es de clase
C* sobre R.

En general, si (fo, 1) € W'(K, R*)" entonces

foly) = folx)
ly — x|

donde T es tangente a K en el punto x,. Este limite indica que f, determina f;
en las direcciones tangentes a K. Entonces, para f, definida por f,(x, ?(x)) =
x(—%’(x), 1) tendremos:

62 i, ot 0, U2 = S 470> = 0

fl (xO) T = 1imx,y—>xo

AO)T = (0, £1)

Para completar la definicion de f;, hace falta definirla, en las direcciones
normales a K. Consideremos una curva V de clase C', N un campo perpen-
dicular unitario a V y A una funcién continua definida sobre dicha curva. Es
claro entonces que (0, AN) € W'(V, R?*. En cada punto x € V consideremos

0 o0
0 A®) escrita con relacion a la base del plano, determinada
por la tangente y la normal a V en el punto x. Con esta notacién, tenemos la
siguiente

PROPOSICION 6.2. Sea F = (0, 0, B). Entonces F € W(V).

La demostracion, que es sencilla, puede consultarse en [7]. Conjuntamente,
esta proposicion y el teorema de Extension de Whitney nos permiten afirmar
que existe una funcion f € C%R?) que se anula, ella y su primera derivada
sobre V, y cuya segunda derivada D?f(x) = B(x), para cada x de V. Esto es,
D?*f(x)(N, N) = A(x), x € V. De manera que, al construir una funcion de clase
C? que se anule sobre V podemos escoger la segunda derivada en cada x € V.

la matriz B(x) =
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Volviendo a la construccion de f,, debe tenerse en cuenta que, al interpretarla
como aplicacion bilineal, ha de ser simétrica. Sea fi(x)N = (A;(x), Aa(x)).
Entonces, (fi(x)N, T) = M(x) + Mx)P(x) y (i(x)T, N) = —¢’'(x)* —
xP’(x)?P”(x) £ 1. Por la proposicion anterior podemos tomar A\, = 0, por lo
tanto ha de verificarse A;(x) = +1 — ©’(x)? — x®’(x)¥” (x), para cada x de K.

Se define
filx)N = (1 — ¢’ (x)* — 2’ (x)?" (x), 0)
para cada x de K. Esto completa la definicion de f,. Con las notaciones
anteriores tendremos:
TEOREMA 6.4. F = (0, fo, fi) es un jet de Whitney de clase C* sobre K.
En la demostracion de este teorema emplearemos la nocion de separacion
regular introducida por Lojasiewicz ([6], [8]).

. Definicion 6.5. Sean K, y K, subconjuntos compactos de R". Se dice que K;,
K, estan m-regularmente separados (m = 1) si son disjuntos o bien si se
cumple:

(Am)

Existe una constante ¢ > 0 tal que, para cada x € K; d{(x, K;) =c-d(x, K, N
Ky).

Consideremos las funciones:

WK, U Ky) 5 WK, @ W(K,), donde o(F) = (F| K, F|Ky).

W™K, & WK,) 5> W™K, N K;), donde =(F,G)
= (F|K; N K;) — (G| K, N Ky).
Se tiene entonces la siguiente proposicion ([6], [8]).
PROPOSICION 6.6. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Los compactos K;, K, estan m-regularmente separados.
(b) La sucesion

0 — WK, U Kz) & Wn(K) @ Wn(Ky) B> WK, N Kz) — 0
es exacta.

Demostracion del Teorema 6.4. Sabemos que (fo, f1) es un jet perpendicular
de clase C* sobre K. Por tanto, sera suficiente probar que [(R.2F)% | = O(|y
—x]), x, y € K. Demostraremos esto, primero para cuando x, y estan ambos
“a la derecha” del origen, sobre K. (Diremos que x = (t, ¥ (t)) esta a la derecha

del origen sobre K si t > 0).
Sean x = (¢, P(t)), y = (s, P(s)) para 0 < t < s. En virtud de la condiciéon

(6.2) basta verificar que
P(s) — P(t)
s—1

(6.7) lim, o 1 ( 4 ’(t)) = 0.
s—t
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Por el teorema del valor medio,
t <<p (s) — @(¢)

u-—t
s—1

(Pll
s—t s—1 (r)

) e

u

-t
donde 0 <t<r<u<s. Como ; =< 1 entonces

s —

< [tP"(r)| = |re”(r)].

-t
‘tu—‘P”(r)
s—t

Como la funcién h(x) = x¥®’(x) es de clase C* sobre R entonces r®”(r) — 0 si
r — 0. Cuando s, t — 0 entonces r — 0 y por lo tanto se cumple (6.7).

Sis <t <0, la demostracion es completamente analoga.

Falta estudiar el caso en que t < 0 < 5. Sean

K ={(t,®(t);,-1=t=0}, Ku={(t,P(t);0<t=1}.

F, =, f| K, filK;),i=1, 2. Acabamos de demostrar que F;, F, son jets de
Whitney y coinciden sobre K; N K; = {(0, 0)}. Es sencillo demostrar que K; y
K, estan regularmente separados ([7]). En virtud de la proposicion 1.5, F1 y F,
admiten una extensiéon comun a K, U K, = K. Esto muestra que F = (0, fo, f1)
€ W2(K), terminando asi la demostracién del teorema.

Observacion sobre el Teorema 6.4. Sea g una funcion de clase C! sobre el
plano tal que g(0) = 0. Entonces fy(x, ¢(x)) = g(x)(—%’(x), 1) es un campo
perpendicular de clase C’ sobre K. Es interesante observar que, en este caso,

£(0, 0)T = (0, +£'(0))

de modo que la aplicacion f,(0, 0) € L(R?, R) es no-singular si g’(0) # 0.

Aplicando conjuntamente el teorema (6.4) y el teorema de extension de
Whitney queda garantizada la existencia de funciones de clase C? sobre el
plano, tales que su primera derivada se anula en el origen y su segunda
derivada, en el origen, es no-singular.

El caso singular

En la parte final de esta seccion estudiaremos la construccion de funciones
de clase C? cuyos ceros estan conformados por una cuspide. Mas precisamente,
los ceros: K = K; U K, estan descritos asi

Ko={(x,0);0=x<1}.
K = {(x,P(x)); 0 =x <1}

La funcién ¥ verifica las siguientes condiciones:

(i) ¥ es de clase C? excepto en el origen, en donde es de clase C* estricta-
mente.

(ii) ¢(0) = ¢’(0) = 0. Ademas ¥ (x) > 0 para x > 0.
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Ejemplo. Sea ® (x) = x'**, para 0 <a < 1. La funcion ¥ verifica las condiciones
(i) y (ii) anteriores. La funcién ¥ (x) = x*? es de este tipo y es un ejemplo
particularmente interesante.

Una vez definida f, sobre K;, la definicion de f, sobre K; no es independiente
de fo/K; puesto que ha de cumplirse:

Dados Y = (y, ?(y)) € K3, Y = (y, 0) € K,. Como (fq, f1) debe ser un jet de
clase C* sobre K = K; U K,, entonces:

(6.8) 1/o(Y) = fo(Y) = A(D(Y = D) =0l Y =Y.
Por lo tanto:

fo(Y) = fo(Y)
1y -7YI

Una forma conveniente de definir f, sobre K = K; U K; es la siguiente:
{fo(x, P(x)) = P @X) (=P (x), 1)
folx, 0) = =P (x)(0, 1)

De inmediato se verifica que mediante estas definiciones se satisface (6.8).
Debemos definir f; sobre K para obtener

(fo, /) € WK, R?).

Definicion de f, sobre K. Se quiere que (fo, f1) € W*(K;, R?). Por lo tanto,
debe tenerse:

fo(Y) = fo(X)

(T es una direccion tangente)
1Y = X #

AX)T = hmY,X—»Xo

Explicitamente,
fo(Y) = fo(X) = 32 (y)(=%'(y), 1) — 3¢ (x)(=¥'(x), 1)
=3P (X)P'(x) — L(NP' (), P(y) — P(x))

Como ¥ es de clase C* sobre R,

e(y) — 2\ N 22
[1+( T )] XySx L+ @@

Entonces para X, # 0 tendremos:

R = (02") (20, 30" (50)
0

Fuera del origen ¥’ es de clase C'. El problema se presenta si X, = 0 =
(0, 0). En tal caso:

AO)T = limxy_5 ("’<x)"”(x) —P(NP'(y) P(y) — ¢(x))

21X -Y| T2 X -Y|
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Como ¢’ (w) — 0 si w — 0, basta dividir entre | y — x |. Entonces:

)T = (1imx,y_,0 % <p(x)<p'(ic; = ‘z(ly)«w(y), 0) pties 9°(0) = 0

Antes de estudiar la existencia del limite hagamos algunas observaciones.

Se quiere que el campo fo(x, P(x)) = P(x)(—¥P’(x), 1) sea de clase C'. La
funcion ¥’ es de clase C' excepto en el origen. Es natural, por tanto, pedir que
la funcion ¥’ sea de clase C' sobre una vecindad del origen.

Bajo esta hipotesis sobre #¥’, el limite existe y es cero.

Pasamos ahora a la construcciéon de f; en las direcciones normales N, al
compacto K;. Sea fi(X)N = (A\1(x), A2(x)). Vista como aplicacién bilineal, f;(X)
debe ser simétrica. Por tanto, ha de verificarse la identidad

(AX)N, T) = (A(X)T, N)
Por otra parte:
(A(X)T, N) = ((PP') (x), ¢’ (%)), (-¢'(x), 1))
= —3¢'(x)-(PP’) (x) + 2P’ (x).

En virtud de la proposicion 6.3, podemos tomar As(x) = 1. Entonces, \,(x)
=@'(x)(P¥P’) (x). De manera que, entérminos de la base (T, N) en cada X €
K, un f,(X), admisible, esta dado por la matriz

_ 3PP (x) =9 () — ¢'(0)(P9") ()]
<[ 1 ]

Sabemos que fo(x, 0) = —39(x)(0, 1). Para cada X € Ko, f1(X) esta dada por
la matriz:

0 e
AX) = [ 107(x) 2¢1(x) ]

en términos de la base T = (1, 0), N = (0, 1) en el punto X. Los procedimientos
para obtener f; | K; son los mismos que empleamos para obtenerla sobre K;.

PROPOSICION 6.9. Con las notaciones anteriores (fo, f1) € WK, R*)*
La demostracion de esta proposicion puede consultarse en [7].
TEOREMA 6.10. Sea F = (0, f,, f1). Entonces F € W*(K).

Demostracion. Es suficiente demostrar que [|(Rx*F)°(Y)| = O(|| Y — X|?)
para X, Y € K.

Primero, tomemos X, Y € K,. Entonces X = (x, ?(x)), Y = (y, ¢(3)).
—(Rx*F)’(Y) = fo(X)(Y = X) + 31(X)(Y — X)% En virtud de la continuidad
de f;, podemos reemplazar f;(X) por f,(0), para efectos de tomar limites cuando
X, Y—o.
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Estudiemos pues la expresion:
A = f(X)Y - X) + 3A(0)(Y - X)*.
Sillall=0(]Y— X|? entonces [(Rx’F)(Y)| = O(] Y — X ||?). Ahora,
30)(Y — X)? = P (y) — (%))

fo(X)Y = X) = 39 (@)[P(y) — P(x)] — 3y — 0P ()P’ (x).
Entonces
f(X)(Y = X) + 3AH(0(Y — X)? = #(y) — ()]
+ 4P () — PP + P @[P(y) — P)] — Hy — 0)P ()P (x).
Notese que | Y — X ||? = (y — x)? por tanto,

e -2 _1 [wy) - mx)]?
[Y-X|* ~ 4 y—x x,y—0

Luego [?(y) — ¢(x)]?2 = O(] Y — X |?). Falta estudiar, de A, la expresion:
Ar = 3P () — 32 (x)* = (y — 0P (x)P’ (x)}.
Notese que la funcion g(x) = 3¢ (x)? es de clase C? sobre R. Ademas:

g"(x) = ¢’ (x)* + P(x)¥"(x) —500=¢80,

puesto que la funcion $¥’ es de clase C! sobre Ry (¥¥’)’(0) = 0.

N

De manera que, podemos escribir A; en la forma:
Ar = 3g(y) — g(x) — (y — 2)g’ (%) — 3}y — %" ()} + 3y — x)’8"(x).
Como g”(x) — 0 cuando x — 0 entonces:
1(y—2)°|g"(x)
2 |y-X|°
Resta estudiar, de A, la expresion
Rog(x, y) = [38(y) — g(x) — (v — 2)g"(x) — 3y — 2)°%g" (x)]

Per62 I Rag(x, )|l = O(ly — x|, ([1], pag. 50) por tanto, | A; || = O(]| Y —
X1)).

Lo anterior pureba que || (Rx*’F)(Y)| =0(| Y- X|»)si X, YEK,.
Para el caso X, Y € K, es inmediato que [[(Rx*F)°(Y)| = O(] Y — X|?).
Consideremos pues Y € K;, X € K,. Bajo estas condiciones,

foX)(Y = X) = ((0, =3 (x)(y — x, P(¥))) = —$¥P (x)? ()

1
<= |g"(x)) —>0.
5 187 @I ——=5>0

$HO)(Y — X)* = 3¢ (y)
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Por tanto,

Al L[PW) - P@]-9(Y)
Iy -X|?" 2 ly —x|-¢(y) X,Y—>0
Esto prueba que [|[(Rx*F)°(Y)|| =0 (]| Y — X|?).
Puesto que f; es continua y (fo, f1) € W(K, R?) se concluye que ||(Ry?F)*(X)|
= 0(]| Y — X|?), completando asi la prueba del teorema.

En virtud del Teorema 6.10 y del Teorema de Extension de Whitney se
obtiene el siguiente resultado.

>0

TEOREMA 6.11. Existe F € C*(R?) que se anula sobre la (semi)-cuispide K =
K, U K, descrita en_esta seccion; ademas DF(0) = 0 y D?F(0) # 0 estd dada

9 [0 0
por D°F(0) = 0 1

A continuacién nos proponemos construir un jet de Whitney de clase C? de
la forma F = (0, fi, f), sobre la cuspide K = K, U K, tal que f;(0) # 0. La
cuspide K esta descrita mediante una funcion ¥, definida sobre R, que satisface
las condiciones siguientes:
(i) ¥ es de clase C? excepto en el origen en donde es de clase C! estricta-
mente.
(i1) ¢(0) = ¥’(0) = 0. Ademas ¥ (x) > 0 para x > 0.
(iii) La funcion ¥’ es de clase C! sobre R.
Los compactos K; y K, estan descritos asi:

Ki={xYx);0=x=<1}, K ={x—?x);0=<=x=<1}.
Pasemos ahora a la construccion del jet (fi, fi). Sea
folx, — P(x)) = =P (x)(¥'(x), 1) (sobre K2)
folx, P(x)) = P(x)(—¥'(x), 1) (sobre K1)

La definicion de f; sobre K debe ser tal que f,(0), escrita respecto la base

00
01

(6.12)

usual del plano, tenga por matriz la . En los demas puntos de K,

definimos f, de la siguiente manera: considérese la base T = (1, ¢’ (x)), N =
(—%’(x), 1) en cada punto (x, ¢(x)) de K; y definase fi(x, ?(x)) mediante la
matriz

(6.13) filx, (%)) = [g’:zc'))'(x) so'(x)(‘q(P')/(x)]

Para obtener la expresion correspondiente de f, sobre K;, reemplazamos ¥
por —% en (6.12).

PROPOSICION 6.14. Sea (fo, f1) el jet definido por 6.12 y 6.13. Entonces,
(fo, 1) € WH(K, R?™.
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La demostracion, sencilla, puede consultarse en ([7]).

PROPOSICION 6.15 Sea (fo, f1) el jet de la proposicion anterior. Entonces, F =
, fo, /1) € WHK).

Demostracion. Sera suficiente, probar que
I(R2F)°(Y)|l = O(]| Y = X ||?). Por la continuidad de fi,

en la expresion (Rx*F)°(Y), podemos

reemplazar f1(X) por f1(0). Debemos probar que A = fo(X)(Y — X) + 3f,(ONY
—X)?es O(]| Y — X|[?). Sean X = (x, (x)), Y = (y, #(¥)). La funcién g(x) =
10 (x)? es de clase C? sobre R y g”(0) = 0. Empleando el argumento dado en la
demostracion del Teorema 6.10 se concluye que | A] = O(] Y — X|?). Si X,
Y € K, se procede analogamente.

Finalmente, se observa que
—(Ry’F)(X) = (RX’F)(Y) + [fo(Y) — fo(X) — fL(X)(Y — X)]
(Y = X) + i A(Y) - AXDNY — X)2

Como f, es continua y (fo, f1) € WK, R?), se concluye que [(Ry’F)°(X)| =
O Y = X|». Queda demostrado pues, que F es un jet de Whitney de clase
C2

Si la caspide K = K, U K; esta descrita mediante las funciones ¢, y ¢, de
manera que: K; = {(x, P(x)); 0= x < 1,i=1, 2}, y, ademas, ¥; # *+¥,, diremos
que K es una “cuspide asimétrica”. Naturalmente, pedimos que ¥; sea de clase
C? fuera del origen y de clase C?, estrictamente en el origen. Ademas ¢,’(0) =
0. Una familia interesante de cispides asimétricas es la descrita mediante las
funciones ¥;(x) = x'*%, Py(x) = —x'*°, 0<a < b, Si b < 1, ¥, es estrictamente
C* en el origen. Los procedimientos empleados previamente para construir jets
perpendiculares de clase C* sobre cuspides, no son generalizables, directa-
mente, al caso asimétrico. Asi puede darse ejemplos de jets de clase C? sobre
K, y K,, por separado, que no son de clase C? sobre K. Sin embargo, con ciertas
modificaciones es posible obtener teoremas analogos al 6.10 y 6.15 de la
presente seccion. Véase [7] para mayor informacion.

7. Estratificaciones y localizaciones

A continuacion vamos a estudiar las localizaciones de ideales J*(K), para K
un subconjunto cerrado del plano. Sobre K impondremos la condicion de que
sea “estratificable”. Por ello se entendera que podremos clasificar los puntos
de K dentro de ciertos “tipos” que pasamos a describir.

Tipo 1. Un punto x de K es de tipo 1 si y solo si existe una vecindad V(x)
de x, en el plano, tal que V(x) N K esta contenida en una subvariedad del
plano de clase C2. Si f es una funcién de clase C? que se anula sobre K, entonces
su polinomio de Taylor T,*f = (0, Df (x), D*f (x)). De manera que los elementos
de J%(K), pueden verse como parejas (fo(x), fi(x)) de una aplicacidn lineal fo(x)
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sobre el plano, que se anula en la direccion tangente de K en x, y de una
aplicacion bilineal simétrica fi(x) sobre el plano. De hecho, (fo(x), fi(x)) es un
C*-vector perpendicular.

Aplicando el Teorema 5.1 obtenemos la caracterizacion de las localizaciones
de JX(K) alrededor de x (es decir, sobre V(x) N K).

Observacion. Sea f € J*(K). Puede suceder que D?f (x) sea una forma bilineal
no-singular En tal caso, ello significa que los ceros de f, Z[f], poseen una rama
transversal a K en el punto x. Se debe considerar también la posibilidad de
que D?%f (x) sea singular. Esto sucede si Z[f] = K alrededor de x (en cuyo caso
ademas se puede tener Df(x) # 0) o Z[f] posee una rama que intersecta
tangencialmente a K en el punto x.

Tipo 2. Un punto x de K es de tipo 2 si y solo si existe una vecindad V(x)
de x, en el plano, tal que V(x) N K esta contenida en una subvariedad del
plano, de clase C! estrictamente. Si f es una funcion de clase C? que se anula
sobre K, entonces Df(x) = 0, de modo que su polinomio de Taylor T.*f solo
contiene parte cuadratica: T.2f = (0, 0, D?f(x)). Esto indica que J2(K), esta
constituido por C!-vectores perpendiculares de la forma (0, f1(x)) siendo fi(x)
bilineal singular.

Estamos pues en condiciones de aplicar el Teorema 5.5. y obtener la
caracterizaciéon de las localizaciones de J%(K) alrededor de cada punto x de
tipo 2.

Observacion. Si f € J%(K), puede suceder que D%*f(x) = 0. Esto se tiene si
ademas de anularse sobre K, f se anula sobre una rama transversal a K en x o
sobre una rama que intersecta a K, tangencialmente en x. Entonces, solo si
Z[f] = K alrededor de x, puede tenerse que D*f (x) # 0.

Tipo 3. Un punto x de K es de tipo 3, si y solo si, existe una vecindad V(x)
de x en el plano tal que V(x) N K esta contenida en una variedad de clase C?
excepto en x donde es, estrictamente de clase C*.

Sea f una funcion de clase C? que se anula sobre K. Entonces Df (x) = 0. Si
Zif] = K, alrededor de x, entonces el cono tangente de Z[f] en x, contiene una
sola direccion. Por tanto D?f (x) es singular; sin pérdida de generalidad podemos
suponer que el cono tangente a Z[f] en x es el eje x y la direccion normal a
Z[f] en x es el eje y. Entonces, respecto estos ejes de coordenadas D% (x) toma

00
0 A

representan elementos de J*(K),. La proposicion 6.3 nos permite construir
elementos de J%(K).. Sin embargo, para la caracterizacion completa de las
localizaciones de J%(K) alrededor de x (un punto de tipo 3) puede ser necesario
considerar otra clase de elementos en J*(K),, ademas de los mencionados en
lineas anteriores. Las consideraciones que haremos a continuacion tienen por
objeto aclarar este punto. ,

Sea ¥: R — R una funcion de clase C? fuera del origen y de clase C?,

la forma B(x) = A un namero real arbitrario. Estos pares (0, B(x))
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estrictamente, en el origen. Dado un punto x de K, de tipo 3, podemos suponer
(sin pérdida de generalidad) que la subvariedad que contiene V(x) N K es
tangente al eje x en el origen; ademas que x = (0, 0). Supondremos ademéas que
los puntos de V(x) N K se pueden representar como (z, ¥(z)) para z en una
vecindad del origen.

En estas condiciones, diremos que el punto x de K es TIPO 4 si y sélo si
xP”(x) — 0 cuando x — 0.

Los resultados de la seccién 6 nos dicen que dado x un punto de tipo 3,
existe un C'-vector perpendicular (f;(x), f1(x)) con fi(x) no-singular tal que F
= (0, fo(x), f1(x)) es un jet de Whitney de clase CZ sobre K, si y solo si x es de
tipo 4. De manera que si x es de tipo 4, existen en J?(K), elementos (f(x),
f1(x)) con fi(x) no-singular.

 Ejemplo (Un punto de tipo 3 que NO es de tipo 4). Sea ¥ (x) = x*2.sen ;1;,

six#*0a=%1y®0)=0.

Se quiere probar que ? es de clase C? fuera del origen, de clase C’,
estrictamente, en el origen y ademas que x¥”(x) no converge a cero si x
converge a cero. Un calculo directo muestra que, para x # 0:

1 1
¢’(x) = 3 x*.sen — + a-x'/*.cos —
X x

2

1 1 a 1 1
¢7(x) =% x%.sen — — 3 a-x7¥*.cos — + — sen — +
x 2 x x

a
—x 3. cos —.
x

4

1
Es claro que ¢’(x) — 0 si x — 0. Por otra parte ¢’(0) = lim,_,x*?-sen pr

={0.
Esto muestra que ¢ es de clase C* alrededor del origen. Fuera del origen, es
visible que ¥ es de clase C. Por otra parte, para x # 0 tenemos:

1 1 a 1 1
x¥P”(x) = (% x2.sen — — § xM*.cos = + — x/*.cos —;) + a®.sen —
x x4 x X

Lo que esta entre paréntesis, en la expresion de x?”(x), converge a cero si x
1

converge a cero. Pero a®-sen — no converge a cero cuando x converge a cero.
X

Por tanto x¥”(x) no converge a cero si x — 0. Hemos probado entonces que el
origin (0, 0) es un punto de tipo 3 pero no de tipo 4, del cerrado K = {(x, ¢ (x));
-l=x=<1}.

Observacion. Dado el cerrado K y x € K un punto de tipo 3. Sea f € JX(K).

Lo que hace posible que Z[f] tenga una rama transversal a K en el punto x, es
precisamente, que x sea de tipo 4.

Tipo 5. Un punto x de K es de tipo 5 si y solo si, existe una vecindad V(x)
en el plano, de x tal que V(x) N K esta contenida en dos subvariedades del
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plano de clase C? excepto en x donde se intersectan tangencialmene; y alli son
de clase C? estrictamente. Ademas 9¥?’ es de clase C! alrededor del punto x.

Sea f una funcién de clase C? que se anula sobre K. Entonces Df(x) =0y
necesariamente D?f(x) es singular, pues el cono tangente de K en x posee una
sola direccién ([5], pag 45). De manera que los C'-vectores perpendiculares a
K en el punto x de tipo 5, solo pueden ser de la forma (0, B(x)) siendo B(x)
bilineal singular.

Los teoremas 6.10 y 6.15 constituyen las piezas fundamentales para obtener
la caracterizacion de las localizaciones de J?(K) alrededor de un punto de tipo
5.
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