{QUE ES LA GEOMETRIA ELEMENTAL?

Por ALFRED TARSKI

En el lenguaje ordinario el término geometria elemental es usado vagamente
para referirse al cuerpo de nociones y teoremas que, siguiendo la tradicién de
los Elementos de Euclides, forman el material de los cursos de geometria en
escuelas secundarias. De este modo, el término no tiene un sentido bien deter-
minado y puede estar sujeto a diversas interpretaciones. Si queremos hacer de
la geometria elemental un tépico de investigacién metamatematica y obtener
resultados exactos (no dentro, sino) acerca de esta disciplina, se hace necesaria la
eleccién de una interpretacién definida. En efecto, tenemos en tal caso que
describir de manera precisa cudles proposiciones pueden ser formuladas ep
geometria elemental y cudles de ellas pueden reconocerse como validas;en otras
palabras, tenemos que determinar los medios de expresién y de demostracién
con que la disciplina es provista.

En este articulo’ nos ocuparemos primordialmente de una concepcién de la
geometria elemental que, @ grosso modo, puede describirse como sigue: con-
sideramos como elemental aquella parte de la geometria euclidiana que puede ser
Sformulada y establecida sin el auxilio de métodos de la teoria de conjuntos.

Con més precision, la geometria elemental se concibe aqui como una teoria con
formalizacién corriente (standard) en el sentido de [5].” Es formalizada dentro
de la légica elemental, esto es, del cdlculo elemental del predicado. Se supone
que todas las variables z, y, 2, - - - , que figuran en esta teoria, recorren los ele-
mentos de un conjunto fijo: los elementos son llamados puntos y el conjunto el
espacio. Las constantes légicas de la teoria son (i) los conectivos proposicionales—
el simbolo de negacién —, el simbolo de implicacién —, el simbolo de disyuncién
v,y el simbolo de conjuncién A ; (ii) los cuantificadores—el cuantificador uni-
versal /\ y el cuantificador existencial \/; y (iii) dos predicados binarios es-
peciales—el simbolo de identidad = y el simbolo de diversidad #. Como cons-
tantes no légicas (simbolos primitivos de la teoria) podemos elegir cualesquiera
predicados que denoten ciertas relaciones entre puntos, en términos de las
cuales se sepa que son definibles todas las nociones geométricas. De hecho

1 Este articulo es una versién ampliada de una plética sostenida por el autor ante la
Sociedad Matem4gtica Mexicana, en la Ciudad de México, el 8 de agosto de 1957. En su
forma actual fué presentado al Symposium Internacional sobre Método Axiomdtico en la
Universidad de California, Berkeley, el 27 de diciembre de 1957. El articulo fué preparado
para su publicacién, cuando el autor trabajaba en un proyecto de investigacién sobre los
fundamentos de las mateméticas, sostenido por la U. S. National Science Foundation.

2 Uno de los principales objetivos de este articulo es exhibir el significado de las nociones
v métodos de la 16gica moderna y de la metamatem4tica para el estudio de los fundamentos
de la geometria. Para las nociones 16gicas y metamatems4ticas contenidas en la discusién,
consultese [5] v [6] (vea la bibliografia al final del articulo). El principal resultado meta-
matems4tico, sobre el que se basa la discusién, fué establecido en [4]. Para las nociones y
resultados algebraicos, consiltese [8].
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tomamos dos predicados con este propdsito: el predicado ternario 8 usado para
denotar la relacién de interestancia y el predicado cuaternario § usado para
denotar la relacién de equidistancia; la férmula B(xyz) se lee y estd entre x y 2
(sin excluir el caso en que y coincida con z o con z), mientras que §(xyzu) se lee
la drstancia de x a y coincide con la de z a u.

Asi, en nuestra formalizacién de la geometria elemental, sélo los puntos son
tratados como individuos y son representados por variables (de primer orden).
Como la geometria elemental no tiene base en la teoria de conjuntos, su formaliza-
cién no proporciona variables de orden superior y no se dispone de simbolos para,
representar o designar figuras geométricas (conjuntos de puntos), clases de
figuras geométricas, etc. Ha de ser claro, sin embargo, que podamos expresar en
nuestro simbolismo todos los resultados que pueden encontrarse en los textos de
geometria elemental y que son formulados en términos que hacen referencia a
diversas clases especiales de figuras geométricas, tales como lineas rectas, circulos,
segmentos, tridngulos, cuadringulos, y, mis generalmente, poligonos con un
nidmero fijo de vértices, asi como ciertas relaciones entre figuras geométricas de
estas clases, tales como congruencia y semejanza. Esto es esencialmente conse-
cuencia del hecho de que, en cada una de las clases recién mencionadas, toda
figura geométrica estd determinada por un nimero finito fijo de puntos. Por
ejemplo, en vez de decir que un punto z estd en la recta determinada por los
puntos z y y, podemos afirmar que es vilida 8(xyz) o B(yzz) o bien B(zzy); en
vez de decir que dos segmentos con extremos , y y «’, ¥’ son congruentes, simple-
mente afirmamos que 8(zyz’y’).}

Una proposicién formulada en nuestro simbolismo se considera vélida si es
consecuencia (seméntica) de las proposiciones adoptadas como axiomas, es decir,
si se verifica en toda estructura matemética en que los axiomas se verifican. En
el caso presente, en virtud del teorema de completitud para la légica elemental,
esto equivale a decir que una proposicién es valida si es deducible de los axiomas

3 En varias formalizaciones de la geometria (elemental o no) conocidas en la literatura’
y en particular en todas aquellas que siguen los lineamientos de [1], son tratados como
individuos, no sélo los puntos, sino también ciertas figuras geométricas especiales, y son
representadas por variables de primer orden; usualmente las tnicas figuras geométricas
tratadas en esta forma son las lineas rectas, los planos y, m4s generalmente, los subespacios
lineales. Las relaciones de pertenencia e inclusién, entre un punto y una figura geométrica
especial o entre dos figuras tales, son reemplazadas por la relacién geométrica de incidencia,
y el simbolo que designa esta relacién va incluido en la lista de simbolos primitivos de la
geometria. Las figuras geométricas restantes son tratadas como conjuntos de puntos y
pueden ser representadas por variables de segundo orden (suponiendo que el sistema de
geometria en discusién es provisto de una base en la teoria de los conjuntos.) Este punto de
vista tiene sus ventajas para propdsitos concretos de la geometria proyectiva; en efecto,
facilita el desarrollo de la geometria proyectiva al dar una formulacién conveniente del
principio de dualidad, y conduce a colocar esta geometria bajo la teoria algebraica de las
redes (l4tices). En otras ramas de la geometria dificilmente puede justificarse un procedi-
miento andlogo; el tratamiento no uniforme de las figuras geométricas parece ser intrin-
secamente no natural, obscurece la estructura légica de los fundamentos de la geometria,
y conduce a algunas complicaciones en el desarrollo de esta disciplina (al necesitar, por
ejemplo, de una distincién entre una linea recta y el conjunto de puntos que la forman).
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mediante algunas reglas de inferencia familiares. Para obtener un sistema apro-
piado de axiomas, partimos de uno del cual se sabe que nos permite una base
adecuada para toda la geometria euclidiana y contiene a 8 y a § como constantes
no légicas tnicas. Usualmente, la tnica proposicién no elemental en este sistema
es el axioma de continuidad, que contiene variables de segundo orden X, Y, - - -
que designan conjuntos arbitrarios de puntos (aparte de las variables de primer
orden z, y, -+ que designan puntos) y también una constante adicional, el
simbolo de pertenencia € que designa la relacién de pertenencia entre puntos y
conjuntos de puntos. El axioma de continuidad puede formularse como sigue:

AXY{VzAzyle € X A y € Y — B(zxy)]
— VuAzylr € X A y € ¥ — Bauy)]}

Suprimimos este axioma del sistema y lo reemplazamos por la coleccién infinita,
de todos los axiomas de continuidad elementales, esto es, vagamente, por todas
las proposiciones que se obtienen del axioma no elemental si z € X es reemplazado
por una férmula elemental arbitraria en la que z es libre, y y € Y por una férmula
elemental arbitraria en la que y es libre. Para fijar las ideas, nos concretamos en
lo que sigue a la geometria elemental bidimensional y presentamos de manera
explicita un sistema simple de axiomas obtenido del modo que se acaba de
describir. El sistema consta de doce axiomas individuales, A1-A12, y la coleccién
infinita de todos los axiomas elementales de continuidad, A13.
Al. [AXIOMA DE IDENTIDAD PARA INTERESTANCIA].

NazylB(zyz) = (z = y)]
A2. [AXIOMA DE TRANSITIVIDAD PARA INTERESTANCIA].

NeyzulB(ayu) A B(yzu) — B(zyz)]
A3. [AXIOMA DE CONEXIDAD PARA INTERESTANCIA].
Naeyzulb(zyz) A Blayu) A (x5 y) — B(zzu) v B(zuz)]
A4. [AXIOMA DE REFLEXIVIDAD PARA EQUIDISTANCIA].
Azydl(zyye)]

A5. [AXIOMA DE IDENTIDAD PARA EQUIDISTANCIA].

Nayeld(zyzz) — (z = y)]
A6. [AXIOMA DE TRANSITIVIDAD PARA EQUIDISTANCIA].

A\zyzuw[s(zyzu) A 6(zypw) — §(zuvw)]
A7. [AXIOMA DE PASCH].
Ateyzu\olB(wiu) A B(yuz) — Blavy) A Betv)]

A8. [AXIOMA DE EUCLIDES].
Ntzyzu\ow[B(zut) A B(yuz) A (z #= u) — B(zw) A Blzyw) A B(vtw)]
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A9. [AXIOMA DE LOS CINCO SEGMENTOS].
Naox'yy'z2'w'[6(zyz'y’) A 8(yzy'2’) A 8(zuz'u’)

A S(yuy'u’) A B(ayz) A B'YZ) A (z # y) — 8(zud'v/)]
Al0. [AXIOMA DE CONSTRUCCION DE SEGMENTOS].

NzyuwVelB(zyz) A 8(yeuv)]
All. [AXIOMA INFERIOR DE LA DIMENSION].
 Vayel-Bayz) A —B(yen) A —B(azy)]

Al2. [AXIOMA SUPERIOR DE LA DIMENSION].
A\zyzun[s(zuzv) A 6(yuyv) A (zuzv) A (u 5= v) — B(xyz) v B(yzz) v B(zxy)]

Al3. [AXIOMAS ELEMENTALES DE CONTINUIDAD]. Todas las proposiciones de la
forma

Aww - - {vz/\xy[¢ A Yy — B(zzy)] = VuAazyle Ao ¥ — B(zuy)]}

donde ¢ representa una férmula en que las variables x, v, w, - - - , son libres pero
no ast y, 2, u, y andlogamente para ¥, con los papeles de x, y tntercambiados.

La geometria elemental basada en los axiomas acabados de presentar, sera
designada por E;. En los teoremas 1-4 que siguen, establecemos propiedades
metamateméticas fundamentales de esta teorfa.

Primeramente nos ocupamos del problema de representacién para E,, esto es,
del problema de caracterizar todos los modelos de esta teoria. Por un modelo de
E; entendemos un sistema I = (4, B, D) tal que (i) A es un conjunto no vacio
arbitrario, B y D son una relacién ternaria y una relacién cuaternaria, respectiva-
mente, entre los elementos de 4 ; (ii) todos los axiomas de E; son vilidos en It
si se supone que todas las variables recorren los elementos de A y las constantes
B, 8 se toman para designar las relaciones B, D, respectivamente.

Los ejemplos més familiares de modelos de E; (y que se pueden manejar facil-
mente por métodos algoritmicos) estdn ciertos espacios cartesianos sobre campos
ordenados. Suponemos que se sabe bajo qué condiciones un sistema F = (F,
+, -, <) (donde F es un conjunto, |+ y - operaciones binarias respecto a las
cuales F es cerrado, y < una relacién binaria entre los elementos de F) se

4 Una discusién breve de la teoria E; y sus propiedades metamatemdticas fué dada en
[4], p4gs. 43 y siguientes. Un desarrollo detallado (basado en los resultados de [4]) puede
encontrarse en [3]—donde, sin embargo, el sistema de geometria elemental en cuestién
difiere, del discutido en este articulo, en su estructura légica, simbolos primitivos y axiomas.

El sistema de axiomas para E; anotado en el texto anterior es una versién simplificada
del sistema en [4], pdgs. 55 y siguiente. La simplificacién consiste primordialmente en la
omisién de varios axiomas superfluos. La demostracién de que estos axiomas superfluos
son efectivamente deducibles de los restantes, fué obtenida por Eva Kallin, Scott Taylor y
el autor, en conexién con un curso en fundamentos de la geometria dado por el autor en la
Universidad de California, Berkeley, durante el afio académico de 1956-1957.
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llama campo ordenado y c¢émo se definen los simbolos 0, z — y, 2° para campos
ordenados. Un campo ordenado §§ se llamars euclidiano si todo elemento no
negativo de F es un cuadrado; se llama cerrado real si es euclidiano y si todo
polinomio de grado impar con coeficientes en ¥ tiene una raiz en F. Considérese
el conjunto Ay = F X F de todos los pares ordenados * = {x;, 22) con z; y 2»
en F. Definimos las relaciones Bg y Dg entre tales pares mediante las siguientes
estipulaciones:

By(xyz) si,y sdlo st (z1— y1) (¥2 — 22) = (22 — %) (11 — 21),
0< (m—y) (y—2a) ¥ 0= (22— (1—2);
Dg(zyzu) i,y sélo si, (z1 — 11)° + (@ — 1)’ = (&1 — wm)* + (22 — )’
El sistema @(§F) = (dg, By, Dg) se llama el espacio cartesiano (bidimen-

sional) sobre §. Si, en particular, tomamos como § el campo ordenado R de los
ntimeros reales, obtenemos el espacio analitico (bidimensional) ordinario €,(R).°

TEOREMA 1 (TEOREMA DE REPRESENTACION). Para que IN sea modelo de E
es mecesario y suficiente que IN sea isomorfo al espacio cartesiano Go(F) sobre
algun campo cerrado real §.

DEMosTRACION (esbozada). Es bien sabido que todos los axiomas de E; valen
en G (RN) y que por lo tanto C(R) es un modelo de E; . Por un resultado funda-
mental en [4], todo campo cerrado real §§ es elementalmente equivalente al
campo R, esto es, toda proposicién elemental (de primer orden) vilida en uno
de estos dos campos lo es también en el otro. Por consiguiente todo espacio
cartesiano Gy({) sobre un campo cerrado real es elementalmente equivalente a
G2(R) y por lo mismo es modelo de E; ; esto claramente se aplica también a
todos los sistemas I isomorfos a G (§F).

Para probar el teorema en la direccién opuesta, aplicamos métodos y resultados
de la teoria geométrica elemental de las proporciones, que ha sido desarrollada
en la literatura en diversas ocasiones (véase, por ejemplo, [1], pdgs. 51 y siguien-
tes). Considerese un modelo I = (4, B, D) de E; ; sean 2y u dos puntos distin-
tos cualesquiera de A, y F la linea recta apoyada en z y u, esto es, el conjunto de
todos los puntos z tales que B(zuz) o B(uzz) o bien B(zzu). Aplicando construc-
ciones geométricas familiares, definimos, sobre dos puntos cualesquiera z, y de F,
las operaciones + y - y la relacién <. Asf decimos que 2 < y si x = y o bien

5 Todos los resultados de este articulo se extienden (con modificaciones evidentes) al
caso de dimensién n para cualquier entero positivo n. A fin de obtener un sistema de
axiomas para E, debemos modificar los axiomas de dos dimensiones, A1l y Al12, y dejar
intactos los axiomas restantes; segin un resultado reciente de D. Scott en su articulo
presentado en el Symposium Internacional sobre el Método Axiomético en Berkeley
(véase la nota 7 de pie de pégina), All y A12 pueden reemplazarse por cualquier propo-
sicién formulada en el simbolismo de E, que valga en el espacio analitico n-dimensional
ordinario, pero no en un espacio analitico m-dimensional con m # n. Al construir modelos
algebraicos para geometrias unidimensionales usamos grupos abelianos ordenados en vez
de campos ordenados.
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B(zzu) y no B(yzu), o finalmente B(zxy) pero no B(rzu); x + y se define como
el inico punto v en F tal que D(zzyw) y,02 < zyy <v,obienz < zyv < y.
la definicién de z-y es més compleja; hace referencia a puntos fuera de F y se
basa esencialmente en propiedades de las rectas paralelas. Usando exclusiva-
mente los axiomas A1-Al12 se demuestra que § = (F, 4+, -, <) es un campo
ordenado; con el auxilio de A13 llegamos a la conclusién de que § es efectiva-
mente un campo cerrado real. Considerando una recta G perpendicular a F en
el punto z, introducimos un sistema de coordenadas rectangulares en N y estable-
cemos una correspondencia biunivoca entre los puntos z, y, ---de A y las
parejas ordenadas de sus coordenadas & = (¥, T2), §= (41, ¥2), ---enF X F.
Por medio del teorema de Pitdgoras (que resulta vélido en E;), probamos que la
férmula

D(zyst)
vale para puntos cualesquiera z, y, - -+ de 4 si, y sélo si, la férmula
Dy (zgst)
vale para los pares correlativos de coordenadas & = (x1, %), 5 = (¥1, ¥2), - - - €n

E X F, esto es, si
(@ —y)'+ (@— )= (a—0)+ (2 — &)

conclusién aniloga se obtiene para B(xys). Por consiguiente, los sistemas It y
@2(F) son isomorfos, lo que completa la demostracién.

Dirigimos la atencién al problema de completitud para E, . Una teoria se llama
completa si cada proposicién o (formulada en el simbolismo de la teoria) es
valida en todo modelo de esta teoria o en ninguno de dichos modelos. Para
teorfas con formalizacién corriente (standard) esta definicién puede presentarse
en otras formas equivalentes; podemos decir, por ejemplo, que una teoria es
completa si, para toda proposicién o, una de las proposiciones ¢, — o es valida,
o si dos modelos cualesquiera de la teoria son elementalmente equivalentes.
Una teorfa se llama consistente si tiene por lo menos un modelo; también se
conocen al respecto varias formulaciones equivalentes. Si existe un modelo
tal que una proposicién es vélida en It si, y sélo si, es valida en la teoria, en-
tonces la teoria es claramente completa y consistente a la vez, y reciproca-
mente. La solucién del problema de completitud para E, estd dada en el
siguiente

TEOREMA 2 (TEOREMA DE COMPLETITUD). (i) Una proposicion formulada en
E; es vdlida st y sélo st es vdlida en Cx(N);
(ii) la teoria Ey es completa (y consistente).

La parte (i) de este teorema se sigue del teorema 1y de un resultado funda-
mental en {4] que fué aplicado en la demostracién del teorema 1; (ii) es conse-
cuencia inmediata de (i).

El siguiente problema que se discutird aqui es el problema de la decision para
E:. Es el problema de la existencia de método un mecdnico que nos permita
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decidir en cada caso particular si una proposicién formulada en E; es vilida o no.
La solucién de este problema es también positiva:

TEOREMA 3 (TEOREMA DE LA DECISION). La teoria E; es decidible.

En efecto, E; es completa por el teorema 2, y axiomatizable por su mera
descripcién (es decir, tiene un sistema de axiomas tal que siempre podemos
decidir si una proposicién dada es un axioma). Es sabido, ademéds, que toda
teoria completa y axiomatizable con formalizacién corriente es decidible (véase,
por ejemplo, [6], pag. 14), y por lo tanto E; es decidible. Al analizar la discusién
en [4], podemos obtener de hecho un método de decisién para E;.

El dltimo problema matemético que se va a discutir para E; es el problema
de la axiomatizabilidad finita. Por la descripcién de E;, vemos que esta teoria
tiene un sistema de axiomas que consta de un ntimero finito de axiomas indivi-
duales y de una coleccién infinita de axiomas descritos con un mismo esquema.
Este esquema axiomédtico (que es la expresién simbdlica presente en A13) puede
modificarse ligeramente para formar una sola proposicién en el sistema del cilculo
de predicados de primer orden con variables predicado libres, y todos los axiomas
particulares de la coleccién infinita pueden obtenerse por substitucién de esta
férmula. Brevemente describimos la situacién diciendo que la teoria E; es “casi
finitamente axiomatizable,” y preguntamos si E; es finitamente axiomatizable
en el sentido estricto, esto es, si el sistema, original de axiomas puede ser reempla-
zado por un sistema finito equivalente de proposiciones formuladas en E,. La
respuesta es negativa;

TEOREMA 4 (TEOREMA DE NO AXIOMATIZABILIDAD FINITA). La teoria E; mo
es finttamente axtomatizable.

DEMOosTRACION (esbozada). Por la demostracién del teorema 1 se ve que la
coleccién infinita de axiomas A13 puede reemplazarse en forma equivalente por
una sucesién infinita de proposiciones Sy, ---, S., -+ ; Sy establece que el
campo ordenado § construido en la demostracién del teorema 1 es euclidiano, y
S. , para n > 0, expresa el hecho de que en este campo todo polinomio de grado
2n + 1 tiene una raiz. Para todo ndmero primo p podemos facilmente construir
un campo ordenado §, en el que todo polinomio de grado impar 2n + 1 < p tenga
una rafz mientras que ciertos polinomios de grado p no tienen raices; por con-
siguiente, si 2m + 1 = p es un primo, entonces todos los axiomas A1-A12 y S,
con n < m valen en & (F,) mientras que S, no vale. Esto implica inmediata-
mente que el sistema infinito de axiomas Al, ---, A12, Sy, -+, Sa, -+ no
tiene un subsistema finito del que se deduzcan todos los axiomas del sistema.
Luego, mediante un argumento simple, concluimos que, més generalmente, no
hay un sistema finito de axiomas equivalente al sistema original para E, .

Por la demostracién que se acaba de esbozar, vemos que E; puede basarse en
un sistema de axiomas Al, ---, A12, S, -+, S., -+ - en el que (a diferencia
del sistema de axiomas original) cada axioma puede ponerse en la forma de una
proposicién universal o de una proposicién existencial o de una proposicién
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universal existencial; esto es, cada axioma es de la forma

Aay - (0)
V- (o)
Aey -+ Vv - (o)

donde ¢ es una férmula sin cuantificadores. Una consecuencia, més bien evidente,
de esta propiedad estructural de los axiomas es el hecho de que la unién de una
cadena (o de una familia dirigida) de modelos de E; es a su vez un modelo de E, .
Esta consecuencia puede también derivarse directamente de la demostracién
del teorema 1.

o de la forma

0, bien, de la forma

La concepcién de la geometria elemental de que nos hemos ocupado hasta el
momento, no es, por supuesto, la dnica posible. En lo que sigue, discutiremos
brevemente otras dos interpretaciones posibles del término ‘‘geometria ele-
mental’’; estaran contenidas en dos teorfas formalizadas diferentes, E: , E5 .

La teoria E; se obtiene al suplementar la base légica de E; con un pequeilo
fragmento de la teoria de conjuntos. Especificamente, incluimos en el simbolismo
de E; nuevas variables X, Y, --- que se supone toman por valores conjuntos
finitos arbitrarios de puntos (o, lo que en este caso equivale esencialmente a lo
mismo, sucesiones finitas arbitrarias de puntos); también incluimos una nueva
constante ldgica, el simbolo €, para designar la relacién de pertenencia entre
puntos y conjuntos finitos de puntos. Como axiomas para E;, nuevamente
elegimos A1-A13; debe observarse, sin embargo, que la coleccién de axiomas A13
es ahora més extensa que en el caso de E;, pues ¢, ¢ representan férmulas arbi-
trarias construidas con el simbolismo de E;. Por consiguiente, la teoria Es ex-
cede considerablemente a E; en medios de expresién y en potencia. En E: podemos
formular y estudiar varias nociones que tradicionalmente se discuten en los
textos de geometria elemental y que no pueden expresarse en E; ; por ejemplo,
la nocién de poligono de un ndmero cualquiera de vértices, y las de circunferencia
y 4rea de un circulo.

Respecto a los problemas que se han discutido y resuelto para E; en los teoremas
1-4, tres de ellos—los problemas de representacién, completitud y axiomatiza-
bilidad finita—estdn atn insolutos para E:. En particular, no conocemos una
caracterizacién simple de todos los modelos de E; , hi sabemos si dos modelos
tales son equivalentes respecto a todas las proposiciones formuladas en Es. (Al
hablar de los modelos de Es , nos referimos exclusivamente a los llamados modelos
“standard’’; esto es, para decidir si una proposicién o, formulada en Ex , es valida
en un modelo dado, suponemos que las variables z, y, - -+, que figuran en o,
recorren todos los elementos de un conjunto, que las variables X, Y, - - - recorren
todos los subconjuntos finitos de este conjunto, y que € designa siempre la relacién
de pertenencia.) El postulado arquimediano puede formularse y resulta valido
en E; . Luego, por el teorema 1, todo modelo de E: es isomorfo a un espacio car-
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tesiano () sobre algin campo cerrado real arquimediano §. Existen, sin
embargo, campos cerrados reales arquimedianos § tales que €(F) no es modelo
de E; ; ; por ejemplo, el campo de los nimeros algebraicos reales es de esta natura-
leza. Una consecuencia del postulado de Arquimedes es que todo modelo de E;
tiene a lo sumo la potencia del continuo (mientras que, en vista del teorema 1,
E; tiene modelos con potencias infinitas cualesquiera ). En efecto, E; tiene modelos
con la potencia del continuo, por ejemplo €:(R), pero también puede demostrarse
que tiene modelos numerables. Luego, aunque la teoria Es pudiera ser completa,
tiene modelos no isomorfos y por lo tanto no es categérica.®

Solamente el problema de la decisién para E» ha encontrado una solucién
definida:

TEOREMA 5. La teoria E; es indecidible, y por lo tanto lo son todas sus extensiones
constistentes.

Esto se concluye del hecho de que la aritmética de Peano es (relativamente)
interpretable en Es ; ; véase [6], pags. 31 y siguientes.

Para obtener E; dejamos intacto el simbolismo de E; pero debilitamos el sistema
de axiomas de E; . En efecto, reemplazamos la coleccién infinita de axiomas ele-
mentales de continuidad, A13, por una sola proposicién, A13’, que es consecuencia
de uno de estos axiomas. La proposicién expresa el hecho de que un segmento
que une dos puntos, uno dentro y otro fuera de un circulo dado, siempre corta
al circulo; simbdlicamente:

A13. Azyer'2uNy'[6(uzuz’) A 6(uzuz’)
A Bluxz) A B(zyz) — d(uyuy’) A B(a'y'?)]

Como consecuencia del debilitamiento del sistema de axiomas, varias proposi-
. ,7° . V4 .
ciones que son formuladas y vélidas en E; , no son vilidas en E; . Esto se aplica

6 Estas dltimas observaciones resultan de un teorema metamatemgtico general (una
extensi6n del teorema de Skolem-Lowenheim) que se aplica a todas las teorias obtenidas
de teorias con formalizacién corriente al incluir nuevas variables que toman por valores
conjuntos finitos arbitrarios y una nueva constante 1égica, el simbolo de pertenencia €,
y posiblemente al extender sistemas de axiomas originales. En virtud de este teorema ge-
neral, si T es una teoria de la clase recién deserita con 8 simbolos diferentes a lo sumo, y si
un sistema matem4gtico I es un modelo ““standard” de T con una potencia infinita «, en-
tonces M tiene subsistemas con cualquier potencia infinita v, 8 < v < «, que son también
modelos “standard’ de T. La demostracién de este teorema (recientemente encontrada por
el autor) no ha sido publicada atn; difiere sélo ligeramente de la demostracién del teorema
andlogo para teorias con formalizacién corriente esbozada en [7], pdgs. 92 y siguiente. A
diferencia de las teorias con formalizacidén corriente, algunas de las teorias T discutidas en
esta nota tienen modelos con una potencia infinita a y con cualquier potencia infinita menor,
pero ninguna con potencia mayor, un ejemplo es proporcionado por la teoria Es para la
cual « es la potencia del continuo. En particular, algunas de las teorias tienen modelos
exclusivamente numerables y de hecho son categéricas; esto se aphca por ejemplo, a la
teoria obtenida de la aritmética de Peano en la misma forma en que E: se ha obtenido de
E.. Hay también otras T que tienen modelos con potencias infinitas arbitrarias; tal es, por
ejemplo, la teoria E; mencionada al final de este articulo.
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en particular a los teoremas existenciales que no pueden establecerse por medio
de las llamadas construcciones geométricas elementales (usando exclusivamente
la regla y el compés) ; por ejemplo, el teorema de la triseccién de un dngulo arbi-
trario.

Respecto a los problemas metamatemditicos discutidos en este articulo, la
situacién el el caso de E; es exactamente la opuesta a la del caso de E; . Los tres
problemas insolutos para E> admiten soluciones simples para E; . En particular,
la solucién del problema de representacién estd dada en el siguiente

TrorEMA 6. Para que IN sea modelo de Es es necesario y suficiente que It sea
isomorfo al espacio cartesiano Co(F) sobre algun campo euclidiano §.

Este teorema es esencialmente conocido en la literatura. La suficiencia de la
condicién puede comprobarse directamente; su necesidad puede establecerse
mediante la teoria geométrica elemental de las proporciones (véase la demostra-
cién del teorema 1).

Usando el teorema 6, demostramos facilmente que la teorfa E; es incompleta,
y por la descripeién de E; vemos de inmediato que esta teorfa es finitamente
axiomatizable.

Por otra parte, el problema de la decisién para E; est4 insoluto y se sospecha
que es dificil. A la luz de los resultados en [2] parece que la solucién de este pro-
blema es negativa; el autor osaria a conjeturar (més todavia) que ninguna sub-
teoria de E; finitamente axiomatizable es decidible. Si convenimos en referirnos
a una proposicién geométrica elemental (es decir, una proposicién formulada en
E:) como véilida si lo es en Ey, y como elementalmente deducible si es vdlida en
E; , entonces la situacién puede describirse como sigue: conocemos un método
mecdnico general para decidir si una proposcion geoméirica elemental es vdlida,
pero no conocemos, y probablemente nunca conoceremos, un metodo tal para decidir
st una proposicién de esta naturaleza es elementalmente deducible.

Las diferencias entre E; y E; desaparecen cuando nos concretamos a proposi-
ciones universales. En efecto, tenemos

TroREMA 7. Una proposicion universal formulada en E, es vdlida en Es si, y
, . . ”
solo si, es vdlida en Ep .

Para demostrar esto, recordamos que todo campo ordenado puede extenderse
a un campo cerrado real. Luego, por los teoremas 1 y 6, todo modelo de E; puede
extenderse a un modelo de E; . Por consiguiente, toda proposicién universal valida
en E; lo es también en E; ; el reciproco es obvio. (Una demostracién més simple
atn del teorema 7, y de hecho independiente del teorema 1, puede basarse en el
lema de que todo subsistema finito de un campo ordenado puede sumergirse iso-
moérficamente en el campo ordenado de los nimeros reales.)

El teorema 7 continda siendo valido si suprimimos A13’ del sistema de axiomas
de E» (y se aplica atn a sistemas de axiomas més débiles). Asi vemos que toda
proposicién elemental universal vdlida en E; puede ser demostrada sin recurrir
a los axiomas de continuidad. El resultado se extiende a todas las proposiciones
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que pueden no ser universales al formularse en E; pero que, vagamente hablando,
resultan universales en la notacién de los espacios cartesianos Cy(§).
Como consecuencia inmediata de los teoremas 3 y 7 obtenemos:

TroREMA 8. La teoria E; es decidible respecto al conjunto de sus proposiciones
unversales.

Esto significa que existe un método mecénico para decidir en cada caso particu-
. .. . , ” PP
lar si una proposicién universal dada, formulada en la teoria E; , es vilida en
todo modelo de la teoria o no.

Podiamos discutir algunas otras teorias afines a E, E: y Ez ; por ejemplo, la
teoria Ey ' que tiene el simbolismo de Es y el sistema de axiomas de E; . El problema
de decidir cuél de las diversas concepciones formales de la geometria elemental
se apega més a la tradicién histérica y al uso ordinario de esta nocién, parece ser
mas bien inttil y carente de mayor interés. El autor siente que, entre estas dis-
tintas concepeciones, la contenida en E; se distingue por la simplicidad y claridad
de las intuiciones bésicas y por la armonia y la fuerza de sus implicaciones meta-
matemaéticas.”
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