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CONTROL DE CADENAS DE MARKOV CON PAR{&METROS
DESCONOCIDOS Y ESPACIO DE ESTADOS METRICO

Por ROBERTO S. ACOSTA ABREU1
Resumen

En este trabajo consideramos el problema de determinar politicas (o es-
trategias) para el control 6ptimo de sistemas markovianos que dependen de
parametros desconocidos, cuando se usa el criterio de ganancia promedio y
cuando el espacio de estados es un espacio métrico separable y completo. De-
mostramos que la politica de control basada en un método de iteracion de
valores es 6ptima en ganancia promedio, y obtenemos un esquema iterativo
para calcular el valor 6ptimo de esta politica.

1. Introducciéon

En la referencia [1] consideramos el problema de determinar politicas o
estrategias adaptables para el control 6ptimo de sistemas markovianos que
dependen de parametros desconocidos, con un espacio de estados numerable
cuando se usa el criterio de ganancia promedio. En el presente trabajo ex-
tenderemos los resultados de [1] al caso en que el espacio de estados es un
espacio polaco (i.e. métrico separable y completo). Usaremos aqui como en
[1], un esquema de control adaptable que combina el proceso de estimacién
del parametro desconocido con las ecuaciones de iteracién de valores. A este
esquema lo llamaremos politica IV, y veremos que es una estrategia éptima
con el criterio considerado. Kurano [9] y Mandl [11] introdujeron el “método
de substituir las estimaciones en controles estacionarios 6ptimos”, conocido
también como “principio de estimacién y control” (PEC) para espacios finitos
y Georgin en [3] generaliz6 este método al caso de espacio de estados polaco.
En el método PEC hay que conocer de antemano una politica estacionaria
Sptima para todos los valores posibles del parametro; la politica IV no requiere
de este conocimiento y procede en forma recursiva con las ecuaciones de ite-
racién de valores para determinar los controles 6ptimos del sistema en cada
etapa.

Hernédndez-Lerma en [6] ha usado politicas del tipo de la IV en problemas
de programacién dindamica descontada.

Este trabajo lo organizamos como sigue. En esta seccién 1 damos la no-
tacién y terminologia que usaremos; en la seccién 2, presentamos el modelo
de decisién markoviano con pardmetros desconocidos y planteamos los proble-
mas que queremos resolver; en la seccién 3 introducimos hipétesis adicionales
que nos permiten tratar con la ecuacién de optimalidad; en la seccién 4 con-
sideramos las ecuaciones de iteracién de valores; en la seccién 5 definimos
las politicas adaptables 6ptimas, damos nuestros resultados principales y un

1 Becario de COFAA-IPN
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ejemplo de control de inventarios; finalmente en la seccién 6 demostramos los
resultados de la seccién 5.
Damos ahora la notacién que usaremos en todo el trabajo.

Notacién y terminologia

En un espacio métrico X consideramos siempre la o-dlgebra B(X) de sus
subconjuntos de Borel. Denotaremos por B(X) [y C(X), respectivamente] al
conjunto de todas las funciones reales, acotadas, definidas sobre X y
Borel medibles [oontinuas, respectivamente] con la norma del supremo
| g ||=sup| g(z) |, para g en B(X) 6 C(X). El producto cartesianode X e Y lo

4

denotaremos por XY . Sea X un espacio polaco (o sea un espacio métrico sepa-
rable y completo); por P(X) indicaremos al conjunto de todas las medidas de
probabilidad sobre el espacio (X, B(X)) ; con la métrica correspondiente a la
topologia de la convergencia débil, P(X) es un espacio polaco (ver ref. [2]). Si
Y es algin otro espacio polaco, por P(Y | X) denotaremos al espacio de todas
las probabilidades de transicién sobre Y dado X; esto es, p(dy | z) pertenece
a P(Y | X) si para cada z € X fijo, p(- | z) es una medida de probabilidad
sobre Y y para cada B € B(Y) fijo, p(B | -) es una funcién Borel medible sobre
X. La probabilidad de transicién p(dy | z) es continua, si es continua en el
sentido de la convergencia débil, es decir, si para cualquier funcién g € C(Y),
se tiene que [ g(y)p(dy | z) es una funcién continua sobre X. Lanorma || - ||,
denotara la norma de variacién total de las medidas con signo involucradas.
Abreviaremos “casi seguramente” por c.s.

2. Procesos de decisi6én de Markov con parametros desconocidos

Consideremos un proceso de decisién de Markov (PDM) en el que el con-
junto de tiempos de decisién es N = {0, 1,2,...} y en el que las probabilidades
de transicién y la funcién de ganancia dependen de un parametro desconocido.
Nuestro modelo esta dado por

(S, 4,T,r(6),p(0))
para el cual supondremos lo siguiente.

Hipdétesis (2.1).
a) S es el espacio de estados el cual supondremos que es un espacio polaco.
b) A es el espacio polaco de acciones o controles. Para cada z € S, deno-
tamos por A(z) al conjunto no vacio de acciones admisibles en el estado z.
Supondremos que el conjunto

K:={(z,0)|z€S, ac A(z)},

es medible en S A.

¢) T es el espacio polaco de pardmetros.

d) La funcién r(0) = r(z, a,8) es la funcién de ganancia esperada en una etapa;
supondremos que r : KT — R es medible y acotada.
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e) p(0) = p(- | z,a,0) € P(S | KT) es la probabilidad de transicién del proceso.

Para cada valor 8 € T fijo del parametro el proceso evoluciona en el tiempo
como sigue. Se observa el sistema en los valores del tiempo n =0, 1,2,.... Si
al tiempo n el sistema estd en el estado z € S y se escoge la accién a € A(z) se
obtiene una ganancia esperada r(z, a, ) y el sistema se mueve al tiempo n + 1
al siguiente estado de acuerdo con la probabilidad de transicién p(- | z,a,8).
Después que ocurre la transicién, se observa el nuevo estado, se escoge otra
vez una accién y se repite el proceso.

Sea 8 € T fijo. Para n € N, sean z,, y ay, el estado y la accién al tiempo n y
sea hy, = (o0, @0,-..,%n—1,8n—1,%n) la historia del proceso hasta el tiempo n.
Escribimos Hg = S, Hp41 = KHy, Hee = KK --.. Una politica es una su-
cesién § = {6, } tal que 6, € P(A | Hp) y 6n(A(zn) | hn) = 1 paratodo h, € Hy,
y n € N. Una politica se llama markovianasié,(: | kn) = 6n(- | zn), n > 0. Una
politica markoviana se llama estacionaria (determinista) si ép(- | z) = 6(- | z)
para todo n € N, y z € S y si existe una funcién Borel medible f : § — A tal
que f(z) € A(z) paratodoz € Sy §({f(z)} | z) =1, paratodoz € S.

SeaF :={f:S — A | f es Borel medible y f(z) € A(z) para todo z € S}.
Identificaremos con F al conjunto de todas las politicas estacionarias determi-

nistas y llamaremos D al conjunto de todas las politicas.
Para cada valor fijo § € T del parametro cada politica § € D y cada estado

inicial 9 = z existe una medida de probabilidad P2 sobre el espacio 0} :=
Hy, de todas las realizaciones posibles del proceso tal que para todo z € S,
hn € Hy, an, € A(zn), n € Ny para todo A1 € B(A), B € B(S),

Pl(zo =z) =1,
P2%(ap € A1 | hy) = 6n(A1 | hn)

st'o(’;n+1 € B | hn,an) = p(B | zn,an,0).

(Ver por €j. [2] u [8]).
Denotaremos por Eﬁ" a la esperanza con respecto a Pf 0,
Definimos ahora, para cualquier politica § € D, cualquier estado inicial
z € S y cualquier 8 € T fijo,
n—1
J(8,2,0) :=lim infn L[ r(;, ;)]
1=0 ’
La funcién J (6, z,9) es la ganancia esperada promedio a la larga por unidad
de tiempo, cuando se usa 8§, g = zy @ € T. Una politica §* se llama 6ptima
(en ganancia promedio) si

J(6*,z,0) = sup J(6,z,0), z€ S, O T.
6€eD
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Nuestro problema consiste en determinar politicas 6ptimas en ganancia
promedio en el caso en el que el valor verdadero del parametro 8* € T es
una constante desconocida. Queremos también determinar un método para
calcular el valor 6ptimo J(6*, z,0*).

3. Hip6tesis adicionales y la ecuacién de optimalidad

Las condiciones que introducimos en esta seccién nos aseguran la existencia
de politicas estacionarias éptimas para cada valor fijo del parametro.

Hipétesis (3.1).
a) El conjunto de acciones A es compacto; para cada z € S el conjunto A(z) C
A es cerrado; el conjunto K es cerrado en S 4, lo que es equivalente (véase [10])
a suponer que la correspondencia z — A(z) es semicontinua superiormente;
también supondremos que z — A(z) es semicontinua inferiormente, es decir:
si {zn} es una sucesién en S tal que z, — z y si a € A(z), entonces existe una
sucesién {an} en A con a,, € A(zy,) tal que a, — a. Estas condiciones implican
que z — A(z) es continua (véase [10]).
b) La probabilidad de transicién p(- | z, a,8) es débilmente continua en KT.
c) La funcién r es continua en KT y existe una constante L tal que | r(z, a,0) |<
L para todo (z,a,8) € KT.
d) Paracadaz € S,0 € Ty h € B(S), se tiene que [¢ h(y)p(dy | 7,a,0) es una
funcién continua de a en A(z).

El estudio de politicas 6ptimas lo haremos usando la llamada ecuacién de
optimalidad dada en la proposicién siguiente.

PROPOSICION (3.2). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1) y (3.1),
y que existen funciones g € B(T) y v € B(ST) que satisfacen la ecuacién

®3)  ol0)+o(s0) = max {r(z,0,0) + /S o(3,6)p(dy | z,a,6)}

para todo z € Sy 8 € T. Entonces tenemos:
i) sup J{6,z,0) < g(0),paratodo6 € Tytodoz € S.

seD
ii) Siparacada @ € T, fy € F es una polttica determinista tal que

9(0) + ”(Iya) = r(:!:, fﬂ(z)’e) +/gv(y,0)p(dy l I;fﬂ(z)’o)’ T €S.
entonces fq es éptima y g(0) = J(fy,z,0) paratodoz € Syf e T.
iii) Sea
¢(z,a,0) == r(z,a,6) + [gv(y, 0)p(dy | z,a,0) — v(z,0) — g(9)

definida para todo (z,a) € K y § € T. Entonces para cualquier polttica § € D,
zeSybeT,
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n—1
nlglgo n1 Z r(z;,a4,0) = g(9) Pilcs.,
1=0
sty s6lo si
n—1
Jim 27 ;, $(zi,0:,0) =0 P}cs

La ecuacién (3.3) se llama ecuacion de optimalidad (EO) para el criterio de
ganancia promedio.

Si g € B(T) y v € B(ST) son funciones que satisfacen la EO, se dice que
{g,v} es una soluci6n de la EO.
La demostracién de la proposicién (3.2) puede verse en [3] 6 [4].
Introducimos ahora algunas condiciones de ergodicidad bajo las cuales ve-
remos que hay una solucién de la EO y por lo tanto, por la proposicién (3.2),
también hay politicas estacionarias 6ptimas.

Hipétesis (3.4)

Existe un nimero o < 1 tal que para todo 8 € T,

sup{|| p(: | z,@,8) — p(- | ,b,0) ||v: (z,a) € K, (y,b) € K} = 2a

donde || - ||, denota la norma de variacién total para medidas con signo.

PROPOSICION (3.5). Cada una de las siguientes condiciones implica que se
cumple la hipétesis (3.4).
(8.4)": Existe un estado z* € S y un niimero real oy > 0 tal que para todo
(z,a,0) € KT,
p({z*} | z,a,0) > o1

(84)": Existe una medida de transicion u(- | ) sobre S dado T, débilmente
continua en T y un niimero real ag > 0 tal que u(S | 6) > az paratodo§ € T'y

p(- | z,a,0) > p(- | 6) paratodo (z,a,6) € KT.

(8.4)"": Existe una medida de transicién v(- | 0) sobre S dado T débilmente
continua en T y un niimero real az < 2 tal que v(S | 0) < ag para todo 8 € Ty

o(-| z,a,6) < v(-|8) para todo (z,a,0) € KT.

La demostracién de la proposicién anterior se puede ver en [3].
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En la seccién 6 demostraremos el siguiente resultado.

PROPOSICION (3.6). Supongamos que se cumplen las hipdtesis (2.1), (3.1)
y (3.4). Entonces existen funciones g € C(T)y v € C(ST) tales que gy v
satisfacen la ecuacion de optimalidad.

En las referencias [3] y [14] se dan otras condiciones de ergodicidad bajo
las cuales la ecuacién de optimalidad tiene solucién.

Cuando se usa una politica f € F el proceso {z,} es una cadena de Médrkov
con probabilidad de transicién ps(- | z,0) = p(- | z, f(z),0). La probabilidad
de transicién de n pasos de este proceso se define recursivamente por

p?(BIz,H):Lp?—l(B|y,0)pf(dy|z,0), BeB(S), n>1,

donde p?(B | ,8) = 1p(z) es la medida de probabilidad concentrada en z, es
decir, 1g(z) =1siz € B,1g(z) =0siz ¢ B.

La demostracién de la siguiente proposicién se puede ver en [3] 6 [4].

PROPOSICION (3.7). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1) y
(3.4). Para cualquier polttica estacionaria f € F, existe una medida de proba-
bilidad g¢(- | 8) sobre S tal que

I #%(- | z,6) — g47(- | 2,0) [v< 20", paratodo z€ S, n€N.

La cadena de Mérkov con probabilidad de transicién p¢(- | z,6) es aperiédica
y recurrente en el sentido de Doeblin.

Haremos uso también de las siguientes hipétesis de continuidad uniforme
en el pardametro.

Hipdtesis (3.8)

Supongamos que r y p satisfacen que, paratodo 8 € T
(@) sup |r(z,a,0)—r(z,q,0') |— 0, cuando 8’ — 6;
(z,0)EK
&) sup | p(-] =% e,8) —p(|z,4a,8') ||y— O, cuando ' — 8.
(z,8)EK
4. Las ecuaciones de iteracién de valores

Definimos ahora el operador de valor éptimo U sobre B(ST) por

4.1) Uv(z,0) := arexha(}:){r(z, a,0) + _[c,v v(y,0)p(dy | z, a,0)},

para todo (z,8) € ST, y para cualquier funcién v € B(ST).

Usando los Lemas 1 y 2 de [5] podemos ver que bajo las hipétesis (2.1) y
(8.1),si v € B(ST) [6 v € C(ST)] entonces Uv € B(ST) [6 Uv € C(ST),
respectivamente].
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Definimos la sucesi6én de funciones {V,} sobre ST por:

Vo € C(ST) arbitraria
4.2) Va=UVp_1, n> L

A las ecuaciones en (4.2) las llamamos ecuaciones de iteracién de valores.
De la definicién de V,, y de las propiedades de P%? obtenemos que:

n—1
Z r(:z:j, aj, 0) + Vo(zn,0)]

4.3) Vn(z,0) = sup Eg’o[
§EF> i=o

donde F® = FF.... Asi, V(z,0) se puede interpretar como la ganancia
maxima total esperada para un sistema que se mueve durante n etapas cuando
el estado inicial es z y dado que se obtiene una ganancia terminal Vy(zn, 8), al
terminar en el estado z,,.

Observacion (4.4). Bajo las hipétesis (2.1) y (3.1), por induccién obtenemos
que las funciones V,, pertenecen a C(ST) para cada n € N.

5. Politicas adaptables 6ptimas

En esta seccion definimos algunas politicas adaptables en las que combina-
mos el proceso de estimacién del parametro desconocido con las ecuaciones de
iteracién de valores 6 la ecuacién de optimalidad.

Para cada n € N sea Hy, el conjunto de historias observadas hasta el tiempo
n. Para estimar el pardmetro desconocido se requiere de un esquema de esti-
macién suficientemente “robusto” en el sentido de la siguiente hipétesis.

Hipétesis (5.1)

Para cualquier 8 € T existe una sucesién {f,} de funciones medibles 6, :
Hn, — T tal que 6, — 9, Pg"’-c.s. cuando n — oo, para cualquier z € S,
y cualquier politica §. La sucesién {f,} se llama una sucesién fuertemente
consistente (FC) de estimadores de 6.

Nota (5.2). En las referencias [3,9,11] se obtiene una sucesién de estima-
dores FC de 0 usando el método de minimo contraste.

En lo que sigue supondremos que 6* es el valor verdadero del pardametro
desconocido y que {#,} es una sucesién FC de estimadores de 6*.

Consideremos ahora la sucesién de iteracién de valores {V,,} definida en
(4.2). Definimos la sucesién de funciones medibles {fn}, fn : ST — A, por:
fo € F arbitraria, y para n > 1, fn(z,0)es cualquier accién que maximiza al
lado derecho de (4.2), es decir,

(5.3) Va(z,0) = r(z, fn(z, 6),6) +/SVn—1(y, 0)p(dy | z, fn(z,0),6),
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para todo (z,0) € ST.

Nota. Bajo las hipétesis (2.1) y (3.1), se puede ver, usando los resultados en
[5] 6 [7] que existen funciones medibles que satisfacen la ecuacién (5.3).

Definicion (5.4.). Sea { fn} la sucesién de funciones definida en la ecuacién
(5.3). Ala politica d = {d,} definida por dn(kn) = fn(2n,0n), » € N, la
llamamos polttica adaptable de iteracién de valores (IV).

Establecemos ahora nuestros resultados principales.

TEOREMA (5.5). Supongamos que se cumplen las hip6tesis (2.1), (3.1), (3.4),
(3.8) y (56.1) Supongamos ademds que la funcién v dada en la proposicién (3.6)
satisface la siguiente condicion:

(5.6) sup | v(z,0') — v(z,0) | 0 cuando §' — 0, paratodo 6 €T.
zeS

Entonces la polttica adaptable de iteracién de valores d es 6ptima en ganan-
cia promedio. Ademds el valor éptimo g(0*) se puede obtener como el lfmite

(5.7) 9(6*) = lim gn(6n)
donde {gn} es la sucesioén definida por

gn(0) :=Vyu(z*,0) — Vo_1(2*,6), 6 €T, n>1,

en la que {V,} es la sucesi6n de iteracién de valores (4.2), z* es cualquier
estado fijo en Sy {0,,} es cualquier sucesién en T convergente a 6*.

Para el caso especial en que S y T son compactos tenemos el resultado si-
guiente.

TEOREMA (5.9). Supongamos que Sy T son compactos y que se cumplen las
hipétesis (2.1), (3.1), (3.4), y (5.1). Entonces la politica adaptable d es 6ptima
y el valor éptimo g(6*) se puede obtener como en (5.8).

La demostracién de estos resultados la haremos en la seccién 6. El teorema
(5.5) resuelve los problemas planteados en la parte final de la seccién 2.

Definamos ahora otras politicas adaptables.
Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1) y la hipétesis (3.4)".
Definimos para todo u € B(ST) el operador U’ por

(5.10) U'u(z,6) := max {r(z,aq,0) +/ u(y,0)p'(dy | ,a,0)}, (z,9) € ST,
a€A(z) S

donde
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(511) P’(' | z,a, 0) = P(‘ l z,a, 0) - ”‘(' l 0)

Siu € C(ST) entonces U'u € C(ST) (ver Lemas 1y 2 en [5]). U’ es un opera-
dor de contraccién sobre C(ST), con la norma uniforme (véase [5]). Definimos
la sucesién de aproximaciones sucesivas {w',} por: w'y € O(ST) arbitraria, y

(6.12) w1 =U'u'y, n> 1.

Definicién (5.13). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1)
y (3.4)"". Definimos una sucesién de funciones {f's}, f'n : ST — A4, tal que
f'n(z, 0) es cualquier accién que maximiza el lado derecho de (5.12). Definimos
la politica d' = {d'n} por d'n(hn) = f'n(zn, én), n € N que llamaremos polttica
adaptable de aproximaciones sucesivas.

Sea ahora f : ST — A una funcién medible tal que f(z,0) es cualquier
accién que maximiza el lado derecho de la ecuacién de optimalidad, es decir,

(5.14) 9(0) + v(z,0) = r(=, f(z,6),0) + ‘/'; v(y, 0)p(dy | z, f(z,0),9),

para todo (z,0) € ST.

Nota. Bajo las hipétesis (2.1), (3.1) y (3.4) el Teorema 2 de [7] implica la
existencia de f [véase también la proposicién (3.6)].

Definicion (5.15). Sea f la funcién definida en (5.14). La politica d = {d,}
definida por d,(ky) = f(zn,0n), n € N, se llama polttica adaptable de esti-
macidn y control (PEC).

Observacién (5.16). Notemos que para definir la politica PEC en (5.15) hay
que conocer de antemano el valor 6ptimo g(0) y v(z,0) paracadaf e Tyz € S.
La politica IV definida en (5.4) y la politica de iteraciones sucesivas de (5.13)
no requieren de esto y tienen ademds la ventaja de dar esquemas de control
iterativos.

Observacién (5.17). Para las politicas definidas en (5.13) y (5.15) se cumple
también un resultado analogo al teorema (5.5).

Damos ahora un ejemplo de control de inventarios.

Ejemplo (5.18). Consideremos el problema de control de inventario de un
producto que se trata en la referencia [3]. Se tiene una capacidad finita C
para el nivel de inventario. En el tiempo n = 0,1,2,..., sean z, el nivel de
inventario, a,, la cantidad ordenada al principio del intervalo [n,n +1) y dy, la
demanda durante dicho intervalo. Supongamos que {d,,} es una sucesién de
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variables aleatorias con esperanza finita, no negativas, independientes, todas
con la misma funcién de densidad k(8,-) : R — R, la cual suponemos que
depende continuamente de un parametro desconocido § € T con T un conjunto
compacto. El espacio de estados S es el intervalo compacto [0, C]. El conjunto
de acciones es A = [0, C], y el conjunto de acciones admisibles en el estado z
es A(X) = [0,C — z]; la correspondencia z — A(z) es continua: en efecto el
conjunto

K={(z,a):0<z<C, 0<a<C-1z}
es cerrado en SA y la correspondencia z — A(z) es semicontinua inferior-
mente (ver [10]). El producto que se vende durante [n,n + 1) lo tomaremos
como el min(dp, zn, + an), de manera que el estado al tiempo n + 1 es:
Tpt1 = (Zn + an — dy) ™.

La ganancia durante [n,n + 1) es

m = bl(zn +an — zn+1) ~ baa, — b3(zn + an)

donde b, es el precio unitario de venta, bs es el precio unitario de compra (6 de
produccién) y b3 es un costo unitario de mantenimiento. Se supone que b1, b2
y bz son constantes, b; > b2 > 0y b3 > 0. La ganancia esperada en cada etapa
es:paraz€ S,a€ A(z)y0 T,

r(z,a,0) = E(rp | zn = z, ap = a,0)
oo
- / [b1min(u, z + a) — bya — b(z + a)A(6, u)du.
0

La probabilidad de transicién en este sistema est4 dada por

p(B|z,a,0)=Lh(0,z+a—u)du,

si B es cualquier conjunto de Borel en (0,C] y

p({0} | z,a,6) = / ooa h(6, u)du

z+

para (z,a,) € K,0 € T. .
Verifiquemos la hipétesis (3.1). La funcién r(z, a,6) es acotada:

| r(z,a,0) |< by Edy, + (b1 + bs + b3)C,

donde Ed,, < oo es la esperanza de la demanda. Como h(9, u) depénde conti-
nuamente de 6 y es acotada, entonces

: z+a ]
r(z,a,0) = /0 biuh(0, u)du + by(z + a) /+ h(0, u)du — bza — b3(z + a)
zTa
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es una funcién continua de z, a y 0, para (z,a) e Ky 0 € T. Si g € C(S)

/S o(w)p(dy | 7, 0,6) = g(0)

es una funcién continua de (z,a,0) para (z,a) € K y 6 € T (ver [13]), por
tanto p(- | z,a,0) es débilmente continua para (z,a) € Ky 0 € T. Ademss
p(- | =z,a,0) satisface la hip6tesis de ergodicidad (3.4)": con z* = 0 y para
(z,a,) e Ky0 €T,

b8, w)du + /( 5 FROz +a = de

z+a :

p({0} | z,4,60) = / ‘: A6, u)du
> /(:c h(6,u)du =: ay,

donde suponemos que h(6, u) es tal que a; es mayor que cero.

Sea 6* el valor verdadero del parametro y supongamos que se cumple la
hipétesis (5.1); en los casos “usuales” (densidades gama, normal,...) la esti-
macién de 8* se puede hacer por algin método de minimo contraste. Si {0,,}
es una sucesién FC de estimadores de §*, podemos entonces aplicar cualquiera
de las politicas iterativas de esta seccion.

6. Demostracién de los resultados principales

Introducimos la siguiente notacién. Para cada 8 € T definimos la “semi-
norma de apertura” para cada u € B(ST) por

(6.1) | u(-,0) ||a:= supu(z,8) — inf u(z,0).
z€S zES
En el siguiente resultado veremos que el operador U definido en (4.1) tiene
una propiedad de contraccién con respecto a la seminorma (6.1).

~ PROPOSICION (6.2). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1) y
(3.4). Sean vy w en B(ST). Entonces

(6.3) | (Uv—Uw)(-,0) ]],,5 a| (v—w)(-0) ||a - paratodo 8 € T.
Demostracién. Sean z;,z2 € Sy 0 € T fijo. Dela definicién de U obtenemos

Us(e1,6) ~ Un(en,6) < max { / (v = )0, 0)p(dy | 21,0,)}

— (Uv(z2,6) — Uw(z3,6)) < mAa(x){ / (w — )(y,0)p(dy | z3,0,0)},

n { / (v — ) (5, 0)p(dy | 22, 0,0)}.

aEA(z

De aqui obtenemos:
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(6.4) Uv(z1,0) — Uw(z1,0) — (Uv(z2,0) — Uw(z2,0))
max ([ (w—o)(o,0)e(dy | 21,0,0)

aEA(z
- min /S (v — w) (v, 0)p(dy | z2,0,6)}
= — — p(d 7]
e | /S (v — w)(3,0)[p(dy | 1, 01,6) — p(dy | 2, 02,0)] |

Denotemos ahora por 4 a la medida con signo

¥() == p(- | z1,01,0) — p(- | z2,4a2,0)

Por la hipétesis (3.4) se tiene que | ¢ ||y< 2a. Por el Teorema de descom-
posicién de Hahn-Jordan (ver [13]), existen conjuntos medibles ajenos St
y S talesque S = STUST y| ¥ [lo= %(ST) — ¥(S™). Como %(S) =
$(S1) + ¢(S7) = 0, tenemos que || ¢ ||o= 2¢(ST) < 2e, de lo cual se obtiene
que %(ST) < o. Ademis se tiene:

[o=wwmova) = [ - uwasa + [ c-wwovew
< sup(v — v)(z,0)9(5*) + inflv - w)(= O)$(57)
~ lsup(v — w)(z,0) - inflo — )=, O)}¥(5™)
<all (= w)0) la-

Aplicando este resultado a la desigualdad (6.4) y tomando en cuenta que z; y
. z9 son arbitrarios obtenemos la desigualdad (6.3). o

Usando las hipétesis (2.1) y (3.1) podemos definir inductivamente las po-
tencias U™v(z, §) para cualquier n € Ny v € B(ST) por: Ulv = Uv y para
n>2Uly= U(U"'lv).

Para las ecuaciones de iteracién de valores, tenemos V,, = U™V, n € N. De
la proposicién (6.2), por induccién obtenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION (6.5). Supongamos que se cumplen las hipdtesis (2.1), (3.1) y
(3.4). Entonces para vy w € B(ST) arbitrarias, se cumple que:

(6.6) | (U™ — U™w)(-,0) ||«< " || (v —w)(-,0) ||la, paratodo 8 € T.

Consideremos ahora un estado fijo z* € S y definamos para cada n € N,

(6.7 vp(z,0) := Vn(z,0) — Va(z*,0) (z,0) € ST,
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donde {V,,} es la sucesién de iteracién de valores definida en (4.2). La funcién
vp, se llama funcién de valor relativo en la etapa n.

El resultado siguiente se debe a Rieder [12]:

PROPOSICION (6.8). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1) y
(8.4). Entonces la sucesion {v,} es uniformemente acotada, existe v := lim v,
n—oco

y
(6.9) sup | (v — vp)(z,0) |< Ba™, paratodo 6 €T,
z€S
donde B = sup || (V1 — Vo)(+,9) |la /(1 — @) < co.
beT

Demostracién. Sea k € N. Por la proposicién (6.5) tenemos

I (vn+k = vr)(0) la =]l (Vatk = Va)(,6) [la
=|| (U™Vg = U™Vo)(+,0) |la
<a" || (Vk - VO)('; 0) ”a :

Por otro lado,

k-1
I (Ve = Vo) (-,0) lla < 3 || (U™V2 = U™Vo)(+,9) [la
n=0
<) (Vi =Vo)(+0) lla D o™

n=0
=[| (Vi = Vo) (-0) [la /(1 - a).

Ademas, la sucesién {v,} satisface que,
inf (v 1k — vn)(z,0) < 0 < sup(v,ik — vn)(z,0),
z€S z€S

por consiguiente:

(6.10)  sup | (vntk = 00) (2,6) | <I| (¥ntk = 2n) (4 6) [l

<o | (Vi—Vo)(+,0) [la /(1 — )
< Ba™.

De (6.10) obtenemos que {v,(,8)} converge para todo § € T. Haciendo tender
k — oo en (6.10) obtenemos (6.9). o

Observacion (6.11). De (6.9) obtenemos que la funcién v pertenece al es-
pacio C(ST) por ser limite uniforme de funciones en C(ST) y ademés que v
satisface la siguiente desigualdad:
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(6.12) sup | (v — vn)(z,0) |< Ba", n€N.
(z,0)
Consideremos ahora las sucesiones

W (6) = sup(Vi(z,8) — Va_1(z,6)), 0eT,
zZES

ﬂn(o) = zilelg(vn(z: 0) - Vn-—l(z: 9)), 6eT,

donde {V,} es la sucesion de iteracién de valores de (4.2)

LEMA (6.13). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1) y (3.1)
Entonces para todo 0 € T, {wn(0)} es no creciente y {w,(0)} es no decreciente.

Demostracién. De la definicién de Vy(z, 6) tenemos:

Va+1(z,0) — Vu(z,0) = sup {r(z,a,0) +/ Vn(y,9)p(dy | 7,a,0)}
a€A(z) S

— sup {r(z,a,0)+[SVn—1(y,9)P(dylzr a,0)}

a€A(z)

< sup {[ (Vn —Vn-1)(v,9)p(dy | z,4,6)}
acA(z) /S

< sup{(Vn — Vn-1)(=,0)}
z€ES

=wWn(0), 6 €T.

De esto obtenemos que Wp11(8) < Wn(8), paran € N, § € T. De manera
andloga obtenemos que {w, ()} es no decreciente. o

Supongamos ahora que se cumple también la hipétesis (3.4). Podemos apli-
car la proposicion (6.5) a la sucesion

wp(z,0) := Vo (z,0) — Va_1(z,6), (z,0) € ST

para obtener

Il wn(z,6) lla =l (U"V1 = U™"Vo)(-,6) |la
<o (Vi - V0)(+6) la
de donde
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(6.14) | wn(z,6) o< Ca™ 1,
en donde C =sup || (V1 — Vp)(+,0) ||< oo.
6eT

De la desigualdad (6.14) obtenemos:

(6.15) im || wn(z,6) [|a= 0.
n—oo

Fijemos ahora el mismo estado z* € S que en (6.7) y definamos la sucesién

(6.16) 9n(0) := Vn(z*,0)—Vn_1(z*,9), 6T, n>1.

Del lema (6.13) y de (6.15) obtenemos que existe el limite

617 . 9(0) == nli’ngo gn(0), beT

Ademas, la sucesién {g,(0)} es uniformemente acotada y

(6.18) | gn(8) — 9(6) |< Ca™71, 0cTyn>1.

De (6.18) obtenemos que g € C(T'), pues cada g, € C(T).
Podemos ahora resumir los resultados anteriores en la siguiente proposicién.

PROPOSICION (6.19) Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1)
y (8.4). Con el estado z* € S fijo, sea {gn(0)} la sucesion definida en (6.16).
Entonces existe el limite g(6) := nll»ngo gn(0), 0 € T. Se tiene ademds que g €

C(T) y se cumple la desigualdad (6.18).

Demostraremos ahora que la pareja {g, v} satisface la ecuacién de optima-
lidad. Esto demostrara la proposicién (3.6).

PROPOSICION (6.20). Supongamos que se cumplen las hipétesis (2.1), (3.1)
y (3.4). Entonces la funcién g € C(T) dada en (6.17) y la funcién v € C(ST)
~ definida en la proposicién (6.8) satisfacen la ecuacién de optimalidad:

(6.21) 9(60) + v(z,0) = Uv(z,0), (z,0) € ST.
Demostracién. (cf. Rieder [12], Teorema 4.3) Sea {v,} la sucesi6én definida

en (6.7). Para cualquier z € S y 6§ € T, la sucesion de funciones continuas
definidas por
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a— r(z,0,0) + / vy, 0)p(dy | 7, ,6),
S

converge uniformemente sobre el conjunto compacto A(z) a la funcién

r(z,a,0) +/ v(y,0)p(dy | z, a,0).
S
Ademas tenemos

Uvn(z,0) = UVn(z,0) — Vp(z*,06)
= n+1(x) 9) - Vn(ztra)
Vos1(2,6) — Vi1 (,6) + Vi a(2,6) — Va(z",0)
= vn41(z,0) + gn+1(6),

es decir, se cumple la ecuacién

vp+1(z,0) + gn+1(6) = sup {r(z,q,06) +/ vn(y,0)p(dy | z,a,0)}
acA(z) S

Usando ahora los resultados (6.12) y (6.18), y pasando al limite en la ecuacién
anterior, obtenemos que g y v satisfacen la ecuacién de optimalidad (6.21). o

Comentario (6.22). La ecuacién de optimalidad escrita en la forma (6.21)
significa que la funcién v es un punto fijo del operador U en la seminorma de
apertura. La idea de usar una condicién de ergodicidad para obtener puntos
fijos de U con dicha seminorma ha sido también usada en [12] y [14], entre
otros.

En el caso en que se cumple la hipétesis de ergodicidad (3.4)", resulta que
el operador U’ definido en (5.10) es un operador de contraccién en la norma
uniforme ver ([5]), y en este caso podemos obtener una funcién v»' como el

punto fijo de U'. Podemos aproximar uniformemente a v' usando la sucesién
(5.12):

w'nt1(z,8) = U'w'n(z,0)
= mex {r(,0,0) + | w'alo,0)e(dy | ,0,0)) - o'n(0)

donde

6.23) Jn(6) = f W' (y,0)u(dy | 6), e,
S

converge uniformemente a ¢'(¢) dada ahora por
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g0 = /S v(y,0)p(dy | 6).

Se tiene que ¢' € O(T), v' € C(ST) y la pareja {¢',v'} satisface la ecuacién de
optimalidad.

Una observacién analoga se tiene también en el caso en que se cumpla la
hipétesis de ergodicidad (3.4)"".

(6.24) Demostracion del Teorema (5.5).

Sea 0* el valor verdadero del pardmetro desconocido y consideremos la
funcién ¢ definida en la proposicién (3.2) por

8(2,0,6) = r(z,0,0) + /S o(y, 0)p(dy | 7,a,6) — v(z,6) — 9(0),

para todo (z,a) € Ky 8 € T. Por las hipétesis (2.1), (3.1) y por los resultados
en la proposicién (6.20), se tiene que la funcién ¢ es acotada. Consideremos
ahora la politica d definida en (5.4). Demostraremos que

(6.25) Jlim | 6(em, fn(zn,60),0%) [= 0, P cs.

Entonces por la proposicién (3.2)(ii), (6.25) implicara que d es 6ptima.

Sea {8, } cualquier sucesién en T convergente a §*. Consideremos las suce-
siones {vn} y {gn} definidas respectivamente en (6.7) y (6.16). Usamos ahora
la sucesién {f,} definida en la ecuacién de iteracién de valores (5.3) para ob-
tener:

vn(z,on) = "(.’E, fﬂ(z) an): on) + / vn—l(y: gn)P(dy I :E, fn(z; eﬂ)yan) - gn(on)-
Escribimos ahora ¢ en la forma

¢(2:, fn(x; 0")70‘) = ¢($, fn(I; aﬂ))a‘) - 'Un(z; 0n) + ”n(z, eﬂ))

y sumamos y restamos el término [ v(y,0*)p(dy | z, fn(z,0r),05) en la igual-
dad anterior para obtener:

(6.26) ¢(z, fn(z,0r),0%) = r(z, fn(z,0n),0%) — r(z, fn(z,0n),0n)
+ / o(3,6°){p(dy | 2, f(2,0n), 6*) — p(dy | 2, (i, 6n), B0)]

+ [[6000°) — n-1(3,0u)1p(dy | 2, sz, 0n), 1)
Hon(0n) = 9(0")]+ vn(z,0x) = o(2,0°
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De aqui que paratodoz € S,

6.27) | ¢(z, fa(z,0n),0%) |< sup |r(z,a,6%) —r(z,a,0,) |
(z,8)EK
+sup | v(z,0*) | sup | p(-]|z,a,60%) —p(-|z,0,0n) v
z z,a)€K

+sup | v(z,6*) — vp_1(z,0n) |
z

+ 1 9n(6n) — 9(6%) | +sup | vn(z,0n) — v(=,0%) | .

Los dos primeros términos a laderechade (6.27) tienden a cero, cuandon — oo
por la hipétesis (3.8) y por ser v acotada.
Por otro lado tenemos que para todo z € S,

| v(z,0%) — vo—1(z,6r) |
< v(z,0%) —v(z,0,) | + | v(z,0n) — vp—1(v,0n) |
< sup | v(z,0%) — v(z,0n) | +st;p | v(z,0n) — va—1(z,0n) | .

Usando ahora la hipétesis (5.6) y la desigualdad (6.9) obtenemos que

(6.28) sup | v(z,6*) — vp—1(z,65) |— 0, cuando n — oo.
z

Anilogamente se cumple que

(6.29) sup | vn(z,0,) — v(z,60*) |- 0, cuando n — co.
T

Por otro lado tenemos que

| 9n(0n) — 9(8*) |<| 9n(6n) — 9(6n) | + | 9(6s) — 9(6) |,
de donde, por la desigualdad (6.18) y por la continuidad de g obtenemos que

(6.30) | gn(0r) — g(8*) |— O cuando n — co.
De lo obtenido en (6.28), (6.29) y (6.30), de (6.27) vemos que:

sup | ¢(z, fn(z,05),6*) |— 0, cuando n — co.
z
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Por lo tanto, bajo la hipétesis (5.1) tenemos que para cualquier sucesién FC
de estimadores {0, } de 6* , se cumple (6.24), y esto demuestra la optimalidad

ded.
Por otro lado, en (6.30) hemos demostrado que el valor 6ptimo se puede
aproximar como en (5.8). Esto termina la demostracién del teorema (5.5).

" (6.31) Demostracién del Teorema (5.9).

Procedemos como en la demostracién del teorema (5.5) definiendo la fun-
ci6én acotada ¢ y consideremos la igualdad (6.26); en esta igualdad, como S y
A son compactos y r continua entonces se cumple la parte (a) de la hipétesis
(3.8); es decir. :

lim sup rz,.a,a' —r(z,a,0,) |=0
Jim, sup (a0 < r(s0,00)|

Por otro lado como p(- | z,a,0) es continua sobre KT, v es continua sobre ST
y S y T con compactos, tenemos:

lim sup | / o(y,0%)p(dy | 2,0,0) — p(dy | z,0,0,)] |= 0.

n—oo (; a)e K

Verifiquemos ahora que la funcién v satisface la propiedad (5.6). Esta pro-
piedad es consecuencia de que v es continua sobre ST y S es compacto.

Asi, que de (6.26) se sigue también en este caso (6.25), y esto termina la
demostracién.

Observacion (6.32). De manera analoga al teorema (5.5) podemos demos-
trar que la politica d' deﬁmda en(5.13),yla pohtlca PECde (5.15) son también
Optimas.
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