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CONTROL DE PROCESOS DE MARKOV PARCIALMENTE 
OBSERVABLES Y CON PARAMETROS DESCONOCIDOS: 

CRITERIO DE GANACIA PROMEDIO 1) 

Por ROBERTO S. ACOSTA ABREU 

Resumen 

En este trabajo consideramos procesos de decision markovianos parcial
mente observables, con para.metros desconocidos y con espacio de estados po
laco. Usamos el criteria de ganancia promedio. Siguiendo un procedimiento 
usual, transformamos el proceso a uno nuevo con informacion completa. Su
ponemos en el proceso original condiciones de continuidad y de ergodicidad 
adecuadas y vemos como se preservan estas en el proceso transformado. U
samos luego resultados recientes sabre procesos de decision de Markov con 
para.metros desconocidos, para obtener politicas adaptables optimas y esque
mas de aproximacion del valor optima. 

1. Introducci6n 

Los procesos de decision markovianos (PDM) parcialmente observables 
(PO) o con informacion incompleta, han sido investigados ampliamente: vease 
por ejemplo el artfculo [17] en el que se describe la literatura sabre este tema. 

Los PDM con para.metros desconocidos tambien han recibido considerable 
atencion, [13]. En este trabajo consideramos PDM parcialmente observables 
que dependen de para.metros desconocidos. Tratamos el caso en el que el es
pacio de estados es un espacio polaco (i.e., metrico separable y completo) y 
usamos el criteria de ganacia promedio. Primera seguimos el enfoque usual de 
transformar el PDM-PO en un PDM equivalente (en el sentido de que sus va
lores optimos son iguales) pero con informacion completa. Luego combinamos 
esto con los resultados de [1] para obtener: (a) politicas adaptables optimas en 
ganacia promedio y (b) esquemas de aproximacion del valor optima. En [8] se 
consideran PDM-PO con para.metros desconocidos, espacio de estados nume
rable y con el criteria de costo descontado, yen [9] sistemas en tiempo discreto 
con distribucion desconocida. 

En la seccion 2 del presente trabajo, definimos los PDM-PO sin para.me
tros desconocidos. En la seccion 3 describimos brevemente siguiendo [5,19], 
la transformacion de un PDM-PO a un PDM con informacion completa. En 
la secci6n 4, introducimos en el sistema PO condiciones de continuidad y de 
ergodicidad y vemos como el sistema transformado hereda estas propiedades. 
Luego usamos resultados de [7] para obtener polf ticas estacionarias optimas. 
En la seccion 5 se consideran los PDM-PO con para.metros desconocidos, se 
definen algunas politicas adaptables optimas y establecemos los resultados 

1) Este trabajo se realiz6 con apoyo de la CO FAA del I.P.N. 
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principales de este trabajo. En la secci6n 6 se considera un ejemplo de un sis
tema de inventario PO. La ultima secci6n es la 7 en la que resumimos nuestras 
conclusiones. 

Terminamos esta seci6n introduciendo la notaci6n que usaremos en todo 
el trabajo. 

Notaci6n y terminologia 

En un espacio metrico X consideramos siempre la u-algebra 23( X) de sus 
subconjuntos de Borel. El producto cartesiano de X e Y lo denotaremos por 
XY. Denotaremos por B(X) fy C(X), respectivamente] al conjunto de todas 
las funciones reales, acotadas, definidas sobre X y Borel medibles [continuas, 
respectivamente] con la norma del supremo II g II= sup I g(x) I, para g en 

:z: 
B(X) 6 C(X). Consideramos en todo lo que sigue a Xe Y como espacios po-
lacos. Por P( X) indicaremos al conjunto de todas las medidas de probabilidad 
sobre el espacio (X, 23(X)); con la metrica correspondiente a la topologia de la 
convergencia debil, P(X) es un espacio polaco, y P(X) es un espacio compacto 
si y solo si X es compacto [4,5,19]. Denotaremos por P(Y I X) al espacio de 
todas las probabilidades de transici6n sobre Y dado X; esto es, p(d11 Ix) perte
nece a P(Y I X) si para cada x EX fijo, p( • I x) es una medida de probabilidad 
sobre Y y para cada B E 23(Y) fijo, p(B I •) es una funci6n Borel medible sobre 
X. La probabilidad de transici6n p(d11 I x) es continua, si es continua en el 
sentido de la convergencia debil, es decir, si para cualquier funci6n g E C(Y), 
se tiene que fy g(11)p(dy I x) es una funci6n continua sobre X. La norma II • llv 
denotara la norma de variaci6n total de las medidas con signo involucradas. 

2. PDM-PO: El caso de parametros conocidos 

En esta secci6n definimos un PDM-PO en el caso en que no hay parametros 
desconocidos. 

Un PDM-PO esta definido por 

(2.1) (X, Y, A,p,po, q, r) 

donde: 

Al: Hipotesis 

(a) X es el espacio de estados, que supondremos un espacio polaco. 

(b) Yes el conjunto de sefiales (o mediciones) de observaci6n, espacio polaro. 

(c) A es el ronjunto de controles (o acciones) que sera un espacio metriro 
compacto; para cada y E Y, denotamos por A(11) al conjunto de rontro
les admisibles cuando la observaci6n es 11· Supondremos que A(y) es un 
subconjunto cerrado de A (y por tanto compacto), no vacio, para cada 11 
en Y; supondremos que el conjunto 
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K := {(y, a): y E Y, a E A(y)} 

es cerrado en YA; esto significa que la correspondencia y ----+ A(y) de Y en 2a 
(donde 2a son todos los subconjuntos cerrados no vacios de A) es semicontinua 
superiormente; supondremos tambien que y----+ A(y) es semicontinua inferior
mente; estas condiciones implican que y----+ A(y) es continua; (ver [3], pg. 117, 
[10], pg. 113, [14] pg. 58). 

(d) La probabilidad condicional p = p(dx1 I z, a) E P(X I XA) es la probabi
lidad de transici6n de los estados del sistema. 

(e) Po E P(X) es la distribuci6n de probabilidad del estado inicial del sis
tema. 

(f) q = q(dy I x, a) E P(Y I XA) es la Hamada caracteristica del sistema de 
observaciones. 

(g) r = r(x, y, a) E B(XY A) es la funci6n de ganacia. 

El proceso evoluciona en el tiempo de la sigu.iente manera. En la etapa 
n, n = 0, 1, 2, .. . , sean Xn , Yn y an el estado del proceso, la observaci6n he
cha y la acci6n tomada. En el instante n = 0, la distribuci6n (inicial) de zo 
es Po y la observaci6n inicial es YO· Si en el instante n( n = 0, 1, ... ) el estado 
del sistema es Xn = x, se observa Yn = y y se escoge el control an = a, en
tonces se recibe una ganacia (esperada) r(x, y, a) y el sistema se mueve a un 
nuevo estado Xn+l de acuerdo con la ley de transici6n p(dx 1 I z, a). El estado al 
tiempo n + 1, digamos Xn+ 1 = z' no se puede observar directamente; en lugar 
de esto se obtiene una observaci6n o medici6n Yn+l generada de acuerdo con 
el nucleo q( dy I x', a). Despues que ocurre la transici6n a x1, se escoge otra vez 
un control y se repite el proceso. 

Para n ~ O, sea Hn = (Y AfY el conjunto de todas las historias observables 
hn 

(2.2) 

con Ho Y. Una politica (6 estrategia) para el PDM-PO es una sucesi6n 
6 = {«5n}n>o donde 6n E P(A I Hn), 6n concentrada en A(yn) y el control 
al tiempo;;: se escoge de acuercl.o a «5n{· I hn), Sea Del conjunto de todas las 
politicas. Una politica se llama markoviana si es de la forma 6'n( • I hn) := 
6'n(· I Yn), n ~ 0. Una poli1tica markoviana «5 se llama estacionaria si 6n(· I 

Yn) = 6(· I Yn), n ~ O; una politica estacionaria se llama determinista si la 
medida 6(· I y) es degenerada para cada y E Y. Una politica determinista se 
puede identificar con una funci6n Borel medible / : Y ----+ A tal que /(y) E 
A(y) para cada y E Y. Denotaremos por F al conjunto de todas las politicas 
deterministas. 
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Cada polftica 8 E D y cada distribuci6n inicial Po junto con las probabili
dades condicionales p y q determinan una medida de probabilidad PJ sobre 
el espacio de todas las realizaciones posibles n := (XY A) 00 del PDM-PO; ver 
(4,19,20,21]. Denotaremos por E8 a la esperanza con respecto a esta medida 
de probabilidad. 

Definimos la ganacia esperada por unidad de tiempo cuando se usa la poli
tica 8 con la observaci6n inicial YO y la distribuci6n inicial Po por 

n 

(2.3) J(o, Yo, Po) = lim inf (n + 1)- 1 EU~""' r(xk, Yk, ak)] 
n-+oo ~ 

k=O 

Brevemente, a (2.3) le llamaremos el criterio J, ya una politica o• para la 
cual se cumple que 

(2.4) J(o*, YO, Po) = sup J(o, YO, Po), Yo E Y, Po E P(X) 
oED 

la llamaremos optima en ganacia promedio. 

3. Reducci6n a un PDM con informacion completa 

En esta secci6n reduciremos el PDM-PO a un nuevo proceso de decision de 
Markov (PDM) con informaci6n completa, al cual lo denotaremos por 

(3.1) (V, A, P, r) 

Para describir el nuevo PDM seguiremos brevemente un procedimiento que 
ya es conocido ver, por ejemplo, [5,19]. En (3.1), el nuevo espacio de estados 
es V := YZ, donde Z := P(X). El conjunto de acciones A es el mismo que 
para el PDM-PO y como conjuntos de control admisibles en el estado v = 
(y, z) tomamos a A(v) = A(y) para y E Y. La probabilidad de transici6n P la 
definimos de la siguiente manera: 
Definimos primero una probabilidad condicional p E P(Y X I ZA), la cual para 
cada (zn, an) E Z A esta dada por: 

(3.2) p(dYn+1dXn+1 I Zn, an) := J xq(dYn+l I Xn+1, an)p(dxn+l I Xn, an)zn(dxn) 

Usando el teorema de factorizaci6n dado en [4], Corolario 7.27.1 6 en [19,22] 
se obtiene que existe una probabilidad condicional p E P(X I ZAY) tal que 
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donde 

(3.4) R(dYn+l I Zn, an)= f f q(dYn+l I Xn+1, an)p(dxn+l I Xn, an)zn(dxn), . lxlx 
es la marginal de p(dYn+ldxn+l I Zn, an) sabre Y. 
Usando la funci6n medible s : Z AY-+ Z dada por s(zn, an, Yn+1) := p(dxn+l I 

Zn, an, Yn+1), definimos ahora la probabilidad de transici6n t E P(Z I ZAY) 
por t(B I Zn, an, Yn+1) := IB[s(zn, an, Yn+1)], para cualquier BE 23(Z), donde 
IB(w) = 1 si w EB, e IB(w) = 0, si w ff. B, es la funci6n indicadora de B. 
Finalmente, definimos la probabilidad de transici6n J5 E P(YZ I YZA) por 

(3.5) P(dYn+1dZn+1 I Yn, Zn, an) = R(dYn+l I Zn, an)t(dzn+l I Zn, an, Yn+1) 

De (3.5) vemos que para A E 23(Y) y B E 23(Z) arbitrarios: 

En el nuevo modelo definimos la funci6n de ganacia esperada r : VA -+ R 
por 

(3,7) r(v,a) =r(y,z,a) := fxr(x,y,a)z(dx) 

para (v,a) EK, donde 

(3.8) K={(v,a)I vEV, aEA(v)} 

El conj unto K es cerrado en VA por ser K un conj unto cerrado en YA. 
Definamos ahora el nuevo conjunto de politicas D. Para esto consideramos 

la sucesi6n {zn}n2'.0 con valores en Z definida, usando la funci6n s, por 

(3.9) 

Usando (3.9) para cada historia observable hn E Hn, podemos determinar 
un vector de informaci6n 

hn =(yo, zo, ao, •, •, Zn-1, an-1, Yn, Zn) 

(3.10) =( vo, ao, vi,.·., Vn-1, an-1, tin) EH n 
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donde Hn := V(AVt, n = 0,1, ... ; Ho:= V. Definimos una J-politica 
(6 politica de informaci6n) como una sucesi6n 5 = {6n}, donde 6 E P(A I H n). 
Sea D el conjunto de todas las J-politicas. Se puede considerar a D como un 
subconjunto de D, porque para cualquier J-politica 6 E D podemos definir una 
politica5 = {5n} E Dpormediode6n(hn) := 6n(hn), dondeparacadahn E Hn 
el vector de informaci6n hn E Hn esta determinado por (3.10). Ademas Des 
completo, en el sentido de que para cualquier politica 6 E D, existe una J
politica 5 E D tal que 

J(6, YO, Po) = J(6, YO, po), YO E Y, PO E Z; 

vease [5, 19,21,22]. 
La probabilidad de trancisi6n P dada en (3.5) junta con una J-polftica 8 

y una distribuci6n a priori Po para el estado inicial, determinan una medida 

de probabilidad P! sabre el espacio de todas las sucesiones de informaci6n 
-6 posibles (vo, ao, vi, a1, ... ). Denotemos por E 0 a la esperanza con respecto ~ 

esta probabilidad. Entonces la ganacia esperada por unidad de tiempo para el 
nuevo sistema es 

n 

(3.11) J(5,vo) := liminf (n+ 1)- 1 E8[~r(vk,ak)],8 Ed, vo EV. 
n-+oo L-, 

k=O 

El proceso de decision de Markov dado en (3.1) es un proceso de decision 
de Markov con informaci6n completa. Aqui las politicas son las J-politicas 6 E 

Dy consideramos el criteria J dado en (3.'11). El PDM (3.1) con el criteria 
(3.11) es equivalente al proceso original dado en (2.1) en el sentido de que 
para cualquier J-polftica 5, con vo = (po, yo), Yo E Y, Po E Z, 

(3.12) J(6, vo) = J(6,yo,Po); 

vease [5,19,21,22] 
Asi, del hecho de que D es completo, podemos en particular concluir que 

una J-pol:ftica es optima con el criteria J para e.l sistema con informaci6n com
pleta (3.1), si y solo si, es optima con el criteria J para el sistema PDM-PO de 
(2.1). En otras palabras, los resultados para el sistema (3.1) se pueden tra
ducir en resultados para el PDM-PO, reemplazando politicas por I-politicas. 
Ejemplos de esto se pueden ver en [2,19,20,22]. En la secci6n siguiente consi
deraremos condiciones sabre el PDM-PO bajo las cuales la funci6n de ganacia 
optima 

(3.13) J'* ( vo) = sup J(6, vo), vo EV 
6ED 
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satisface la ecuaci6n de optimalidad dada en (4.9). 

Nota 3.1. Cuando el conjunto Y de observaciones es numerable, la proba
bilidad condicional p( dxn+l I Zn, an, Yn+1) obtenida en (3.3), esta dada por 

para cualquier A E 23(X), cuando R(Yn+l I Zn, an) := R(bn+1} I Zn, an) -:/:-0. 
Si R(Yn+l I Zn, an) = O, definimos p(A I Zn, an, Yn+1) coma una medida de 
probabilidad arbitraria sabre X. 

4. Condiciones de optimalidad para el PDM con informacion completa 

Una vez que se ha reducido el PDM-PO a un PDM con informaci6n com
pleta hay que suponer algunas hipotesis sabre el PDM-PO, tales coma con
tinuidad de r, continuidad debil de las probabilidades de transici6n p y q y 
alguna condici6n de ergodicidad. Luego veremos que el modelo reducido he
reda propiedades parecidas a estas. Primera tenemos el resultado siguiente. 

Consideremos sabre el PDM-PO dado en (2.1) las siguientes hip6tesis. 

A2: Hip6tesis. 

(a) El espacio de observaciones Yes numerahle (consideramos en Y la.to-
pologia discreta). 

(b) La funci6n r E C(XY A). 
(c) La probabilidad de transici6n p(dx1 I x, a) E P(X I XA) es continua. 

(d) La probabilidad de transici6n g(dy Ix, a) E P(Y I XA) es continua. 

Nota (4.1). En la proposici6n siguiente necesitaremos usar el siguiente he
cho. 
Sean W y S espacios polacos arbitrarios y sean h E O(WS) y t{da I w) E P(S I 

W) continua. Entonces la funci6n 

.\(w) = Is h(a, w)t(da I w), w E W 

es continua. La demostraci6n se puede ver p. ej. en la Proposici6n 7.30 de [4]. 

PROPOSICI0N (4.1). Bajo /,a hip6tesis A2., en el modelo PDM (3.1) tenemos: 
(i) La funci6n r( 11, a) es continua y acotada para cada ( 11, a) E K. 

(ii) Para cada y 1 E Y, la probahilidad de transici6n p{dx' I z, a, y1) dada en 
(3.14) es continua para cada (z, a) E ZA. 
(iii) La probahilidad de transici6n P(d111 I 11, a) E P(V I VA) es continua 
para cada ( 11, a) E K. 

Demostraci6n. (i) Usando el resultado dado en la nota (4.1) con W = VA = 
YZA, Z = P(X), S = X, con la probabilidad de transici6n continua t(dx I 

y, z, a) = z(dx) y con la funci6n continua y acotada h(x, y, z, a) = r(x, y, a) 
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obtenemos que r(y, z, a) = r(v, a) = J r(x, y, a)z(dx) es continua para cada 
(y,z,a)EK. 

(ii) Usando de nuevo el resultado de la nota (4.1) y la hip6tesis A2, podemos 
ver que la probabilidad de transici6n p(y' dx1 I z, a) definida como en (3.2) 
es continua en cada (z, a) E ZA (ver pg. 157 de [22]). De aqui se sigue que 
la probabilidad marginal R(y' I z, a) de p(y1dx1 I z, a) es continua para cada 
(11,a) E ZA. Como Yes numerable podemos usar (3.14) para escribir para 
y1 E Y, 

p(dx' I z,a,y') = R(y1 I z,a)- 1 p(y1dx1 I z,a), 

y de aqui vemos que p(dx1 I z, a, y1) es continua para cada (z, a) E ZA. 

(iii) Para demostrar (iii) hay que ver que para cada / E O(V), V = YZ, la 
funci6n 

h(v, a) = f f(z)P(dz Iv, a) 

es continua para cada (v, a) EK. De (3.5) obtenemos la formula 

(4.1) h(v,a) = L f[s(z,a,y 1 )]R(y1 I z,a) 
11'EY 

La continuidad de h(v, a) se sigue entonces de que R(y 1 I 11, a) es continua en 
(z, a), f E C(V), s(z, a, y1

) = p(dx1 I z, a, y 1

) es continua en (z, a) E ZA y del 
lema 1 en [22]. Esto termina la demostraci6n. 

La siguiente hip6tesis en el PDM-PO nos dara sobre el PDM (3.1) una pro
piedad de ergodicidad, la cual nos sera util al considerar la ecuaci6n de opti
malidad (4.9). 

A3: Hipotesis. 
Existen un estado z* E X, un valor de la sen.al de observaci6n y* E Y y nume
ros a1 > 0 y ''11 > 0 tales que 

(4.2) 

y 

p({x*} I z,a) 2'.: a1 para todo (z,a) E XA, 

(4.3) • I { "fl, q(y Ix, a)= 
o, 

six'= x• 

si z1 I= x* 

para todo (x', a) E XA. 
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La hip6tesis hecha sabre q implica que y• s6lo se puede observar con pro
babilidad 'Yl cuando el sistema esta en x•. Si 'Yl = 1, entonces x• es completa
mente observable. 

Las hip6tesis A2 y A3 implican queen el PDM dado en (3.1) se satisface la 
siguiente condici6n de ergodicidad. 

PROPOSICI6N (4.2) Bajo las hip6tesis A2y A3 existe un estado v• EV y un 

numero a > 0 tal que 

(4.4) P({v*} I 11,a) ~ a para todo (11,a) EK 

Denwstraci6n. Sea z* E Z la medida de probabilidad sabre X concentrada 
en x•, donde z* cumple (4.2), y sea v• = (y*,z*) EV, donde y• cumple (4.3). 
Entonces por (3.4): 

R(y I z,a) = r r q(y I x',a)p(dx' I x,a)z(dx) lxlx · 
(4.5) = fx •np({z*} I z,a)z(dz) ~ -r1a1 =: a. 

Ademas, de (3.14); 

p({x*} I z,a,y*) = R(y I z,a)- 1 Ix ,1P({z*} I x,a)z(dx) = 1, 

y 

p(O I z,a,y*) =R(y* I z,a)- 1 fxfc q(y I x',a)p(dx' I z,a)z(dz) =0, 

si x* ¢ 0, 0 E B(X), es decir, 

(4.6) a(z, a, y) = Ji(· I z, a, y) = z• para cualquier (z, a) E ZA. 

Finalmente de (3.6), usando (4.5) y (4.6) obtenemos que para cada (y, z, a) = 
(11,a)EK, 

P({v*} I 11,a) = L Iz•[s(z,a,y')]R(y 1 I z,a) 
11'EY 

~ Iz•[s(z,a,y)]a = a, 

lo cual termina la demostraci6n. 

Es nuestro prop6sito aplicar al PDM en (3.1) el resultado dado en el teorema 
3 de [7]. Para esto necesitamos la proposici6n siguiente. 
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PROPOSICI6N (4.3). En el modelo PDM (3.1), la correspondencia v --+ A( v) = 
A(y) de V en 2A es continua. 

Demostraci6n. Ya vimos que el conjunto K dado en (3.8) es cerrado; esto 
implica que la correspondencia (y, z) --+ A(y) es semicontinua superiormente 
[3,14]. La semicontinuidad inferior de dicha correspondencia se sigue de la 
hip6tesis Al(c). Esto termina la demostraci6n. 

Con v• E V definido como en la proposici6n (4.2), definimos ahora la pro
babilidad de transici6n P 1(· Iv, a) E P(V IV A) para (v, a) EK por 

(4.7) 

donde 5v• (·) es la medida de probabilidad concentrada en v*. 
Por la proposici6n (4.2) y el teorema 2 de [7], el operador G : B(V) --+ B(V) 

definido para u E B(V) por 

(4.8) (Gu)(v) := sup {r(v, a)+ J u(v')P 1(dv1 Iv, a)}, v EV 
cEA(v) 

es un operador de contracci6n. Observe que el sup en el lado derecho de (4.8) 
se alcanza, pues por la proposici6n (4.1), r(v, a) y P 1(dv1 I v, a) son continuas 
en cada ( v, a) E J{. 

Tenemos el siguiente resultado. 

TEOREMA 4.1. Supongamos que se cumplen las hip6tesis Al, A2y A3. En
tonces existe una funci6n h E O(V) y una constante g tales que: 

(4.9) g+h(v)= max{r(v,a)+jh(v')P(dv'lv,a)}, vEV. 
aEA(v) 

Ademas existe una I-poUtica estacionaria f* donde f* : V --+ Ase puede esco
ger como cualquier fuunci6n inedible que maximiza el lado derecho de (4.9): 

(4.10) g + h(v) = r(v, /*(v)) + / h(v 1)P(dv 1 Iv, f*(v)}, v EV; 

tambien tenemos que: 

(4.11) J(f*, vo) = g = sup J(5, vo) = J* (vo), vo EV. 
. 6ED 
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Denwstraci6n. Ya vimos que el operador G definido en (4.8) es un operador 
de contracci6n en B(V). Por la proposici6n (4.3) y por los lemas 1 y 2 de [7], 
se tiene que Gu E O(V) para cada u E O(V). Por el teorema de punto fijo de 
Banach, existe u* E O(V) tal que 

(4.12) u*(v) = max {r(v,a)+ju*(v')P 1(dv1 lv,a)}, vEV 
aEA(v) 

Si definimos ahora la funci6n h E O(V) y la constante g por 

(4.13) 

obtenemos que h y g satisfacen la ecuaci6n (4.9). Podemos ahora aplicar las 
proposiciones 4.1, 4.2, 4.3 y el teorema 3 de [7], para obtener la existencia de la 
funci6n medible /* que satisface (4.10) y que g satisface (4.11). Esto termina 
la demostraci6n. 

Nota 4.1 La ecuaci6n ( 4. 9) se llama ecuaci6n de optimalidad para el criterio 
J. 

5. PDM-PO con parametros desconocidos 

Consideremos ahora un PDM-PO de la forma 

(5.1) (X, Y, A,p(0),Po(0), q(0), r(0)) 

en el cual la ley de transici6n p(0) = p(dx' I x, a, 0), la distribuci6n inicial 
po(0), el micleo de observaciones q(0) = q(d11 I x, a,0), y la funci6n de gana
cia r(0) = r(x, y, a, 0) dependen de un parametro 0. Suponemos que nose da 
ninguna informaci6n a priori sobre 0 excepto que pertenece a un conjunto de 
parametros T, el cual se supone que es un espacio metrico compacto. 

Para el PDM-P0(0) se supone que se cumplen hip6tesis analogas a Al-A3 
en las que se toma en cuenta la dependencia sobre 0. Asi, Al0 queda como 
sigue. 

A10: Hip6tesis. 
(a) y (b) como en la hip6tesis Al; 
(c) El conjunto de controles A es un espacio metrico compacto; el conjunto 

de controles admisibles para la observaci6n 11 es A(11) s;; A. 
El conjunto 

K' = {(11,a,8) I y E Y, a E A(11), 0 ET} 

es cerrado en Y AT. La correspondencia 11- A(11) de Yen 2A es continua. 
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L~ partes (d)-(g) se consideran coma.las analogas de Al tomando en cuenta 
la.dependenciasobre 9, es decir, porejemplo p(dx 1 I z, a, 9) es una probabilidad 
de transici6n en P(X I XAT). 

A29: Hip6tesis. 
(a) El espacio Y es numerable 
(b) r(x, y, a, 9) E C(XYAT); 
(c) p(dx' I z, a, 9) y q(dy I z, a, 9) son continuas para todo (z, a, 9) E XAT. 
A39: Hip6tesis. 
Existen un estado x• E X, una sen.al de observaci6n y• E Y y numeros positi
vos a2 y "12 tales que p({x•} Ix, a, 9) ~ a2 para todo (z, a,9) E XAT y 

{
"/2, siz'=x 

q(y• I x', a, 9) = 
• O, six' 'Ix• 

para todo (z', a, 9) E XAT. 
Para cada 9 E T, se puede reducir el PDM-PO(9) conio en la secci6n 3, a un 

PDM(9) con informaci6n completa • 

(5.2) (V, A, P(9), r(9)) 

donde P(9) esta dada por 

(5.3) P(BC I v,a,9) = L Ia[s(z,a,9,y')]R(y' I z,a,9) 
11'EY 

para v = (y, z), B E 23(Y) y CE 23(Z), donde 

(5.4) R(y' I z, a, 9) = Ix Ix q(y' I x', a, 9)p( dx 1 I x, a, 9)z( dx ), 

. ' 

s(z, a, 9, y1) = R(y' I z, a, 9)- 1 Ix q(y' I z', a, 9)p(dx 1 Ix, a, 9)z(dx) 

y 

(5.5) r(v, a, 9) = l r(x, y, a, 9)z(dx) _ 

Sea 

(5.6) K 1 = {(v,a,9) I v EV, a E A(v)y9 ET} 
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El conjunto K 1 es un conjunto cerrado en VAT por ser K' un conjunto cerrado 
en Y AT. Bajo las hip6tesis A10-A30 se cumplen las proposiciones analogas a 
las proposiciones (4.1)-(4.3): 

PROPOSICION (5.1). Supongamos que se cumplen las hip6tesis Al0-A30. En
tonces 
(i)r(v,a,0) EC(K 1); 
(ii) P( dv1 I v, a, 0) es continua para cada ( v, a, 0) E K 1; 

(iii) Existen un estado v• E Vy un numero a> 0 tales que P( { v•} I v, a, 0) ~ a, -, 
para todo ( v, a, 0) E K; 
(iv) La correspondencia (v,0)-+ A(v) de VT en 2A es continua. 

En la parte (iii) de la proposici6n 5.1 tenemos queen el sistema (3.1) se 
cumple una condici6n de ergodicidad. 

Por la parte (iv) de la proposici6n 5.1 y usando los lemas 1 y 2 de [7], obte
nemos que para cualquier funci6n w E C(K 1), la funci6n 

(5.7) u•(v,0) = max w(v,a,0) 
aEA(v) 

es continua y acotada sobre VT. De esto, usando los resultados dados en la 
proposici6n 5.1, obtenemos como en (4.8) que el operador G : B(VT) -+ B(VT) 
definido para u E B(VT) por 

(5.8) 

donde 

(5.9) 

(Gu)(v,0) = max {r(v,a,0) +ju.(v 1,0)P 1(dv1 I v,a,0)}, 
aEA(v) 

P 1 (· Iv, a, 0) = P(· Iv, a, 0) - ciOv• (·), 

es un operador de contracci6n sobre el subespacio C(VT) de B(VT). 
Si u•(v, 0) = h(v, 0) en C(VT) es el pun to fijo de G y 

g(0) = f u.•(v1,0)5v•(dv1) = u•(v.,0), 

entonces, g E C(T). De aqui resulta que las funciones g y h satisfacen una 
ecuaci6n analoga a la (4.9). Podemos seguir ahora como en la demostraci6n 
del teorema 4.1 para obtener el resultado siguiente. 

PROPOSICION (5.2). Supongamos que se cumplen las hip6tesis Al0-A30. 
Entonces: 

(a) Existen funciones g E C(T) y h E C(VT) tales que 
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g(O) + h(v,9) = max {r(v,a,9) + jh(v 1,9)P(dv1 I v,a,9)}. 
aEA(v) 

(b) Existe una I-poUtica estacionaria J; : V -+ A, medible en (v, 0) que sa
tisface 

(5.11) g(0) + h(v,9) = r(v, J;(v), 0) + f h(v',O)P(dv1 Iv, J;(v), 0)} 

Ademas g(9) cumple que 

(5.12) 

donde 

g(9) = J;(vo) = sup J9(6,vo), vo EV 
6ED 

- n 

(5.13) J9(6, vo) = lim inf(n + 1)- 1 E~'9['°' r(vk, ak, 0)], 5 ED, vo EV 
n--+oo L...,, 

k=O 

La ecuaci6n (5.10) se llama ecuaci6n de optimalidad para el sistema (5.2). 
En el PDM-P0(9) haremos uso de las siguientes hip6tesis de "continuidad" 

sobre el parametro: 
A49: hip6tesis. 

Para cualquier O E Ty cualq'uier sucesion { 9n} en T convergente a 9 cuando 
n -+ oo, tenemos: 

(a) R( n, 0) := sup I r(x, y, a, 0n) - r(x, y, a, 9) I-+ O, 
z,11,a 

(b) P(n,9) := sup II p(· I x,a,On)- p(· I x,a,0) llv-+ 0, 
z,a 

(c) Q(n,8) := sup II q(· Ix, a,On) - q(· I x,a, 0) llv-+ O, 
z,a 

donde II • llv es la norma de variaci6n total. 

Para el sistema reducido PDM(O) con informaci6n completa tenemos el re
sul tado siguiente. 

PROPOSICION (5.3). Si 9n-+ 9 entonces: 

(a) R( n, 0) := sup Ir( v, a, 0n) - r( v, a, 0) I-+ 0, 
v,a 

(b) P(n, 0) := sup II P(• Iv, a, 0n) - P(• Iv, a, 0) !Iv-+ 0. 
v,a 

Demostraci6n. (a) De (5.5) se sigue que R( n, 0) ~ R( n, 0) y esto implica (a). 
Para la parte (b), recordemos que si Ply P2 son mea.idas de probabilidad sobre 
V, entonces Pl - P2 es una medida con signo finita y 



CONTROL DE PROCESOS DE MARKOV 

II PI(·) - P2(·) 1111= 2sup I P1(0) - P2(0) I 
0 
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donde el sup se toma sobre todo O E 2:3(V). Sea B1B2 cualquier rectangulo 
medible en V. Entonces, con v = (y,z) 

P(B1B2 I v,a,9) = L IB2 [a(z,a,9,y')]R(y 1 I z,a,9) 
11'EB1 

= R[B1(v,a,8;B1) I z,a,9] 
(5.14) 

= Ix l q(B1(z, a, 9; B1) I z', a, 9}p(dx1 I z, a, 9}z(dx) 

donde B1 (z, a, 9; 2:31) = {y' E Y I a(z, a, 9, y 1) E B2} E 2:3(Y). Ahora si 01, 02 E 
2:3(Y), 

I R(01 I z,a,9n)- R[02 I z,a,9) I 
= 1 fx l[q(01 I z', a, 9n)p(dx' I z, a, 9n) - q(02 I z', a, 9}p(dx1 I z, a, 9)]z(dz) I 

SI Ix Ix q(01 I z', a,9n)[p(dx' I z, a,9n) - p(dx 1 I z,a,9)]z(dz) I 

+ I lxlxp(dx' I x,a,9)[q(01 I x',a,9n)- q(02 I x1,a,9)z](dx) I 
(~~)i,9) + Q(n,9). 

De (5.15) obtenemos usando A49 que: 

(5.16) sup II R(• I z, a, 9n) - R(• I z, a, 9) 1111--+ 0, cuando n--+ oo 
11,11 

La parte (b) de la proposici6n se sigue ahora de (5.14) y (5.16). Esto termina 
la demostraci6n. 

Nota(5.1).Enelcasoenquep(dz' I z,a,9)tengaunadensidadp1(z' I z,a,9) 
con respecto a alguna medida finita .\ sobre (X,2:3(X)), la hip6tesis A48(b) es 
equivalente a 

sup f I n(z' I z, a,9n) - n(x' I z, a,9) I .\(dz')--+ 0. 
z,a lx 
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5.1 Estimaci6n de parametros en PDM-PO(0) 

Para obtener J-polfticas adaptables necesitamos un esquema de estimaci6n 
consistente del valor verdadero del para.metro. Esto se puede conseguir de 
varias form.as. Por ejemplo, se puede usar el metodo de estimaci6n condicional 
por minimos cuadrados (CMC) de [11]; este se relaciona estrechamente con el 
metodo de predici6n de error por mfnimos cuadrados en [15]. Para describir 
el metodo CMC, fijemos una J-polftica 6 y denotemos por Yn+l (0) (si existe) el 
llamado "predictor de un paso hacia adelante": 

A -6,6 -
Yn+1(0) = Eo [Yn+l I hn, an] 

= L YR(y I Zn,an,0), hn E Hn, an EA, 
1,1EY 

donde bn} es el proceso de observaciones. Consideremos la funci6n 

n 

Ln(0) = Ln(0;hn,an) := L [Yk+l -h+1(0)] 2 

k=O 

Una funci6n medible On : H nA --+ T se llama un estimador CMC si 
On(hn, an) minimizaa la funci6n 0--+ Ln(0). En [11,15] sedan condiciones que 
aseguran la existencia de estimadores CMC que convergen casi seguramente 
al valor verdadero del para.metro. Otra forma de considerar el problema de 
estimaci6n se puede basar en el metodo de contraste minimo (c.m.), [6,12,16]. 
En [6] se han obtenido resultados sabre el metodo c.m. que se pueden aplicar 
a un PDM completamente observable con espacio de estados polaco. Bajo con
diciones apropiadas de "identific<ibilidad", el metodo de estimaci6n por c.m. 
incluye a los metodos de estimaci6n de para.metros usuales, como maxima ve
rosimilitud, minimos cuadrados, etc.; ver [6,12,16]. Dependiendo de las situa
ciones especificas, se puede obtener una sucesi6n consistente de estimadores 
en varias formas y por lo tanto, esto nos permite definir el concepto siguiente 
[6,8,16]. 

Definici6n (5.1). Una sucesi6n de funciones On : HnA --+ Tse llama u~a 

sucesi6n de estimadores de 0 E T fuertemente consistente (FC) si On --+ 0, P~'8 

casi seguramnete cuando n--+ oo, para cualquier J-polftica 6. 



CONTROL DE PROCESOS DE MARKOV 65 

5.2. 1-polfticas adaptables 

Supongamos que 0* es el valor verdadero del parametro y que tenemos 
una sucesion { On} FC de estimadores de 0*. Consideremos el sistema reducido 
PDM(0): (V, A, P(0, r(0)) y los problemas de: obtener J-politicas adaptables J-
6ptimas y aproximar el valor 6ptimo g(0*) = J;(vo)- Siendo el PDM(0) un 
PDM completamente observable con estados tin = (Yn, zn), tenemos un PDM 
adaptable en el sentido usual [1,6,8,12,13] para el cual existen polfticas adap
tables y esquemas de aproximaci6n. Resolveremos estos problemas usando los 
resultados de [1] para PDM adaptables. 

Primera definimos la sucesi6n de funciones un( 11, 0) para 11 E Vy 0 E T por: 

(5.17) un(v, 0) := max {r(v, a, 0) + f un-1(111, 0)P(dv 1 Iv, a, 0)}, 
aEA(v) 

para n = O, 1, ... , con u-1 := 0. La sucesi6n {un} se llama sucesi6n de ite
raci6n de valores. Bajo las hip6tesis Al0-A30, usando el resultado dado en la 
parte (iv) de la proposici6n 5.1., los lemas 1 y 2 de [7] e inducci6n matematica, 
vemos q:ue un( v, 0) E O(VT) para n 2:: 0. Podemos aplicar tambien los teore
mas conocidos de selecciones medibles, e.g., en [6, 6 14, pg. 74], para obtener 
funciones medibles fn(v,0) : VT--+ A tales que fn(v,0) es algu.n valor de a 
para el cual se alcanza el maximo en el lado derecho de la ecuaci6n (5.17) para 
todo n ~ 0. 

Definici6n 5.2. Sea c5 = { 5n} la J-politica definida por 5n(hn) = fn(vn, On), 
para hn E H n, n 2:: 0. La polftica c5 se llama J-politica adaptable de iteraci6n 
de valores. 

Otras politicas adaptables que consideramos son las siguientes. 
Definimos la sucesi6n de funciones wn( 11, 0) para ( 11, 0) E VT por : wo E 

O(VT), arbitraria, y para n 2:: 1, 

(5.18) 

donde G es el operador de contracci6n definido en (5.8). La sucesi6n { wn} es 
la sucesi6n de aproximaciones sucesivas del operador G, la cual converge al 
unico punto fijo de G. Sean/~: VT--+ A funciones medibles tales que f~(v, 0) 
es algun valor de a para el cual se alcanza el maxima en el lado derecho de la 
ecuaci6n (5.18), n 2:: 0 (aqui aplicamos de nuevo los resultados de [6,14]). 

Definici6n (5.3). Sea 61 = { 6~} la J-politica definida por 5~(hn) = f~( vn, On), 
para hn E Hn, n 2:: 0. La politica 51 se llama 1-poUtica adaptahl.e de aproxi
maciones sucesivas. 

Finalmente consideremos la siguiente J-politica. Para cada 0 E T, sea ,t, ( ·, 0) 
una J-politica estacionaria optima, por ejemplo, coma la obtenida en (5.11). 
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Definici6n (5.4). Seac511 = {5:} laJ-politicadefi.nidaporc5"(hn) = ,&(vn,9n), 
para hn E H n, n 2: 0. La politica 611 se llama I-polltica adapwble de estimaci6n 
y control (PEC). 

Vamos ahora a aplicar los resultados de [1] para establerer nuestros resul
tados principales sabre la optim.alidad de las J-politicas adaptables definidas 
en esta secci6n. 

TEOREMA (5.1). Sea (J* el valor verdadero del parametro y sea {On} una su
cesi6n FC de estimadore.s de (J*. Supongamos ademas que: 
(i) Se cumplen las hipot.esis Al8-A48 y que /.a funci6n h E C(VT) que satisface 
/.a ecuaci6n de optimal.idad (5.10), cump/,e /.a siguiente condici6n: 

(5.19) 

6 bien, 

sup I h(v,8') - k(v,8) [-+ 0, cuando 81 -+ 8, para todo() ET. 
uEV 

(ii) Se cump'len las hip6t,e.sis Al9-A38 y los espacios Xe Y son compactos. 
Entonces: (a) /.a I-poUtica adapwble 5 de iteraci6n de valores dada en la defi
nici6n 5.2 es; -optima, y (b) para cualquier sucesi6n {8n} que converge a()*, 
el valor 6ptimo g(fJ*) se puede obtener como 

(5.20) 

donde v. es cualquier estado fijo en Vy /.a sucesi6n { un} est<i definida en ( 5.1 7). 

Demostracion. La demostraci6n se obtiene directamente del teorema (5.9) 
de [1]. Sin embargo conviene dar aqui los hechos mas importantes en los que 
se basa dicha demostraci6n. 

Definamos la suresi6n u~ E C(VT) por 

u~(v,8):=un(v,8)-un(v*,8), (v,8)EVT, n2:1, 

donde v* es cualquier estado fijo en V. Como consecuencia de las hip6tesis 
Al8-A38, se obtiene que la sucesi6n { u~} converge uniformemente a una fun
ci6n h E C(VT). Definamos tambien la sucesi6n {gn} en C(T) por 

9n(8) := un(.,8) - Un-1(v.8), ()ET, n 2: 1, 

donde v* es cualquier·estado fijo en V. Bajo Al8-A38, la sucesi6n {gn} es aco
tada, y converge uniformemente a una funci6n g E C(T). En [1] se obtiene 
que las funciones h y g satisfaren la ecuaci6n de optimalidad (5.10). Esto de
muestra que g(9*) se puede obtener como en (5.20). 

Consideremos ahora la J-politica adaptable c5 de iteraci6n de valores. Usan
do la ecuaci6n de optimalidad definamos la funci6n <p sabre K 1 por 
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~(v, a, 8); = r(v, a, 8) + f h(v', 8)P(dv 1 I v, a, 8) - h(v, 8) - g(8) 

La funci6n ~ permite comparar las controles obtenidos usando 6 con controles 
estacionarios 6ptimos (ver la proposici6n 5.2.). En [1] se demuestra, bajo las 
hip6tesis de la parte (i) con la condici6n (5.19), 6 bien bajo las hip6tesis de la 
parte (ii), que: 

lim I ~(vn,fn(vn,On),8*) j=0, P~'9-casiseguramente, 
n--+oo 

donde (vn, fn(vn, On)) son los estados y acciones obtenidos usando 6. La opti
malidad de 6 se obtiene ahora usando la parte (iii) de la proposici6n (3.2) de 
[1]. Esto termina la demostraci6n. 

Observaci6n (5.1). La parte (a) del teorema 5.1 nos da una forma de escoger 
los controles 6ptimos; la parte (b) nos da un esquema para aproximar el valor 
6ptimo g(8*). De aquf obtenemos la soluci6n a los problemas planteados al 
principio de la subsecci6n 5.2. 

Para las otras J-politicas adaptables definidas anteriormente tenemos el 
resultado siguiente. 

TEOREMA (5.2). Bajo las hip6tesis del teorema 5.1 se tiene que la I-poUtica 
de aproximaciones sucesivas y la I-poUtica PEC, dadas en las definiciones 5.3 
y 5.4 respectivamente, son J-optimas. Ademas, en el caso de la poUtica 61 de 
aproximaciones sucesivas, el valor 6ptimo g(8*) se puede obtener como 

g(8*) = a lim Wn-1(v*,8n), 
n--+oo 

donde { wn} estd definida en 5.18 y el estado v• E Vy el numero a, estdn dados 
en la parte (iii) de la proposici6n 5.1. 

La demostraci6n del teorema 5.2 es analoga a la del teorema 5.1, y por lo 
tanto la omitimos. 

En la secci6n siguiente ilustraremos los resultados de los teoremas anterio
res con un ejemplo de un sistema de inventario parcialmente observable. 

6. Ejemplo 

Consideremos el ejemplo de control de inventario tratado en [1,6]. Sea Zn 

el nivel de inventario de un producto al tiempo n y supongase que Zn no es 
observable directamente (o que resulta muy costoso hacerlo) pero que se dis
pone de un proceso de observaciones bn} con valores en un espacio finito Y. 
Supongamos que se tiene una capacidad finita C para Zn y que el espacio de 
estados es el intervalo X = [O, O]. Sean Pl y P2 los precios unitarios de compra 
y venta, respectivamente, de Zn, con Pl y P2 constantes P2 > Pl > 0 . Supon
gamos que hay un costo de mantenimiento y que cuesta µ.z mantener un nivel 
de inventario z en cada etapa del proceso. Sea dn la demanda en el intervalo 
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[ n, n + 1). Su pongamos que { dn} es una sucesi6n de variables aleatorias con es
peranza finita, no negativas, independientes, todas con la misma distribuci6n 
con densidad /(8, •) : R --+ R, la cual depende continuamente del parame
tro 8 E T, donde T es un conjunto compacto. La acci6n an es la cantidad de 
producto ordenada al principio de [n, n + 1), y suponemos que es entregada 
inmediatamente. Supongamos que el conjunto de acciones admisibles dada la 
observaci6n Yn es A(yn) = [O, C - Yn] y que A = [O, CJ. Con esto se cumple 
que la correspondencia y--+ A(y) es continua. Suponemos que la cantidad de 
producto que se vende durante [n, n + 1) es Vn = min(dn, Xn + an), Entonces 
el estado al tiempo n + 1 sera xn+ 1 = Xn + an - vn. La ganancia esperada en 
[n, n + 1) es 

1:z:+a 100 
r(x, a, 8) = p2sf (8, s )ds + P2(x + a) J(O, s )ds - p1a - µ(x + a). 

0 :z:+a 

Se tiene que r E C(V AT), y se cumple la hip6tesis A48(a). 

La probabilidad de transici6n esta dada por 

p(B Ix, a, 8) = l /(8, s +a - y)dy, 

si Bes un subconjunto de Borel en (0, CJ y por 

p({O}) Ix, a, 8) = f 00 /(8, s)ds 
lx+a 

para todo (x, a, 8) E XAT. Esta probabilidad de transici6n satisface las hip6-
tesis Al8-A38 con x* = 0 en A38 y a 1 > 0 tal que 

fc00 
/(8, s)ds ::::-: a1, 

Supongamos que la densidad / (8, •) satisface la propiedad 

sup I /(8,s) - f(On,s) I--+ O, cuando n--+ oo 
•ER 

para cualquier sucesi6n {On} en T, convergente a 8. Entonces p(· I x, a, 8) 
satisface que: 

sup II p(· Ix, a, 8) - p(· Ix, a, On) ll11S (sup I /(8, s) 1)(1 + C)--+ 0 
:z:,a BER 

cuando n--+ oo; por tanto p satisface la hip6tesis A48(b). 
Supongamos que el proceso de observaciones es tal que 

Yn = g(xn, an-1, Bn), n ::::-: 1, 
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donde g es una funci6n continua sobre XAX y las Bn son variables aleato
rias independientes con la misma distribuci6n discreta q( 0, •), que depende del 
para.metro desconocido, concentradas en algun conjunto numerable S = {P; }; 
supongamos ademas que q(0, •) satisface que: 

L I q(0, P;) - q(0n, P;) I-+ 0, cuando n--+ oo, 
i 

para cualquier sucesi6n {0n} en T convergente a 0. Supongamos tambien que 
para g existe un valor de la observaci6n y•, y un unico p• E S tales que 

g(O, a, P*) = y• y g(x, a, P*) =I-y• six-/- 0, para todo a, 

y que q(0, P*) = 1 > 0 para todo 0 ET. Entonces 

q(y I x,a,0) = LI 11[g(x,a,P;)]q(0,P;), 
i 

para todo y E Y y (x, a, 0) E XAT, satisface que: 

q(y* I x1, a, 0) = ' -{
, six'-o 

O, si x1 -/- 0, 

para todo (a, 0) EAT. Por lo tanto q satisface la hip6tesis A30. Tambien, q(· I 
x, a, 0) es continua para todo ( x, a, 0) E X AT y satisface la condici6n: 

cuando n --+ oo para cualquier sucesi6n {0n} en T convergente a 0, y por lo 
tan to q( • I x, a, 0) satisface la hip6tesis A40(c). Con E;)Sto tenemos que se cum
plen las hip6tesis Al0-A40. El para.metro 0 se puede estimar por cualquier 
esquema consistente usual, como por ejemplo, maxima verosimilitud 6 por el 
metodo de c.m. Podemos aplicar entonces os resultados de los teoremas 5.1 
6 5.2. 

7. Conclusiones 

En este trabajo hemos transformado un PDM-PO con parametros desco
nocidos en un PDM completamente observable. Hemos visto como el PDM 
transformado hereda algunas propiedades deseables del sistema PO como por 
ejemplo la continuidad y las condiciones de ergodicidad. Indicamos como, bajo 
condiciones apropiadas, se pueden estimar consistentemente los parametros 
desconocidos. Tambien, combinamos la transformaci6n del PDM-PO con re
sultados recientes sobre PDM con para.metros desconocidos y espacio de esta
dos polaco, para obtener politicas adaptables J-6ptimas y esquemas de apro
ximaci6n del valor 6ptimo. 
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