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ALGUNAS CLASES EN bu*(bu)
Por JUAN JULIAN RIVADENEYRA PEREZ

Introduccién

Sea bu el BU-espectro conectivo. El objetivo de estas notas ser4 el estable-
cer la conducta homotépica y homolégica del morfismo de enlace en la torre
conectiva de bu (Proposicién (3) y Teorema (5)). Como una aplicacién de lo an-
terior daremos una demostracién del teorema de Adams acerca de la imagen
de H,(bu) en H,(bu: Q).

Recordemos (ver [2]) que bu es un espectro anillo conmutativo con unidad
y que existe una clase de homotopia 8 en xa(bu) tal que =, (bu) es el anillo de
polinomios en # con coeficientes en Z.

Definicién (1). Sean b la composicién de morfismos

Al
Ezbu=52/\bu—ﬂ—»bu/\bu—“—» bu

y " =b" 5 1222 ; donde I denota el morfismo identidad, p el producto de
buyn> 1.

Es f4cil ver que ™ lleva la 2m-suspensién de 8%, o2™g", a la clase gn+™
para n,m > 0. Ademas si consideramos la sucesién de homotopia de la su-
cesion de Puppe de b encontramos que existe la siguiente cofibracién

2 b
2) Y%y — bu — H

donde H es el espectro de Eilenberg Mac Lane.
En los siguientes parrafos desarrollamos una generalizacién de 2).

Sea p un nimero primo. Ya que el orden de H™(H) es primoa psi0 < m.<
2p — 2 (ver [5]) tenemos que H™(H : Zy)) es trivial para esos m. Localizando
2) en p y tomando la H*( : Z(p))-sucesién exacta de la cofibracién resultante,
vemos que existen clases de cohomologia g,, en H 2"‘(lmZ(p) : Z(p)), tales que
gm o b™ = o?™Mgy param = 0,...,p — 2; donde gq es la clase fundamental de
buZ). |

p—2
Sea g = K Im
buZ(p) —_— K p) mHZ(p).
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Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

-1
22p_2buZ(p) _— buZ(p) — O
lo 9
=2 om
K b HZ(p)

donde C es el cono de b?~! y 4 es una extensi6n de g.

La siguiente proposicién (compare con §5 de [1]) nos da una idea de la con-
ducta homot6pica de 5?1,

PROPOSICION (3). Sea p un niimero primo, entonces la siguiente sucesién es
una cofibracion.

b1 g9 P2,
2p—2 2
4P buZ(p) —_ buZ(p) —_ })’ pX 'HZ(p).

Demostracién. Probaremos que ¢ induce in isomorfismo entre =, (C) y
#+(D), donde

p-2 2%
D=y S¥HZ),

entonces, por la versién estable del teorema de Whitehead, podremos concluir
que ¢ es una equivalencia de espectros.

Ya que b27! es un isomorfismo entre m(ZP2buZ ) y #n(buZy)) para n >
2p — 2, vemos que 7, (C) es trivial para n > 2p — 2 y, obviamente, lo mismo
es cierto para mp(D). Ademas gm+(f") = 0si n # m 6 es un Z,)-generador
de w2, (Z2"H Z(p)) si n = m. Entonces, ya que g induce isomorfismos en di-
mensiones < 2p — 3, tenemos que sucede lo mismo con ¢. Esto concluye la
demostracién del teorema 3.

Ahora analizaremos la conducta homolégica de »~1. Primero vemos un
caso especial.

LEMA (4). El homomorfismo

Y : P by : Z,) — RPE(RWP 2py : Zy)

es trivial. -

Demostracion. La sucesion exacta
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0 » Z, A » Zp + 0

induce el siguiente diagrama conmutativo:

H¥?=%(buZy, : Zy) B H?P=2(by : Zy) —0

| 6=z, | oy
H?P~H (S 2buZy 0 Zy) — HPHE® u:Z)) — 0

los renglones del cual son exactos. Entonces (b?~1)* es trivial si (b*~1Z,)* lo
es. Probaremos que este es el caso por reduccién al absurdo. }

Supongamos que (b?71Z,)* no es trivial, entonces existe una clase z en
H?P=2(buZ, : Zp) tal que '

zo b”‘lz,, =P 2y,

donde gg es la clase fundamental de buZ,. Esta z induce un isomorfismo entre
mop—2(buZp) y mop_ 2(E%2H Z,), entonces el cono C de gV z, donde g denota la
reduccién médulo p de aquella en el teorema 3, es 2p conexo. Esto es imposible
yaquesi L = S%*1/Z, es el espacio lente, entonces tendriamos la siguiente
sucesién exacta

buZ2(L) —— E*(L) —— COB(L)

p—1 . ~
donde F = })/ 2% HZ,, pero C?(L) = 0 pues la dimensiénde L es 2p + 1y

220 es 2p + 2 conexo, ademés E%(L) es la suma directa de p copias de Z, y

buZ2(L) = KU(L) ® Zp es la suma directa de p — 1 copias de Z, (ver [4]). Esta
es una contradiccién y con ella concluimos la demostracion del lema 4.

TEOREMA (5). El homomorfismo
(6P~ : H*(bu: Z,) — H* (P %bu: Z,)

es trivial.

Demostracién. Por la definicién de 5?1 tenemos que

YEste argumento es de Luis Astey.
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p(BP7EAT) = bP

donde I es el morfismo identidad de bu y p es el producto de bu. Entonces

WU IAE) =p(B LA o (INE) = p(BP~1 A g) = pP!

donde ¢ es la unidad de bu. Por 3) tenemos que (8P~1)*, el homomorfismo
inducido en H*( :Zy) es trivial y por el teorema de coeficientes universales
tenemos lo mismo para (gP~1),.

Para finalizar consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Hz',,_fz(S"""‘2 : Zp)®@ Hp—gpy2(bu : Zp) = Hn(S%P72 Abu: Zp)
NET
| ter | g1 aD. Halbu:2,)
| /" e
Hip_2(bu:Zpy) ® Hp_gpia(bu:Zy) — Hp(buAbu:Zy)
donde el isomorfismo estd dado por el teorema de Kunneth. Del diagrama

vemos que b5 oo y entonces (b*~1)* = 0. Esto completa la demostracién
del teorema 5.

Como una aplicacién de lo anterior damos una demostracién de un teorema
de Adams. (ver [3]).

TEOREMA (6). La imagen de H,(bu) en H,(bu : Q) estd generada por

B [mr)
para r > 0, donde m(r) = IIp®®, ay es la parte entera de r/p — 1y el producto
corre en la coleccion de los niumeros primos p.

Demostracién. Sea gr un generador de la parte libre de Hy,(bu). Probare-
mos que existen enteros ¢, tales que

H(B") = P*Pqrg,

paracadar > Oy cada primo p, donde 4 denota el homomorfismo de Hurewicz
¥ qr s primo a p.

Sir=s(p—1)+tcon0<t< p—1entonces b’ es la composicién
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t -1 -1 -1 -1
22 by __Ii__, n2s(p-1)3,, ff_. »2(e-1)(p-1)p,, f.p_, ... _i‘p_., »2(p—1)p,, Lb.p__, bu

donde ' denota una suspensién de b* también. Entonces

H(B7) = Hp*CD 085°) = 5207 o (40)

pues H(A°%) = ¢° y H# es natural

Completamos la demostracién mediante los siguientes dos lemas:

LEMA (7). Existe un entero A\ tal que

bigo = At

y At es primo a p.

LEMA (8). Existe un entero g, tal que

B (0% %,) = pas gotp-1

Y gs €8 primo a p.

Demeostracién del lema (7). Es claro que A; # 0. La sucesién exacta de
homologia de (2) y el hecho de que H;(H) no tiene p-torsién si j < 2p — 3 nos
llevan a ver que b, (o? gj—1) es un miltiplo de g;, el cual es primo a p, para
7 < p — 1. Entonces, por induccién concluimos que

5 (0% g90) = ba (b, 0% g0)

es un miltiplo, primo a p, de g;.

Demostracién del lema (8). Dualizando en 5) obtenemos que

Bl Ho(S%%bu : Zp) —— H.(bu: Zp)

es trivial, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P
H (2% %) ——— Hy(Z% %u) —— H. (2P %u:Z,)

s s lo

H,(bu) —_— H,(bu) —_ H,(bu: Zp)
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donde p denota el homomorfismo ‘multiplicacién por p’. De este diagrama
deducimos que

(bp-l). (a2p——2g’) = Pqsds+p-1

para algin entero g,. Ademss, de la proposicién (3) obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

H (2% %u) ——  H. (S %bu:Z,)

Lo Lo
H,(bu) H,(bu: Zy,))
!

Pl
Hy( X p) HZ(p))

Usando la exactitud de la columna més larga y el hecho de que H,(H) no tiene
elementos de orden p? concluimos que g, es primo a p.

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
IZTAPALAPA
Mexico, D.F. 09340 Mixico

CENTRO DE INVESTIGACION DEL IPN
APARTADO POSTAL 14-740
Mextco, D.F. 07000 Mixico

REFERENCIAS

[1]1 J.F. ADAMS, On Chern characters and the structure of the unitary group. Proc. Camb. Phil.
Soc. 57 (1961), 199.

[2] —, Stable homotopy and generalized homology. Univ. of Chicago. Lecture Notes, 1971,
152-154.
[3i , Chern characiers revisited. Illinois J. Math. 17 (1973), 333-336.

[4] T. KaMBE, The structure of K-rings of the lens space and their applications. J. Math, Soc.
Japan 18 (1966), 136.

[5] J. P. SERRE, Groupes d’ homotopie et classes de groupes abeliens, Ann. Math. 58 (1953),
268-288.





