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ALGUNAS CLASES EN bu*(bu) 

Por JUAN JULIAN RIVADENEYRA PEREZ 

Introducci6n 

Sea bu el BU-espectro conectivo. El objetivo de estas notas sera el estable­
cer la conducta homot6pica y homol6gica del morfismo de enlace en la torre 
conectiva de bu (Proposici6n (3) y Teorema (5)). Como una aplicaci6n de lo an­
terior daremos una demostraci6n del teorema de Adams acerca de la imagen 
de H.(bu) en H.(bu: Q). 

Recordemos (ver [2]) que bu es un espectro anillo conmutativo con unidad 
y que existe una clase de homotopfa fJ en 1r2(bu) tal que ""• (bu) es el anillo de 
polinomios en /J con coeficientes en Z. 

Definici6n (1). Sean b la composici6n de morfismos 

{JI\[ JJ, 
E2bu = S2 /\ bu --➔ bu I\ bu - bu 

y b" = b" -;;-1 E2"- 2b; donde I denota el morfismo identidad, µ, el producto de 
buyn~l. 

Es facil ver que bm lleva la 2m-suspensi6n de /J", u2m /3", a la clase pn+m 
para n, m ~ O. Ademas si consideramos la sucesi6n de homotopfa de la su­
cesi6n de Puppe de b encontramos que existe la siguiente cofibraci6n 

2) 

donde H es el espectro de Eilenberg Mac Lane. 

En los siguientes parrafos desarrollamos una generalizaci6n de 2). 

Seap un numero primo. Yaqueel orden deHm(H) es primoap si O < m.< 
2p - 2 (ver [5]) tenemosque Hm(H: Z(p)) es trivial para esos m. Localizando 
2) en p y tomandola H*( : Z(p))-sucesi6n exacta de la cofibraci6n resultante, 
vemos que e:xisten clases de cohomologfa 9m en H2m(buZ(p) : Z(p)), tales que 
9m o bm = u2mgo para m = O, ... , p - 2; donde go es la clase fundamental de 
buZ(p)• 

p-2 
Seag= V 9m 

0 

27 



28 JUAN JULIAN RIVADENEYRA PEREZ 

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo. 

1,P-l 
E2P- 2buZ(p) --➔ buZ(P) --➔ 0 

lg ,/ tp 

donde O es el cono de 1,P-l y <P es una extensi6n deg. 

La siguiente proposici6n (compare con §5 de [1]) nos da una idea de la con­
ducta homot6pica de 1,P- 1 . 

PROPOSICION (3). Sea pun numero primo, entonces /,a siguiente sucesi6n es 
una cofibraci6n. 

Demostraci6n. Probaremos que <P induce in isomorfismo entre 1r.(G) y 
1r.(D), donde 

p-2 2· 
D = V E 1HZ(p), 

0 

entonces, por la version estable del teorema de Whitehead, podremos concluir 
que ,p es una equivalencia de espectros. 

Ya que 11.-1 es un isomorfismo entre 1rn(E2P- 2buZ(p)) y 1rn(buZ(p)) para n 2: 
2p - 2, vemos que 1rn(G) es trivial para n 2: 2p - 2 y, obviamente, lo mismo 
es cierto para 1rn(D). Ademas 9m•(.Bn) = 0 sin -:f m 6 es un Z(pfgenerador 
de 1r2n(E 2n HZ(p)) sin = m. Entonces, ya que g induce isomorfismos en di­
mensiones ::S 2p - 3, tenemos que sucede lo mismo con tp. Esto concluye la 
demostraci6n del teorema 3. 

Ahora analizaremos la conducta homol6gica de bP-1. Primero vemos un 
caso especial. 

LEMA (4). El Jwmomorfismo 

es trivial. 

Dem06traci6n. La sucesi6n exacta 
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p p 
0 ----+ Z ----+ Z ----+ Zp ----+ 0 

induce el siguiente diagrama conmutativo: 

H 2P- 2(buZp : Zp) ----+ H 2P- 2(bu: Zp) ----+ 0 

1 w-1zp1· 1 w-11• 

H2p-2(:E2p-2buZp: Zp) ----+ H2p-2(:E2p-2bu: Zp) ----+ 0 

los renglones del cual son exactos. Entonces (bP-1)* es trivial si (bP-1Zp)* lo 
es. Probaremos que este es el caso por reducci6n al absurdo. t 

Supongamos que (bP-1Zp)* no es trivial, entonces existe una clase x en 
H 2P- 2 (buZp : Zp) tal que 

~11-lz 2p-2 
:z;ou p=U 90 

don de 90 es la clase fundamental de buZp. Esta x induce un isomorfismo entre 
'11'2p-2 (buZp) y '11'2p-2 (:E2P- 2 HZp), entonces el cono Ode 9 V x, donde 9 denota la 
reducci6n modulo p de aquella en el teorema 3, es 2p conexo. Esto es imposible 
ya que si L = S 2P+I /Zp es el espacio lente, entonces tendrfamos la siguiente 
sucesi6n exacta 

b:Z;(L) -----+ E2(L) -----+ 02(L) 

p-1 . ~ 
donde E = V :E2' HZp, pero 0 2(L) = o pues la dimension de Les 2p + 1 y 

0 ~ 
:E2O es 2p + 2 conexo, ademas E 2 (L) es la suma directa de p copias de Zp y 

b:Z;(L) ~ KU(L) ® Zp es la suma directa de p -1 copias de Zp (ver [4]). Esta 
es una contradicci6n y con ella concluimos la demostraci6n del lema 4. 

TEOREMA (5). El honwmorfismo 

es trivial. 

Demostraci6n. Por la definici6n de bP-1 tenemos que 

t Este argumento es de Luis Astey. 
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donde I es el morfismo identidad de buy µ es el producto de bu. Entonces 

donde e es la unidad de bu. Por 3) tenemos que (fJP-1) *, el homomorfismo 
inducido en H* ( : Z,,) es trivial y por el teorema de coeficientes universales 
tenemos lo mismo para (fJP-1) •. 

Para finalizar consideremos el siguiente diagrama conmutativo 

• H2p-2(S 2P- 2 : Z,,)®Hn-2p+2(bu: Z,,)-=-. Hn(S 2P- 2 A bu: Zp) 

',. ,,.-1 

l (fJP-l I\ I). Hn(bu: Zp) 

donde el isomorfismo esta dado por el teorema de Kunneth. Del diagrama 
vemos que ,t.- 1 = 0 y entonces (bP-1)* = 0. Esto completa la demostraci6n 
del teorema 5. 

Como una aplicaci6n de lo anterior damos una demostraci6n de un teorema 
de Adams. (ver [3]). 

TEOREMA (6). La imagen de H.(bu) en H.(bu: Q) estxigeneradapor 

pr /m(r) 

para r ~ 0, donde m( r) = llpa,, ap es la parte entera de r / p - 1 y el producto 
corre en la coleccion de los numeros primos p. 

Demostraci6n. Sea Ur un generador de la parte libre de H2r(bu). Probare­
mos que existen enteros q,. tales que 

para cada r ~ 0 y cada primo p, donde di denota el homomorfismo de Hurewicz 
y qr es primo a p. 

Sir= s(p -1) + t con O ~ t < p - 1 entonces br es la composici6n 
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donde bi denota una suspension de bi tambien. Entonces 

c#(,Br) = c#(b"(p-1) o bt 130) = b!(p-1) ob! (go) 

pues c#(/3°) = go y c# es natural 

Completamos la demostraci6n mediante los siguientes dos lemas: 

LEMA (7). Existe un entero Attal que 

y At es primo a p. 

LEMA (8). Existe un entero q., tal que 

,11-l( 2p-2 ) u. u g., = pq, Ua+p-1 

y q., es primo a p. 
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Demostraci6n del Zema (7). Es claro que At f. 0. La sucesi6n exacta de 
homologfa de (2) y el hecho de que H; ( H) no tiene p-torsi6n si :i :$ 2p - 3 nos 
llevan aver que b.(u 2u;-1) es un multiplo de u;, el cual es primo a p, para 
:i < p - 1. Entonces, por inducci6n concluimos que 

es un multiplo, primo a p, de Ut• 

Demostraci6n del Zema (8). Dualizando en 5) obtenemos que 

es trivial, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

H. (:E2P- 2bu) 
p 

H.(:E2p-2bu) H.(:E2P- 2bu: Zp) 

1 ,,.-1 

H.(bu) 
p 

111.-1 

H.(bu) 

lo 
H.(bu: Zp) 
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donde p denota el homomorfismo 'multiplicaci6n por p'. De este diagrama 
deducimos que 

(~i,-1) ( 2p-2 ) 
IT • O' 9e = pqe9a+p-1 

para algun entero q.. Ademas, de la proposici6n (3) obtenemos el siguiente 
diagrama conmutativo 

H.(E 2P- 2bu) 

1 Et.-1 

H.(bu) 

H. (E2P- 2bu : Z(P)) 

1 Et.-1 

H.(bu: Z(p)) 

! 
p-2 

H.( V E 2iH: Z(p)) 
0 

U sando la exactitud de la columna mas larga y el hecho de que H. ( H) no tiene 
elementos de orden p2 concluimos que q. es primo a p. 
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