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COMPORTAMIENTO DE LA FUN CION
DE HILBERT-SAMUEL VIA EXPLOSIONES

PoR CONCEPCION ROMO SANTOS
1. Introduccidén

HEste trabajo esta dedicado al estudic del comportamiento de la funcidén de
Hilbert-Samuel de una variedad algebroide mediante transformaciones mo-
noidales.

i) Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria

ey de, Wi,...,Wy indeterminadas sobre K con ¢ +d = =n y
R = Kl||Z1,...,2:,Wy,...,Wy]] = K|[[Z,W]] el anillo de series de potencias
formales en las indeterminadas 73, ..., Z,, Wy, ..., Wy con coeficientes en K.

Llamaremos variedad algebroide sumergida en K°¢t¢ a V(I) =
Spec (K|[Zy,...,Ze, Wi,...,W4]]/I) siendo I un ideal radical cualquiera de
K{(z,wl.

Si I es un ideal regulay, divemos que la variedad algebroide correspondiente
V (I} es una variedad algebroide regular

ii) Sea # un anillo local de ideal maximal m y cuerpo residual K. Sea Hy
la funcién de Hilbert-Samuel de 8, es decir Hy es la aplicacién Hy : Zg — Z
definida por:

Hy(n) = dimy, (m? /m?T!) = long, (§/m™)

s

XY
Il
=)

Se escribira entonces

HU(n) = H(n) - H(n—1) = AH(n)

/

2w = 3B
i=0
gD o g+n)

v asi se puede definir H (4), V entero d.

ili) Sea X una variedad algebroide de anillo de coordenadas 4, § =
Kl|[Zy,..., 2., Ws,...,W,]|/J. Podemos escribir = K[| Z], ..., Z}, W], ..., W],
Zl=Z;+J, i=1,...,¢c W; =W;+J, j=1,...,d. Utilizaremos entonces
la siguiente notacién

Hx = Hyyz1,..00 w1, w1
iv) Sea R = K|[Zy,..., 2., Wy,...,Wy]l con ¢ + d = n. Sean Y, X dos varie-
dades algebroides sumergidas en K", de ideales de definicién P,Jcon J C P
yP=(Wy,... WyR.
1
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Consideremos la explosién Blp/;(R/J) y la proyeccién = : Blp;;(R/J)
— Spec (R/J).
En estas condiciones escribiremos:

Cx,y = Spec{gry (X)) = Spec(grp,;(E/J))

y diremos que Cx y esel cono normal de X alo largode Y.
Sea ahora M el ideal maximal de B/J y 0 el punto cerrado correspondiente
a este ideal maximal, entonces la fibra de Cx y en este punto sera:

I

Cx,y(0) = Spec (gogp/J)H / M(P/J)”) = Spec (K[W1,..., W)

con Wy = inpgep )5y (Wi + J).

iv) En las condiciones de iii) se verifica que:
iv-a) El fibrado proyectivo asociado a Cx,y es Proj (grp,y (R/J) = =~ 1(Y).
iv-b) El fibrado proyectivo asociado a Cx,y (0} es

Proj (K[W1,...,Wy4]) = n~1(0),
W; = in a(p/3) (Wi + J) (véase Romo [5], 2-3-5).
v) Dado ¢' transformado monoidal de § = R/J con centro P/j, 7~1{(0)
estd definido en 6’ por el ideal (W +J, 21+ J, ..., Z. + J)6' (véase Romo
[51, 2-4-3).

TEOREMA (1). Con las notaciones anteriores, si X es una variedad normal-
mente plana a lo largo de Y e Y es una variedad regular, se verifica que:

HX! SHX

con X' lavariedad transformada de X mediante una transformacién monoidal
de centro P.

Demostracién. Sabemos que si 4 es un anillo local, H4 es la funcién de
Hilbert-Samuel de A con respecto a su ideal maximal, entonces para todo en-
tero positivo

il
o = my

donde A’ = A[[t1,...,#])] v {¢1,...,%} son variables independientes.
Luego en nuestro caso H";{) = Hy, gt donde K' = Spec (K[[t1,..»t]]) y
X x K'indica el producto fibrado. -
Demostraremos el tecrema si comprobamos:
D Hx=HG,
D Hoyyo2 A7

iii) H(f;’(g)l) > Hy:

) concec=dimY
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FUNCION DE HILBERT-SAMUEL Via EXPLOSIONES

Demostracion de i). Al ser la variedad X normalmente plana a lo largo de
la sucesidn siguiente es exacta
Ty — Cx — Cx y(0) (véase Giraud [2, cap. I[,2-2]
y como Ty es un espacio vectorial se tiene el isomorfismo
Oy a2 Ty X CX,Y!;O}

y por lo tanto

— giro) gt v
Hy =H Cx.y(0) conne = gimyYy

Demostracién de ii). Al ser #71(0) el fibrado proyectivo asociado a Cx y (0),
ii) sera consecuencia inmediata del siguiente lema.

LEMA (2). Sean G = Kliy,..., zﬁ,, I ¢ G un ideal homogéneo, u; = i;/tq,
1=2,...,n, A= Kluy,..., up] Sea ] elm’em

hY
f
i1 J

donde I, es la parte homogénen de grado d de I,
Entonces se verifica

(-1)
HG/I,(},Q ,(J 2 HA/fi §u2:1<~:un:i)}

donde

-1
H((}'/I?(l,(),...,o)(m) = longg (G/I)m
HA/I',(ng'“:un:G) {m} = 191}@"}{ (A(m}/fu%(m‘}

Alm) = Af{ug, ..., un)™THA.

Véase demostracién del lema en Hironaka [3], lema 4-8.

Demostracién de iii). Sabemos que 7~ (0} est4 definido por un ideal gene-
rado por ¢ + 1 elementos, luego para demostrar iii) bastara con aplicar ¢ + 1
veces el lema siguiente

LEMA (3). Sea A un anillo local noetheriano, M su ideal maximal, K =
A/M, Z € M. Si B= A/ZA severifica que

B>y,

Véase demostracidn del lema en Hironaka [3], lema 4-7
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