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CATEGORIA DEBIL Y HOMO LOGIA* 

POR JUAN JULIAN RIVADENEYRA PEREZ 

L Introducci6n 

Los conceptos de categorfa de Lusternik-Schnirelmann, cat X; de categoria 
debil, wcat X y de longitud, long X, de un espacio topol6gico X pueden ser 
definidos paralelamente (ver 2.1 abajo) y ellos satisfacen las siguientes relac 
ciones 

long X ~ wcat X ~ cat X. 

For su definici6n y por las relaciones anteriores se puede pensar a long X 
como la primera aproximaci6n de tipo homol6gico a los invariantes homot6pi­
cos wcat X y cat X. 

Existen espacios X (ver 6.17 de [2]) para los cuales cat X '- wcat X es tan 
grande como se quiera, tambien se han publicado ejemplos (ver [5]) que dis­
tinguen a long X de wcat X, en estos se tiene (con la notaci6n presente) que 
wcat X - longX = 1.. 

Respecto a lo anterior Haman la atenci6n dos problemas: 

Problema 1. Encontrar la mejor cota superior, que puede ser infinito, de los 
numeros wcat X - long X, donde X es cualquier CW complejo finito. 

Problema 2. Establecer condiciones necesarias y/o sufi.cientes para que se 
tenga la igualdad cat X = long X. 

El unico motivo para mencionar el primer problema, ya que no se tratara 
aquf, es el de Hamar la atenci6n hacia el, pues no existe literatura que le con­
cierna explicitamente. 

En lo referente al segundo problema se tiene el siguien te resultado de carac­
ter general, que es el unico en su genero (ver [1]). 

TEOREMA. (Bernstein-Schwarz). Si X es un CW complejo finito con dimen­
sion n, entonces cat X = n + 1 si y solo si long X = n + 1. 

Por otra parte existe un resultado de Bernstein y Ganea ( ver 4.2 abajo 6 [3]) 
donde sedan condiciones suficientes que aseguran la igualdad entre wcat X 
y cat X. En este articulo se usara la teorfa homot6pica de obstrucci6n para 
establecer condiciones suficientes para que wcat X y long X sean iguales. Ha­
cienda compatibles las hip6tesis en el trabajo de Bernstein y Ganea con las del 
aqui desarrollado se obtendran resultados en la direcci6n del problema 2. 
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Todo lo que sigue se ubica en el uni verso de los CW complejos conexos local­
mente finitos y los mapeos continuos entre ellos, tambien la conmutatividad 
de un diagrama o la trivialidad de un mapeo, se entendeni que se satisfacen 
hasta homotopfa. 

Sean X un espacio topol6gico, * E X y X" el producto ca:rtesiano de n copias 
de X. En la siguiente definici6n se hara referenda al diagrama 

Tn x ___:__.xn_!_.x(n) ~,,, r~ /a 
', I / 

X 

donde: Tn X = {(x1, ... 'Xn)lxi = ;It paraalgunai} C X 11, I, es la inclusion, x(n) 

es el cono de i, p es la inclusion de X'\ /:;, es el mapeo diagonal y /:;, = p o /:;, 

Definici6n 2.1 
a) La categoria de X es el mi'.nimo n para el cual existe algun mapeo que 

hace conmutativo el triangulo de la izquierda. 

b) La categorfa debil de X es el minimo de los n para los cuales el mapeo ~. 
tambien llamado diagonal, es trivial. 

c) La longitud singular de X es el minima n donde el mapeo .6, induce el ho­
momor:fismo cero en los grupos de cohomologfa singular, con cualquier grupo 
de coeficientes, de X. 

Observaciones 
1. Las relaciones expuestas en la introducci6n son una consecuencia de que 

el rengl6n en el diagrama anterior es una cofibraci6n. 
2. Tradicionalmente (ver [5] 6 [6] por ejemplo) se ha definido a 'long X' 

como el mayor numero de factores qu.e dan un producto no trivial en la coho­
mologfa singular de X. Entonces el nume:ro 'longX' en Le) es una unidad mas 
grande que aquel 'longX' definido en [5] y [6]. Realmente los t:res inva:riantes 
definidos en 2.1 difieren en uno de los que se trabajaban en [5). 

La herramienta fundamental a lo largo de este arti'.culo es la torre conectiva 
de un espacio simplemente conexo Y, esta no es otra cosa que la su.cesi6n de 
fibraciones que se obtienen al facto:rizar, con el metodo de Moore y Postnikov, 
al mapeo { *} -> Y. Para u:n tratamiento general de las factorizaciones de 
Moore-Postnikov se recomienda ver [11] y [9]. Enseguida se plantearan las 
ideas fundamentales de la torre conectiva de un espado simplemente conexo 
Y. 

Si Y es un espa.cio simplemente conexo entonces la torre conectiva de Y es 
la siguiente sucesi6n de fibraciones principales, donde K(G, n) denotara un 
espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, n). 
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donde Y1 = Y, 1rm = 1rm(Y), Ym es m-conexo y Pm induce un isomorfismo 
entre los grupos de homotopfa de dimension mayor que m. Cada 0m se conoce 
como una clase caracteristica de la torre. 

Observe que si Yes l -1 conexo entonces Y1 = Y2 = · • · = Vi:-1· 

Si X es un espacio con dimension JXI = n, entonces un mapeo XL Y es 
trivial si y solo si existe un diagrama conmutativo de la forma 

Yn 

/ lP2,n 
XL y 

donde f'ii = Pio•·• o Pj, si i :S j; esta situaci6n se expresa diciendo que / tiene 
un levantam.iento hasta el n-esimo piso de la tone. ~ 

Suponga ahora que long X = l, entonces el mapeo diagonal x-A.x(t) in­
duce el homomorfismo cero en cohomologfa singular y por lo tanto una con-

dici6n suficiente para que exista un levantamiento de D. hasta el n-esimo piso 
de la torre de x(e) es que las clases caracteristicas 03 , ••. , On provengan de 
x(t), es decir que existan dases e; tales que ()i = P2 i-l 0~ para i = 3, ... , n. 

' 
3. La Torre Conectiva de x(t) 

En esta seccion se establecen dos resultados (teo:remas 1 y 4) donde se ruse­
gura que, en cierto rang-o, las clases caracteristicas de la torre conectiva de 
x(e) provienen de x(t). En cierto sentido ellos son complementarios uno del 
ot.:ro. 

El primer resultado se deriva de la siguiente proposici6n. 

PROPOSICION (3.1). Si un mapeo K(G, m)-+ K(H, n), con m + 1 < n < 2m, 
no es trivial, entonces existe algun numero prinw p tal que G ® H ® Zp f:-O .Y 
2(p -· 1) :::;; n - m. 

Denwstmci6n: Es bien conocido que un mapeo no trivial K(G, m) ---+ 

K(H, n) representa una dase distinta de cero en Hn(K(G, m) : H). Descom­
poniendo a G y Hen "p-grupos ciclicos" (:Ei y Si respectivamente) se obtiene 
qu.e 
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Hn(K(G, 

entonces, por el teorema de Kunneth y la condici6n de que n < 2m, se puede 
afirmar que existe un grupo no trivial de la forma Hn(K(Ei, m) : Sj)- Ademas, 
por el teorema de Hurewicz "modulo C" (ver capitulo 9 de [9]), deben existir 
numeros p, a y b tales que :Ei = Zp" y S; = Zpb· Sib= 1, la condici6n m + 1 < 
n < 2m y por los trabajos de Cartan y Serre, (ver [4] y [8]) se puede asegurar 
que 2(p -- 1) :=; n - m. 

La demostrad6n del caso general b ~ 1 se completa inductivamente usando 
la sucesi6n exacta de Bock.stein asociada a la sucesi6n de coeficientes 

o - z,, - zpb - zpb-1 - o. 
Sea Cp la dase de los grupos abelianos finitos de orden primo a p. Otra 

referenda para la teorfa de clases de grupos abelianos es [7]. 

TEOREMA (3.2). Sean £ v n dos numeros naturales con £ < n < 2l. Si X es 
un espacio tal que Hi(X: Z) E Cppara 1 ~ i ~ max {1, n- 2r-2) -1}, donde p 

es cualquier primo no mayor que ~ + 1, entonces las clases caracterfsticas 
de la torre conectiva de x( e), 03 , ••. , 0n provienen de x( l). 

Demostraci6n. La prueba se hara por inducci6n sabre k = n - l haciendo 
referenda al siguiente diagrama 

Si k = 1, n - 2 = l - 1 y por hip6tesis H1 (X : Z) E C?2, entonces por los 
teoremas de Kunneth y de "Whitehead mod C2," 1ri(xU)) E C?2 para i ~ 2£-1. 
En particular 'lrn-1 E C2 y por la proposici6n 3.1, 0n o in-1 es trivial y de la 
H"( : 1rn)-sucesi6n exacta (de Serre) de la fibraci6n Pn-1 se puede concluir 
que existe algun On que hace ~onmutativo el diagrama anterior. 

Sik > 1,supongaque0n =0noPm+1,n-l•Sipesunprimotalque2(p-1) :5 
n - m + 1, entonces p :5 n-~+1 + 1, pues m ~ l y de 1;_as hip6tesis se deduce 

facilmente que 'Km E Cp, luego, de la proposici6n 3.1, 0n o im es trivial y por 
~a H• ( : 1rn)-sucesi6n exacta de Pm se puede concluir que existe 0~ tal que 

On= P~0~, y 0n = 0~ o Pm,n-1• Sise continua asi, se llega a que 0n proviene 
de x(l). La demostraci6n se concluye usando las hip6tesis de inducci6n. 
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COROLARIO (3.3). Con las hip6tesis del teorema anterior, el homomorfisnw 
de Hurewicz de x(l) es inyectivo hasta dimensi6n n. 

Denwstraci6n. Ya que Ol+l es el inverso del isomorfismo de Hurewicz del 

espacio x!2i-l y como tambien viene desde x(l), entonces debe existir un 
homomorfismo u que hace conmutativo el diagrama 

(l) ll1+i 
'll'Hi(Xl+i-1) +---

~ l a=(P2,t+i-d• 

'll'Hi(x(t)) _::.._ 

Hl+i(x}2i-1 : Z) 

l.a=(P2,t+i-d• 

Hl+i(X(l) : Z) 

luego f3 es inyectivo yen consecuencia el homomorfismo de Hurewicz de x(l), 
que es la composici6n f3 o 0e')i o a- 1, es inyectivo. Se concluye asi'. la demos­
traci6n del corolario. 

Sise considera lad.lp-estructura de H*(Y: Zp) se pueden obtener resulta­
dos que complementan al teorema (1). Los argumentos que siguen son validos 
para cualquier primo. Ellos se daran para el primo 2, principalmente porque 
en el ejemplo que se da al final unicamente aparece 2-torsi6n. 

En lo que resta de esta secci6n; d.l*, H.(X) y H*(X) denotaran el algebra 
de Steenrod, la homologia y la cohomologia de X con coeficientes Z2. 

Sea Y un espacio l - 1 conexo tal que H • (Y : Z) es un espacio vectorial 
sobre Z2 en el rango 1 ::5 i ::5 a (a> 1). Sean 

Hi(Y) = EB y Hi•*(Y) = d.l*(Hi(Y)/d.lHi(Y)). 
i<i 

Entonces Hi,• (Y) es un d,/-m6dulo. 

Definici6n. (3.4). Si x1, ... , Xr es una Z2-base de Hi,O(Y) entonces: ni(Y) = 
min { nl:la1, ... , ar E of1+1 no todos cero, tales que EajXj = 0 en Hi,• (Y)}. 

LEMA (3.5). El numero ni = ni(Y) no depende de la base que se. use en su 
definici6n. 

Demostraci6n. La demostraci6n es facil. 

LEMA (3.6). El homonwrfismo Pl• : Hi(Yl : Z) --+ Hi(Y : Z) es inyectivo si 
i ::5 min {nl + l - 1, 2£- 1}. 

Denwstraci6n. De la definici6n de nl y de la H* -sucesi6n exacta de la fi­
braci6n ft--+ Y se deduce que Hi- 1 ('11'e, l- l)~Hi(Y) es 1 a 1 si i :5 ne + l 
y entonces, dualizando, Hj(Y)--+ Hi_ 1 ('11'e,l-1) es sobre en el mismo rango, 
esto equivale a que Hj(Yl) --+ Hj(Y) es inyectivo si i :5 nl + l - 1. Por el teo­
rema de coeficientes universales y lo anterior se tiene el siguiente diagrama 
conmutativo 
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0-+ 

0-+ 

(Ye : Z) ® Z2 -+ 

lPe• ® l 

(Y:Z)®Z2 -+ 

Entonces, como Hi(Ye: Z) ®Z2 ~ Hj(Ye: Z) y Hj(Y: Z) ® Z2 £::: Hj(Y: Z), se 
condui:r que : Hi(Yl: Z)---, Hj(Y: Z) es 1 a 1 en el rango sefialado. 

Esto completa ia demostracion. 

Ahora ya se puede exponer el segundo :resultado importante de la seccion. 

TEOREMA (3.7). Si Yes l-1 conexo, k < ey ne+i ~ k-i + lpara O ~ i < k, 
entonces el homomorfismo de Hurewicz de Y es inyectivo en dimensiones no 
rnayores que l + k. Ademas las primeras l + k clases caracter{sticas de la torre 
conectiva vienen de.sde Y. 

Demostraci6n. Se dara un argumento inductivo sobre k. 
i) Sea k = 1, en este caso i = 0 y n1. ~ 2. Del lema (3.6) se sigue que 

He+i(Ye : z)!'~He+1(Y: Z) es 1 a 1 y por lo tanto el homomorfismo de Hu­

rewicz, 1ri+1(Y) ~ 1rg+ 1(Ye) ~ He+1(Yt: Z)~H1;+1(Y: Z), es un monomor­
fi.smo. 

ii) Sea k > 1. Por el lema (3.6) se tiene la sucesi6n exacta 

para i 5 ne + l - 1 y entonces 

como o1-m6dulos, en un :rango conveniente de dimensiones de o1, para i < 
ne + l- 1. Poniendo me+Hi = ne,-1+dYe) se obtiene que me-tl+i;?: k- i para 
1 5 i + 1 ::; k, es decir 

ml+ Hi ~ k - i para O $ i S k - l 

Ademas recuerde que H.(Ye: Z) es un si * $ ne + l + 1, luego 
Ye satisface las hip6tesis inductivas y por lo tanto se puede concluir que el 
homomorfismo de Hurewicz, para Ye, es 1 a 1 en dimensiones no mayores que 
l + 1 + k -1 = l + k. Entonces el homomorfismo de Hu:rewicz de Y es inyectivo, 
ya que es Ia composici6n de inyecciones, en el :rango sefialado. Esto concluye 
la demostraci6n de la primera parte del teorema. 

Para la segu.nda parte :recuerdese que 0l+j es el in verso del homomorfismo 
de Hurewicz 1rl+i(Yl+i-d ---, Hl+j(YHi-l : Z}, entonces, como He,-j(Y: Z) 
es un espacio vectorial sobre Z2 y el homomorfismo de Hu:rewicz 1rf.+j (Y) --+ 
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Hl+;(Y: Z) es 1 a 1, este debe tener un inverso por la izquierda u. Entonces 

Oe+; = (P2,e+;-1); 1 · u · (P2,e+1-1)• = horn ((P2,H;-1)•, l)((P2,e+;-1); 1 · u). 
Esto equivale a que 0e+; viene desde Y. Se concluye asf la demostraci6n del 
teorema. 

4. Longitud y categorfa debil 

Ahora se utilizaran los resultados de la secci6n anterior para establecer 
condiciones que aseguren la igualdad entre wcat X y long X. 

TEOREMA (4.1). Sea X un CW complejo finito con dimensi6n ny longitud l 
y sup6ngase que Hi(X: Z) E Cppara 1 $ i $ max {1, n- 2r-2) -1} donde p £!8 

cualquier primo menor o igual a ~ + 1. Entonces wcat X = long X. 

Demostraci6n. Por la definici6n de longitud se tiene que H"(x(e) : G)~ 
H* (X: G) es trivial para cada G y entonces, por el teorema (3.2), Li tiene un 
levantamiento hasta el n-esimo piso de la torre conectiva de x(l) y como IXI = 
n, se concluye que .6. es trivial. Esto concluye la demostraci6n del teorema 
(4.1). 

El siguiente resultado (ver [3]) permitira dar soluciones (ver (4.3) y (4.5)) 
al problema 2 de la introducci6n. 

TEOREMA (4.2). (Bernstein-Ganea). Sea X un CW complejo finito, k - 1 

conexo con dimension IXI $ (l + l)k - 2 (k 2: 2). Si wcat X $ l entonces 
cat X $ l. 

COROLARIO (4.3). Sea X un CW complejo finito k-1 conexo con dimensi6n 
n y longitud l Sup6ngase ademds que: i) n $ (l + l)k - 2 (k 2 2) y que ii) 

Hi(X: Z) E Cppara 1 $ i $ max {1, n- 2~- 2) -1}, donde p es cualquierprimo 
no mayor que n-l±l + 1. Entonces cat X = long X. 

Denwstraci6n. Por el teorema ( 4.1) y las condiciones en ii) se puede asegurar 
que wcat X = long X. Ademas, las hip6tesis en i) y el teorema de Bernstein 
y Ganea permiten afirmar que cat X = wcat X = long X, lo que termina la 
demostraci6n. 

Ahora suponga que Hi(X : Z) es un espacio vectorial sabre Z2 para 
1 $ i $ a - 1. Entonces H* (X( l) : Z) es un Z2-espacio vectorial en dimen­
siones $ lex - 1. 

TEOREMA (4.4). Sea X un CW complejo finito, k - 1 conexo, con longitud l 
y dimensi6n IXI = n $ la - 1. Sup6ngase que ni = ni(x(l)) 2 n - i + 1 para 
lk $ i $ n. Entonces wcat X = long X. 

Denwstraci6n. La demostraci6n se sigue facilmente del teorema 3.7. 

COROLARIO (4.5). Sea X un CW complejo finito k -1 conexo con longitud l 
y dimensi6n IXI = n $ min {la -1, (l + l)k - 2}. Si ni(x(e)) 2 n -i + lpara 
lk $ i $ n, entonces long X = cat X. 
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Demostraci6n. Los argumentos son parecidos a los dados en la demostraci6n 
de 4.3. 

Ejemplo. Sea X la variedad de Stiefel 0(12, 7) = 0(12)/0(7). X es 6-conexo 
y del capitulo IV de [10] se sabe que R• (X) esta generado por las clases [ m] E 
Hm- 1 (X), 8 s; ms; 12, sujetas a las relaciones 

[ml[m] = { ~2m-1] si 2m - 1 :S: 12 
si 2m -1 > 12 

y el p:roducto no trivial con mayor numero de factores es U = [8] • • • [12], por 
lo tanto long X = 6 y por dualidad de Poincare, IXI = 45. 

Ademas, aplicando el hecho de que sqi[m] = (m; 1) [m +.i] puede mostrarse 
que n42 ~ 4, n43 ~ S y n44 ~ 2 y por 4.5 se tiene que cat X = long X = 6. 

Los argumentos son un tanto engo:rrosos pero accesibles, por ejemplo: 
Si xi= ~•[8]; Yi= P/[9] = sq 1xi; zi = ~•[10] = sq 2xi, wi = P/[11] = sq 3xi 

y vi = P/[12] = sq 4xi, 1 s i s 6, donde Pi es la proyecci6n de xn sobre el 
i-esimo factory se tiene que: 

sq 1(x1 · · · x5) = Eyi(x1 · · • xs)i f 0, 

don de ( x1, ..• , xnh£ ... denota el producto de las Xt para t f k, l, • • •. 

sq 2(x1 · "X6) = Ezi(x1 · "X6)i + EYiYj(x1 .. •x6)ij f 0 

asq 3(x1 · · · x6)+ ;9sq2sq 1 (x1 · .. xs) = aiEwi(x1 .. · xs)i+(a+,8)Eyizj(x1 • .. X6)ij 

+(a+ ,B)EYi!ljYk(x1 · · · x6)ijk = 0 => o: = 0 y por lo tanto ,8 = 0. 

a sq 4(x1 · · · xe) + /3 sq3 sq 1(x1 · · · x6) = a(:Evi(x1 · · • x6)i + :Eziz.i(x1 • · • x6)ij+ 

:EziYjYk (x1 · · · xe)ijk + 'E.'!JiYj'!lkYe(x1 "° • x6)ij ke) + (a+ ;9):EwiY.i (x1 · · · xs)ij = 0 

=> o: = 0 y por lo tanto ,8 = 0. 

Ya que el homomorfismo H*(X( 6)) -. H"(X 6 ) es mono, se puede concluir 
que n42 2: 4. 

Comentarios. 1. El principal objetivo al emprender este trabajo fue el aplicar 
la teorfa homot6pica de obstrucci6n para estudiar el problema 2 y los resul­
tados obtenidos son satisfactorios. Ahora lo que parece conveniente e intere­
sante es el desarroUar metodos para calcular los numeros ni(x(e)). 

2; Observe que en la secci6n 4 no se argumenta trascendentalmente res­
pecto al mapeo diagonal. Parece natural esperar que con esto se obtendran 
resultados mejores. 

3. Con la definici6n de long X que se da aqui, este numero aparece como un 
invariante estable, aspecto que nose percibe con la definici6n tradicional. 

4. De todo lo anterior parece natural el estudio de la conducta estable del 

mapeo x~x(l), donde l es la longitud de X. 
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