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CATEGORIA DEBIL Y HOMOLOGIA*
POR JUAN JULIAN RIVADENEYRA PEREZ

1. Introduccién

Los conceptos de categoria de Lusternik-Schnirelmann, cat X; de categoria
débil, weat X y de longitud, long X, de un espacio topolégico X pueden ser
definidos paralelamente (ver 2.1 abajo) y ellos satisfacen las siguientes rela-
ciones

long X < weat X < cat X.

Por su definicién y por las relaciones anteriores se puede pensar a long X
como la primera aproximacién de tipo homoldgico a los invariantes homotépi-
cos weat X y cat X,

Existen espacios X (ver 6.17 de [2]) para los cuales cat X — wcat X es tan
grande como se quiera, también se han publicado ejemplos (ver [5]) que dis-
tinguen a long X de wcat X, en éstos se tiene (con la notacién presente) que
weat X —long X =1..

Respecto a lo anterior llaman la atencién dos problemas:

Problema 1. Encontrar la mejor cota superior, que puede ser infinito, de los
nimeros wcat X — long X, donde X es cualquier CW complejo finito.

Problema 2. Establecer condiciones necesarias y/o suficientes para que se
tenga la igualdad cat X = long X.

El dnico motivo para mencionar el primer problema, ya que no se tratara
aqui, es el de llamar la atencién hacia él, pues no existe literatura que le con-
cierna explicitamente.

En lo referente al segundo problema se tieneel siguiente resultado de carac-
ter general, que es el Unico en su género (ver [1]).

TEOREMA. (Bernstein-Schwarz). Si X es un CW complejo finito con dimen-
sion n, entonces cat X = n + 1si y sélo silong X =n + 1.

Por otra parte existe un resultado de Bernstein y Ganea (ver 4.2 abajo 6 [3])
donde se dan condiciones suficientes que aseguran la igualdad entre wecat X
y cat X. En este articulo se usaré la teoria homotépica de obstruccién para
establecer condiciones suficientes para que weat X y long X sean iguales. Ha-
ciendo compatibles las hipétesis en el trabajo de Bernstein y Ganea con las del
aqui desarrollado se obtendran resultados en la direccién del problema 2.
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2. Generales

Todo lo que sigue se ubica en el universo de los CW complejos conexos local-
mente finitos y los mapeos continuos entre ellos, también la conmutatividad
de un diagrama o la trivialidad de un mapeo, se entenderad que se satisfacen
hasta homotopia.

Sean X un espacio topoldgico, * € X y X™ el producto cartesiano de n copias
de X. En la siguiente definicién se hara referencia al diagrama

x-t.x~2,x(n)
LN

N A(\A/A
N
N

X

donde: T"X = {(z1,...,2n)|z; = * paraalguna<} C X", . eslainclusién, Xx(r)
es el cono de, p es la inclusién de X", A es el mapeo diagonaly A =po A

Definicion 2.1
a) La categoria de X es el minimo n para el cual existe algin mapeo que
hace conmutativo el tridngulo de la izquierda.

b) La categoria débil de X es el minimo de los n para los cuales el mapeo Z,
también llamado diagonal, es trivial.

¢) La longitud singular de X es el minimo » donde el mapeo A induce el ho-
momorfismo cero en los grupos de cohomologia singular, con cualquier grupo
de coeficientes, de X.

Observaciones

1. Las relaciones expuestas en la introduccién son una consecuencia de que
el renglén en el diagrama anterior es una cofibracién.

2. Tradicionalmente (ver [5] 6 [6] por ejemplo) se ha definido a ‘long X’
como el mayor nimero de factores que dan un producto no trivial en la coho-
mologia singular de X. Entonces el nimero ‘long X’ en 1.c) es una unidad mas
grande que aquel ‘long X’ definido en [5] y [6]. Realmente los tres invariantes
definidos en 2.1 difieren en uno de los que se trabajaban en [5].

La herramienta fundamental a lo largo de este articulo es la torre conectiva
de un espacio simplemente conexo Y, ésta no es otra cosa que la sucesién de
fibraciones que se obtienen al factorizar, con el método de Moore y Postnikov,
al mapeo {*} — Y. Para un tratamiento general de las factorizaciones de
Moore-Postnikov se recomienda ver [11] y [9]. Enseguida se planteardn las
ideas fundamentales de la torre conectiva de un espacio simplemente conexo
Y.

SiY es un espacio simplemente conexo entonces la torre conectivade Y es
la siguiente sucesién de fibraciones principales, donde K (G, n) denotard un
espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, n).
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K{wp, m)
Om
P Py
e Y o Yy e ¥ —— 1}
fm
K(rm,m— 1}

donde Y1 = Y, wpm = 7 (Y), Yin es m-conexo y Py, induce un isomorfismo
entre los grupos de homotopia de dimensién mayor que m. Cada 8., se conoce
como una clase caracteristica de la torre.

Observe quesi Y es £ — 1 conexoentonces V1 = Vo =+ =¥,_4.

. . . y i)
Si X es un espacio con dimensién |X| = n, entonces un mapeo X——Y es
trivial si y sélo si existe un diagrama conmutativo de la forma

Ya
/ lp 2,5
A
donde F;; = Fjo---0 P}, si¢ < §; esta situacién se expresa diciendo que f tiene
un levantamiento hasta el n-ésimo piso de la torre. ~

Suponga ahora que long X = £, entonces el mapeo diagonal X £, % in-
duce el homomorfismo cero en cchomologia singular y por lo tanto una con-
dicién suficiente para que exista un levantamiento de A hasta el n-ésimo piso
de la torre de X9 es que las clases caracteristicas 83,...,6, provengan de
X8, es decir que existan clases 8] tales que ; = Pz‘:i;_lﬁé paraz=3,...,n.

8. La Torre Conectiva de X (9

En esta seccién se establecen dos resultados (teoremas 1y 4) donde se ase-
gura que, en cierto rango, las clases caracteristicas de la torre conectiva de
X(8 provienen de X(8. En cierto sentido ellos son complementarios uno del
otro.

El primer resultado se deriva de la siguiente proposicién.

PROPOSICION (3.1). Si un mapeo K(G,m) — K(H,n),conm+ 1< n < 2m,
no es trivial, entonces existe algin nimeroprimoptalque G H® Z, # 0y
2{p—1)<n-—m.

Demostracién: Es bien conocido que un mapeo no trivial K(G,m) —
K(H, n) representa una clase distinta de cero en H"*(K(G, m) : H). Descom-
poniendo a G y H en “p-grupos ciclicos” (Z; y §; respectivamente) se obtiene
que
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H"(K(G,m): H) = H”(K(El, m) X «o+ X K(Xg,m): 5;)

J

II@«

entonces, por el teorema de Kiinneth y la condicién de que n < 2m, se puede
afirmar que existe un grupo no trivial de la forma H™(K(2;, m) : §;). Adem4s,
por el teorema de Hurewicz “médulo ¢” (ver capitulo 9 de [9]), deben existir
ndmeros p,ay b tales que Z; = Zpe y S; = Z,3. Si b = 1, la condicién m + 1 <
n < 2m y por los trabajos de Cartan y Serre, (ver [4] y [8]) se puede asegurar
que2(p—1) <n—m.

La demostracién del caso general b > 1 se completa inductivamente usando
la sucesién exacta de Bockstein asociada a la sucesién de coeficientes

O—»Zp '/ —'Zpb—l — 0.
Sea p la clase de los grupos abelianos finitos de orden primo a p. Otra
referencia para la teoria de clases de grupos abelianos es [7].

TEOREMA (3.2). Sean £y n dos ntimeros naturales con £ < n < 2£. Si X es
un espacio tal que Hy(X : Z) € Cp para 1 <1 < max {1, ’—’:—212”—'—2 — 1}, donde p
es cualquier primo no mayor que "—‘§+—1 + 1, entonces las clases caracteristicas
de la torre conectiva de X (e)’ 83,...,0y provienen de X .

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre £ = n — £ haciendo
referencia al siguiente diagrama

7"m
en \
— x X0, . X(e) X0 ...
Tin—l ]“m
K(mp—1,n—2) K(mm,m — 1)

Sik =1,n—-2 = £— 1y por hipbtesis Hi(X : Z) € 3, entonces por los
teoremas de Kiinneth y de “Whitehead mod &3,” 73 (X (‘)) € g parat < 2£—1.
En particular r,—1 € & y por la proposicién 3.1, 8, o 5,1 es trivial y de la
H*( : mp)-sucesién exacta (de Serre) de la fibracién P,_; se puede concluir
que existe algin 8, que hace conmutativo el diagrama anterior.

Sik > 1,supongaquef, = f,0 m+1,n—1. Si p €s un primo tal que 2(p—1) <
n — m + 1, entonces p < ""Te“ + 1, pues m > £y de las hipétesis se deduce
facilmente que my, € &y, luego, de la proposicién 3.1, 0, 0 i es trivial y por
la H*( : m,)-sucesién exacta de P, se puede concluir que existe 6], tal que
b = PLO., y 0, =0 0 Prn—1. Si se continua asi, se llega a que 6, proviene
de X La demostracién se concluye usando las hipétesis de induccién.
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COROLARIO (3.3). Con las hipétesis del teorema anterior, el homomorfismo
de Hurewicz de X() es inyectivo hasta dimension n.

Demostracion. Ya que 6,5 es el inverso del isomorfismo de Hurewicz del

. [ .z . < .
espacio X, g Jr)i_l y como también viene desde X(8), entonces debe existir un
homomorfismo ¢ que hace conmutativo el diagrama

’ 14 )
7"£+i(X§+)£—1) — Ht+€(Xt(+)i—1:Z)

& a=(Pg,¢4i-1)s B=(Pz,04i-1)e
7re+,'(X(e)) L H£+‘i (X(e) : Z)

luego f es inyectivo y en consecuencia el homomorfismo de Hurewicz de X (8,
que es la composicién g o 6Z+1,. o a~1, es inyectivo. Se concluye asf la demos-
tracién del corolario.

Si se considera la ofp-estructura de H*(Y : Z,) se pueden obtener resulta-
dos que complementan al teorema (1). Los argumentos que siguen son validos
para cualquier primo. Ellos se dardn para el primo 2, principalmente porque
en el ejemplo que se da al final Gnicamente aparece 2-torsion.

En lo que resta de esta seccién; o4*, Hy(X) y H*(X) denotaran el dlgebra
de Steenrod, la homologia y la cohomologia de X con coeficientes Z.

Sea Y un espacio £ — 1 conexo tal que H,(Y : Z) es un espacio vectorial
sobre Zy enelrango 1 <7 < a (a > 1). Sean

H(Y)=@D y H*(Y) =" (B (Y)/4H (Y)).
7<i

Entonces H**(Y) es un c#-médulo.

Definicion. (3.4). Sizy,...,z, es una Zy-base de H*0(Y) entonces: n;(Y) =
min {n|3a;,...,a, € 41! no todos cero, tales que Yajz; = 0en HY*(Y)}.

LEMA (3.5). El niimero n; = n;(Y) no depende de la base que se use en su
definicion.

Demostracién. La demostracion es facil.

LEMA (3.6). EI homomorfismo Pps : H;(Y, : Z) — Hi(Y : Z) es inyectivo si
it <min {ng+£—-1,2£—1}.

Demostracién. De la definicién de n, y de la, H*-sucesién exacta de la fi-
bracién Y, — Y se deduce que H¥~1(my, £ — 1) H/(Y)eslalsij<ny+¢
y entonces, dualizando, H;(Y) — H;_1(m, £ — 1) es sobre en el mismo rango,
esto equivale a que H;(Y,) — H;(Y) es inyectivo si j < ny + £~ 1. Por el teo-
rema de coeficientes universales y lo anterior se tiene el siguiente diagrama
conmutativo
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T
0 — Hi(Y,:Z)oZy — Hi(Ye)
!Pgm @1 lpes
4

0 — H{YV:Z)®Zy - Hg(Y)

Entonces, como H; (Y : Z)Q@Zy = H; (Y, : Z)y Hy(V : Z)© 2y = H;(Y : Z), se
puede concluir que Py : H;(Y; : Z) — H;(Y : Z) es 1 a 1 en el rango sefialado.
Esto completa la demostracién.

Ahora ya se puede exponer el segundo resultado importante de la seccidn.

TEOREMA (3.7). Si Y es£—1conexo, k <lymnpr; 2 k—i+1parad <i <k,
entonces el homomorfismo de Hurewicz de Y es inyectivo en dimensiones no
mayores que L+ k. Ademds las primeras £+ k closes caractertsticas de la torre
conectiva vienen desde Y.

Demeositracién. Se dard un argumento inductivo sobre k.
iySea k = 1, enestecaso s = 0y np > 2. Del lema (3.6) se sigue que

Hyp 1Yy Z}EE;H£+1(Y : Z) es 1 a 1y por lo tanto el homomorfismo de Hu-

rewicz, 7o 1 (V) = wpy 1 (¥p) = Hp 1 (V5 : Z)&l 2+1(Y : Z), es un monomor-

fismo.
ii) Sea & > 1. Por el lema (8.8) se tiene la sucesién exacta

0—H " Ymp, £ — 1)— H (V) — H} (V;) —0
paras < ny+ £ — 1y entonces
(V) = B (¥))

como o#-mbdulos, en un rango conveniente de dimensiones de o4, parat <
ng + £— 1. Poniendo my4q4¢ = ngq144(Ye) se obtiene que mgy 145 > k— 4 para
1 <7+ 1<k, esdecir

Myp14s > k—1 para 0<¢<k—1

Ademas recuerde que H,.(Y; : Z) es un Zp-médulosi * < ng + £+ 1, luego
Y satisface las hip6tesis inductivas y por lo tanto se puede concluir que el
homomorfismo de Hurewicz, para Y,, es 1 a 1 en dimnensiones no mayores que
£+1+k—1 = {+k. Entonces el homomorfismo de Hurewicz de Y es inyectivo,
ya que es la composicién de inyecciones, en el rango sefialado. Esto concluye
la demostracién de la primera parie del teorema.

Para la segunda parte recuérdese que ;. ; es el inverso del homomorfismo
de Hurewicz mgy j(Yo4;-1) — Heqj(Yeyj-1 1 Z), entonces, como Hy (Y : Z)
es un espacio vectorial sobre Zz y el homomorfismo de Hurewicz npy ;(Y) —
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Hypy ;(Y : Z) es 1 a 1, éste debe tener un inverso por la izquierda o. Entonces
Oeti = (Prerj1)et -0+ (Poeyj—1)s = hom ((Preso1)s, D((Prexi-1)s - 0).
Esto equivale a que 6y ; viene desde Y. Se concluye asi la demostracién del
teorema.

4. Longitud y categoria débil

Ahora se utilizardn los resultados de la seccidén anterior para establecer
condiciones que aseguren la igualdad entre weat X y long X.

TEOREMA (4.1}. Sea X un CW complejo finito con dimensién ny longitud £
y supéngase que H;(X : Z) € ¢y para 1 <i < max {1, ”——_-2%3121 — 1} donde p es

cualquier primo menor o igucl o ?'-‘:ziﬂ + 1, Entonces weat X = long X.

Demostracion. Por la definicién de longitud se tiene que H*(X (f) : G)ﬂ
H*(X : G) es trivial para cada G y entonces, por el teorema (3.2), A tiene un
levantamiento hasta el n-ésimo piso de la torre conectiva de X8 y como |X| =
n, se concluye que A es trivial. Esto concluye la demostracién del teorema
(4.1).

Kl siguiente resultado (ver [3]) permitird dar soluciones (ver (4.3) y (4.5))
al problema 2 de la introduccién.

TEOREMA (4.2). (Bernstein-Ganea). Sea X un CW complejo finito, k — 1
conexo con dimension |X| < (£+ 1jk —2 (k > 2). Si weat X < £ entonces
cat X < L

COROLARIO (4.3). Sea X un CW complejo finito k — 1 conexo con dimensién
n y longitud £ Supdngase ademds que: 1) n < (£+ 1)k —2 (k > 2) y que i)
Hi(X:Z) e Cpparal <i < max{l, 213(2-3’:—2) — 1}, donde p es cualquier primo
no mayor que "=£tL 4 1. Entonces cat X = long X.

Demostracion. Por el teorema (4.1) y las condiciones en ii) se puede asegurar
que wcat X = long X. Ademads, las hipétesis en i) y el teorema de Bernstein
y Ganea permiten afirmar que cat X = wecat X = long X, lo que termina la
demostracién.

Ahora suponga que H;(X : Z) es un espacio vectorial sobre Zz para
1 <7< a—1 Entonces A*(X(9 : Z) es un Zy-espacio vectorial en dimen-
siones < fa — 1.

TEOREMA (4.4). Sea X un CW complejo finito, k — 1 conexo, con longitud £
y dimensién |X| = n < Lo — 1. Supéngase que n; = ni(X0) > n —i + 1 para
Lk < i < n. Entonces wecat X =long X.

Demostracién. La demostracion se sigue fiacilmente del teorema 3.7.

COROLARIO (4.5). Sea X un CW complejo finito k — 1 conexo con longitud £
y dimension | X| = n < min {fa—1,{£+ 1)k — 2}. Si (X)) > n —i + 1 para
£k <7 < n, entonces long X = cat X.
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Demostracién. Los argumentos son parecidos a los dados en la demostracién
de 4.3.

Ejemplo. Sea X la variedad de Stiefel 0(12,7) = 0(12)/0(7). X es 6-conexo
y del capitulo IV de [10] se sabe que H*(X) estd generado por las clases [m] €
H™1(X), 8 < m < 12, sujetas a las relaciones

imffm] = { 12— 1] si2m —1<12
=0 si2m—1>12
y el producto no trivial con mayor nimero de factores es U = [8]---[12], por

lo tanto long X = 6 y por dualidad de Poincaré, | X| = 45.

Ademss, aplicando el hecho de que sq[m] = (™] Y)[m +1] puede mostrarse
que ngy > 4, ng3 > 3y nge > 2y por 4.5 se tiene que cat X = long X = 8.

Los argumentos son un tanto engorrosos pero accesibles, por gjemplo:

Si x; = PP[8]; ys = P![9] = sqla;; 4 = P?[10] = sq’zy, wy = PP[11] = sqPs;
y v = PF[12] = sq*z;, 1 < ¢ < 6, donde P; es la proyeccién de X™ sobre el
1-ésimo factor y se tiene que:

sq*(z1 - - 26) = By; (1 -+ z6); #0,

donde (z1,...,%n)ke... denota el producto de las z; parat # k, £, --.

5q*(®1 -+ 76) = Bz(z1 - v6)i + Dyiy;(z1 -+ 26)ij # 0
asqs(:cl e x6)+ﬁsqzsql(x1 oo zg)=onw;(zy - xg);+(a+B)Byiz;(z1 - - x6)s5
+(a + B)Zy;y;yp(z1 -+ - 26)ij5 = 0 = a = 0y por lo tanto § = 0.
o sqt(zy - z6) + B 5q° sql(zy - -x6) = o(Bv;(z1 - 26 )i + Bz (w1 - 26) 45+
T2y v (z1 e 76)ijk + Syiv;vive(1 - - 36)ike) + (@ + B)Zw;y;(z1 - - 26)i; =0
= a =0 yporlotanto § =0.

Ya que el homomorfismo H*(X(®)) - B (X®) es mono, se puede concluir
que nyy > 4.

Comentarios. 1. El principal objetivo al emprender este trabajo fue el aplicar
la teoria homotépica de obstruccién para estudiar el problema 2 y los resul-
tados obtenidos son satisfactorios. Ahora lo que parece conveniente e intere-
sante es el desarrollar métodos para calcular los nidmeros n; (X(4).

2. Observe que en la seccién 4 no se argumenta trascendentalmente res-
pecto al mapeo diagonal. Parece natural esperar que con esto se obtendran
resultados mejores.

3. Con la definicién de long X que se da aqui, este ndmero aparece como un
invariante estable, aspecto que no se percibe con la definicién tradicional.

4. De todo lo anterior parece natural el estudio de la conducta estable del

mapeo X A.x (5), donde £ es la longitud de X.
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