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LA TRANSFORMACION INTEGRAL DE HANKEL-SCHWARTZ
DE ORDEN ARBITRARIC Y LA IGUALDAD MIXTA DE PARSEVAL

AM. SANCHEZ QUINTANA Y J. M.R. MENDEZ PEREZ
1. Introduccidén

La transformacién integral de Bessel o de Hankel-Schwartz

(o]
® (Bu)) = Flo) = [~ =1 *b(a0)(s)d,
donde b,(z) = 27#J,(z) (Ju(z) representa la funcién de Bessel de primera
especie y orden p ) es una solucién de la ecuacién diferencial

2) By bu(zy) + yzb.u(f”y) =0,
simbolizando A, ; el operador

8% 142 8

a2 " Tz 8s

fue estudiada cldsicamente por Schwartz [10] y ha sido extendida a espacics
de distribuciones por Dube y Pandey [2], Lee [4], Schuitman [9] y Altenburg
[1], cuando el parametro g > —1/2. Recientemente, Méndez [6] extiende la
transformacién (1) a cierto espacio de distribuciones de crecimiento lento para
todo valor real de p siguiendo la técnica descrita por Zemanian en [13]. Mas los
métodos usuales en la literatura consultada para extender la transformacién
(1) a espacios de distribuciones presentan algunos inconvenientes, siendo los
mas corrientes o bien que la generalizacién no respeta las reglas de derivacién
de una distribucién y el producto de ésta por una funcién regular, o bien que la
transformacién clasica no es un caso particular de la transformacién genera-
lizada. Por ello, en [7] y [8] se propone un nuevo procedimiento para extender
transformaciones integrales del tipo Hankel ([3] y [11,p.456]) a espacios de
funciones generalizadas, pero s6lo bajo la restriccién g > —1/2. Dicho proce-
dimiento se basa en la existencia de una igualdad de Parseval que involucra
dos transformadas integrales, denominada por esta causa igualdad mixta de
Parseval.

El objetivo de este trabajo es definir la transformacién (1) en un espacio de
distribuciones para cualquier valor real de g, mejorando los resultados cono-
cidos en la literatura sobre este tema. A tal fin, se considera junto a (1) esta
otra transformacién:

(3) AN)Z = A»u' =

oo
@ (Bia)w) =6°() = [ =1 Mt (a)g(e)es,
en cuyo nicleo comparece la funcién

(5) b (zy) = (zy)T2#by(zy),
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la cual satisface la ecuacién diferencial (2), con A, reemplazade por AZ, su
operador adjunto, esto es,

‘ ., 8% 1424  1+2
3 — &
© Bue=Bu= gz~ gt
La transformacién B, es autorreciproca cuando g > —1/2, es decir, (B;)™1
= Bj,. Esto fue probado en [5], donde se establece también el siguiente

TEOREMA (1). Sea p > —1/2. Supongamos que zPT1/2f(z) e y=F~12G*(y)
son funciones absolutamente integrables en (0,00). Si F(y) = (Buf){y)y 9(z) =
(B;,71G*)(z) = (BLG*)(=), se tiene:

@ J;g " f@)g(x)dz = j; ” F(y)G* (y)dy = /{) " (Buf)()(BLs) )y

Obsérvese que la ecuacién (7) no tiene funcién peso alguna e involucra las
dos transformaciones (1) y (4).
Con frecuencia utilizaremos las férmulas

(8) Dy{yz%u(w)] = yzu_lbu—l(ﬁ’yﬁ Dyb#(z’y) = —y’i‘zbu-#l(zy)
En este trabajo seguimos la notacién y terminologia de A.H. Zemanian [14]

2. El espacio de funciones prueba H
y la transformaciéon de Hankel-Schwartz B, de orden arbitrario

En esta seccién enunciamos algunas definiciones y resultados conocidos,
para futura referencia. Mas informacién se puede hallar, por ejemplo, en [1] y
[6].

H es el espacio de todas las funciones complejas ¢(z) infinitamente dife- -
renciables definidas sobre el intervalo real I = (0, co) tal que

Ymne(z) = sup |z™ (=7 D) p(s)|
el

existe para cada par de enteros no negativos m y n. La topologia de H es la
inducida por la familia de seminormas {y;,»}. H es un espacio de Fréchet.
H' es el espacio dual de H y sus elementos son funciones generalizadas de
crecimiento lento.

PROPOSICION (1). Para todo p € R, las siguientes operaciones definen apli-
caciones lineales y continuas de H en s{ mismo:

() p(z) = Map(z) = 2%p(z)  (Mprp(z) = 24 p(2))
() (i) p(z) — Pup(z) = 27 1 Dzt (x)
(iii) ©(z) — Aup(z), definido anteriormente.
)

(10 (iv) p(z) — Te(z) = 271 Dp(z).
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Ademas, esta Ultima aplicacién es un automorfismo sobre H, cuyo operador
inverso es:

11 T lp(z) = jztw(t)dt, peH

oo

Nétese que los operadores definidos en (9) y (10) tienen adjuntos en H dados
por

(12) ;90(1:) - —I2“+2Dz~2#_1p(z)
(13) T*p(z) = =Dz~ lp(z)

Si A es un operador lineal y continuo en H, usando la dualidad entre H y
H' podemos definir un operador generalizado A* en H' mediante

(4°f(2), 0(2)) = (f(2), Ap(2)), f€H', peH.

Este A* es también lineal y continua de H' en si mismo. Haciendo esta
construccién con los operadores de la Proposicién (1), obtenemos operadores
generalizados My, Py, Ay, T* en H ! lineales y continuos, siendo el dltimo de
ellos un automorfismo sobre H'.

Sea ahora g cualquier nimero real fijado y elfjase un entero positivo r tal
que g +r > —1/2. Introducimos en H los operadores

14 (Bure)(v}=6(y) = (-1)"Busr((z7'D) 0(2))(v), € H,
y
(15) (Buré)(z) = o(2) = (~1)"(T71) Busr(4(v))(z), ¢ € H.

TEOREMA (2). Sea u cualquier niimero real y denote r un entero positivo tal
que p+r > —1/2. Entonces, la transformacién By, definida por (14), es un
automorfismo sobre H cualquiera que sea el valor real de p. La correspondiente
transformacién inversa B“} viene dada por (15). Finalmente, B,y coincide

sobre H con la transformacién de Hankel-Schwartz By, dada por (1), cuando
u>-1/2.

Finalmente, resumimos las principales reglas operacionales de la transfor-
macién By y:

PROPOSICION (2). Sea p cualquier nimero real fijado y sea r un entero posi-
tivo tal que p + r > —1/2. Para todo ¢ € H se tiene:

Bur(Pup) =¥*Bus1re 5 Pu(Bus1,re) = By (s°0)
Au(Burp) = Bu,r(_zzﬁo) i Bus(Aup) = —¥*Buy(p)
Buy1,r(Te) = —Byurp ;s T(Bure) = —Butire.
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3. El espacio de funciones prucba H,
y la transformacién de Hankel-Schwartz B), de orden arbitrario

Para todo ¢ € R, H, es el espacic de Fréchet de todas las funciones comple-
jas infinitamente diferenciables ¥(z) definidas sobre I, dotado de la topologia
engendrada por la coleccién de seminormas

(18)  h 1 (#) = sup [z (z7 D)* ™ Y(2)| = Y (=77 9(3)) < 00
! zel
H L denota el espacio dual de H, y sus elementos también son funciones gene-
ralizadas de crecimiento lento.
Se pueden establecer resultados andlogos a los de la Proposicién (1):

PROPOSICION (B). Para todo u € R, se tiene:
(i) ¥(z) — May(z) es un isomorfismo de Hy, en Hy 1.

(i) ¢(z) — P¢(z) es un isomorfismo de Hy, en Hyy1, siendo el operador
inverso

oo}

Py 1y(z) =x2“+1f t=2¢ 2y (¢)dt

z
(iii) ¢(z) — T*¢(z) es una aplicacion lineal y continua de H, 1 en H,.
(iv) ¥(x) — A,9¥(z) es una aplicacién lineal y continua de Hy en s mismo.

Recurriendo ahora, como en la anterior seccién, a la dualidad entre los es-
pacios H, y H,, resulta que los operadores generalizados M; y P, son iso-
morfismos del espacio H,,, ; en H},, mientras que T es una aplicacién lineal
y continua de Hj, en H,; y A, una aplicacién lineal y continua de Hj, en
si mismo.

A continuacién se consideran los operadores:

an (B %) () = ¥(y) =y ¥ Biir[Pitr—1..- Par1 Piv(2)
y
(18) (B,-'9)(z) = $(=) = o~ Py 1. Pyl Bri, [y 9 (y)]

TEOREMA (3). Sean p un niimero real arbitrarioy r un entero positivo tal que
p+r > —1/2. La transformacién B, , definida por (17) es un automorfismo
sobre H,, independientemente del valor de p. La correspondiente férmula de
inversion viene dada por el operador Bz;l descrito en (18). Finalmente, B}, .
coincide sobre Hy con la variante de la transformacion de Hanke: dada por (4)
cuando p > —1/2.

Demostracion. La aplicacién sucesiva de los operadores P, P’; 1 o Y
1 leva ¢(z) € H, al espacio H,4, donde, al ser g+ r > —1/2, es licito
En efecto, de (16) se infiere que la aplicacién

®
Pu+r—

utilizar la transformacién BZ e



LA TRANSFORMACION INTEGRAL DE HANKEL-SCHWARTZ 65

pl(z) € H — ¢(z) = Mayy190(z) € Hy, (con A = p + r) es un isomorfismo entre
los espacios H y H,; y de la relacién existente, a tenor de las definiciones (1)
y (4), entre las transformaciones B, y Bj:

(Bi9)(y) = y™** 1By (=7 19)(), ¢ € H,

se colige que Bj es un automorfismo scbre H),, puesto que B, es un automor-

fismo sobre el espacio H por el Teorema 2. En virtud de estas consideraciones

y dela Proposicién 3, (i) y (ii), se infiere la primera parte del aserto.
Supongamos que g > —1/2y que r = 1. Se tiene:

(B, 19)(y) =y 2B}, 1 (Pie) = —y"zj/; ob, 4 1 (zy) Dz ™2 L (z)dz

w .
==yt [ a0, () Do ()

. {[xb#+1(zy)¢(z)];° _]

0

_ j{)@ z_zu—lb;(xy)¢(x)dz = (B;KIJ) (y),

00932“+1b#(xy)2:'_2“"1¢(z)dz}

tras integrar por partes, tener en cuenta (8) y comprobar que los términos en-
tre corchetes se anulan. Luego, By, ; = Bj,. El caso general B, = By, cuando
p > —1/2 sigue por induccién sobre r.

Note 1. Las definiciones (17) y (18) son independientes del entero positive

r. Desde este momento, y en virtud del Teorema 3, nos referiremos al operador
Bj, , como la transformacién de Hankel-Schwartz de orden arbitrario p.

A continuacién se resumen las principales reglas operacionales de la trans-
formacion B .

PROPOSICION (4). Sea p un niimero real cualquiera fijado y el{jase un entero
positivo r tal que p+r > —1/2. Si ¢ € H, se tiene

(19) t i1 (Pav) =9*Busb 5 PiBj ¥ =B, (z*9)
(20) ALBLY =By (~2%) ; B (8u9)=—y"B 9

En cambio, si € Hyyq resulta
@) BL(TW) =B, i (B, =-Bj¥

_ Demostracioén. Para verificar la primera de las formulas (19) obsérvese que,
segun (17),
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;+1.r(P1:¢) = y_eru+1+r [PI:+r y+2P‘+1(P ¢)]

[e o]

= —!/2“+3/ “2“+2r+2bu+r+1(w)p{ R PP ;:+1Pﬁ‘¢} dz

0

= _y2ﬂ+3 { [xb“+r+1(zy)PI:+,._1 oo P,:+1P,:¢]0

[ o]
nfo b“+,(zy)P;+,_1...P;HP;r/zd:c}
[s o]
— yZy—2r/0 "244 27— lb“_,_,(zy) 1 P’:d)dm

y2 —ZrB}H’r [P;:-H‘—-l ce P;:-Q-lpl.:!b] = yZB;,r¢;

tras integrar por partes, y tener en cuenta (8) y que los términos con limites se
anulan. En efecto, ¥ (z) es de rapido decrecimiento cuando z — oo, mientras
que toda la funcién del corchete es una O(z2#+%7+2) si z — 01, siendo 2u +

2r+22>1.
A fin de obtener la primera de las férmulas (21) conviene previamente ver,
mediante unos simples calculos, y a la vista de las definiciones (12) y (13), que

Bproy - BAT* = ~(-1) a2 g2 (o D g3y
(2" +2r + 2)(1:_1D)r1:_2“_31/1] — _(_l)rDz[$2u+2r+2(x—ID)rx—Z#—S’/J(z)]

Por tanto, -
BY (T*9) = —y~% /0 bt e (9)[23(z~1 D)7+

(22) + (21 + 2r + 2)(z 71 D)") (22 3y)d=
Ahora bien, integrando por partes resulta:
[o <]
1 = =0 [ b () DY 5 (o)
; —Co
— y2p+1 { [b“_“(zy)22u+2r+2(z—ID)rz—2u—3¢(z)]
z—0t
(s}
(23) — / b“+r (zy)Dz [1;2#+2r+2(z—lD)rz—Zu—3¢(z)] dz}
[e o]
v [T Bnlen) [ D) 4 k20 42 DY ] )i
Comparando (22) y (23) se llega al resultado deseado. Andlogamente se pro-

cede para probar las segundas reglas operacionales de (19) y (21). Las fé6rmulas
(20) se infieren inmediatamente de las otras, debido a que A}, = T* P;.

Nota 2. Cuando p > —1/2 el Teorema 3 y la Proposicién 4 reproducen,
respectivamente, la formula de inversion y las reglas operacionales clasicas
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de la transformacién B;, tal como figuran en [5] y [8], pues en tal situacién
B = B* B: =B ‘
p+1,r pt1 Y Puyr u
4. La transformacién generalizada de Hankel-Schwartz
de orden arbitrario

Recordemos que toda funcién f tal que z2#+1f (z) sea absolutamente in-
tegrable sobre I = (0,c0) origina una funcién generalizada regular en H l'é
mediante

(o) = L [@)p(e)dz, € Hy

En efecto, siendo la linealidad obvia, la continuidad se infiere de

(F,0)] < 2o (e) i[} 22| £(z)|d

En particular, todo elemento f de H generara una distribucién regular en
H),. Ademas, dos elementos de H que den lugar a la misma funcién generali-
zada regular en H L, han de ser idénticos. En este sentido debe entenderse la
inclusién H c H),.

Nota 3. Analogamente se puede probar que H, C H'. Obsérvese que lo
habitual en la literatura matematica ([1], [4], (9] y [12) esque H ¢ H' y
H,cH L. Naturalmente que ello sigue siendo cierto en nuestro caso. Perc
las inclusiones cruzadas que acabamos de obtener permiten justificar algunos
resultados y dar un nuevo procedimiento para extender una transformacién
clasica a un espacio de distribuciones. Asi, por ejemplo, comparando los re-
sultados obtenidos se concluye que los mismos operadores diferenciales que
actiian desde un punto de vista clédsico en el espacio H, se convierten en ope-
radores generalizados cuando lo hacen sobre el espacio de distribuciones H L
Ello tiene sentido gracias alainclusién H ¢ H L. Recfprocamente, y a tenor de
la inclusién Hp c H', los operadores convencionales sobre H, se comportan
como generalizados cuando operan sobre H'.

Para p € R cualquiera, definimos B; sobre el espacio H L como el operador
adjunto de B, , en H,, esto es,

(24) (Buf,¥)=(f,BL,¥), feH, +eH,

donde r representa un entero positivo tal que g + r > —1/2. Del Teorema 3 y
de [14, Th. 1.10.2] sigue inmediatamente

TEOREMA (4). La fransformacion generalizada de Hankel-Schwartz B!, de-
finida segiin (24), es un automorfismo sobre H L independientemente del valor
de p.

PROPOSICION (5). Sea p un niimero real cualquiera. Si f € H L se tiene
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;‘\f#f) = yzBiﬂf ; PM(B;+1f) = BZ(-’”zﬂ
Au(BLf) = By(-=*f) ; Bl(Auf)=~y*Bf

En cambio, cuando f € H L 41 resulia

B, 11(Tf)=—-B,f ; T(B,f)=-B,.f

Demostracién. Fijado p arbitrariamente, elfjase un entero positivo r de
modo que p + r > —1/2. Probemos sé6lo la primera férmula. En virtud de la de-
finicién (24), de la Proposicién 3(ii) y de la segunda de las reglas operacionales
(19) sigue para todo ¥(y) € Hy:

(BL(Puf),¥) = (Puf, B}, %) = ({, Py B}, %)
= (£, By 11, (v*%) = (Bl 1 £, 9*9) = (4* Bl 1 1 ¥).

Las restantes férmulas se obtienen procediendo de forma similar, con la
ayuda de los resultados de la Proposicién 4.

Nota 4. Obsérveseque H C H, y H C Hy,,,. Por tanto, las reglas operacio-
nales generalizadas de la Proposicién (5) coinciden con las correspondientes
de la transformacién clésica en la Proposicién 2. Ello no ocurre para la trans-
formacién de Hankel-Schwartz Bj, de orden g > —1/2 tal como se considera
en [1, Lemas 8y 9], ni para la misma transformacién de orden arbitrario u en
el modo que se trata en [6, Proposiciones 1y 2].

Nota 5. El calculo operacional generado por las transformaciones B, , y B:,,
y recogido en las Proposiciones 2 y 5, permite resolver el problema planteado
por WY. Lee [4,p.431] independientemente de cual sea el valor real de u. Para
ello se procederia en forma similar a [13,14].
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