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LA TRANSFORMACION INTEGRAL DE HANKEL-SCHWARTZ 
DE ORDEN ARBITRARIO Y LA IGUALDAD MIXTA DE PARSEVAL 

A.M. SANCHEZ QUINTANA Y J.M.R. MENDEZ PEREZ 

1. Introducci6n 

La transforrnaci6n integral de Bessel ode Hankel-Schwartz 

(1) (Bµ/)(y) = F(y) = fo00 xl+Zµbµ(xy)f(x)dx, 

donde bµ(z) = z-1-'Jµ(z) (Jµ(x) representa la funci6n de Bessel de prirnera 
especie y orden µ) es una soluci6n de la ecuaci6n diferencial 

(2) 

sirnbolizando flµ,,x el operador 

(3) a2 1 + 2µ a 
flµx =flµ,= - + ---' ox2 X OX 

fue estudiada dasicarnente par Schwartz [10] y ha sido extendida a espacios 
de distribuciones por Dubey Pandey [2], Lee [4], Schuitman [9] y Altenburg 
[1], cuando el parametro µ ;:::: -1/2. Recientemente, Mendez [6] extiende la 
transformaci6n (1) a cierto espacio de distribuciones de crecimiento lento para 
todo valor real deµ siguiendo la tecnica descrita por Zemanian en [13]. Mas los 
metodos usuales en la literatura consultada para extender la transformaci6n 
(1) a espacios de distribuciones presentan algunos inconvenientes, siendo los 
mas corrientes o bien que la generalizaci6n no respeta las reglas de derivaci6n 
de una distribuci6n y el producto de esta por una funci6n regular, o bien que la 
transformaci6n clasica no es un caso particular de la transforrnaci6n genera
Hzada. Por ello, en [7] y [8] se propane un nuevo procedimiento para extender 
transformaciones integrales del tipo Hankel ([3] y [11,p.456]) a espacios de 
funciones generalizadas, pero solo bajo la restricci6n µ,;:::: -1/2. Dicho proce
dimiento se basa en la existencia de una igualdad de Parseval que involucra 
dos transforrnadas integrales, denorninada por esta causa igualdad mixta de 
Parseval. 

El objetivo de este trabajo es definir la transforrnaci6n (1) en un espacio de 
distribuciones para cualquier valor real de µ, rnejorando los resultados cono
cidos en la literatura sobre este tema. A tal fin, se considerajunto a (1) esta 
otra transformaci6n: 

(4) 

en cuyo nucleo comparece la funci6n 

(5) b~(xy) = (xy)l+ 2µ,bµ(xy), 
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la cual satisface la ecuaci6n diferencial (2), con !:::.µ reemplazado por t::.;, su 
operador adjunto, esto es, 

(6) t::.* = .ci.• = i:__ _ 1 + 2µ !__ + 1 + 2µ 
µ,,x µ, 8x2 X 8x x2 

La transformaci6n n; es autorrecfproca cuando µ ~ -1/2, es decir, (B;)- 1 

= Bt. Esto fue probado en [5], donde se establece tambien el siguiente 

TEOREMA (1). Seaµ~ -1/2. Supongamos que xµ,+1/ 2 f(x) e y-µ,-lf 2G*('y) 
son funciones absolutamente integrables en (0, oo ). Si F(y) = (BµJ}(y) y g(x) = 
(B;- 1c•)(x) = (B;G*)(x), se tiene: 

(7) fo00 f(x)g(x)dx = fo00 F(y)G*(y)dy = fo00 (Bµ/)(y)(B;g)(y)dy 

Observese que la ecuaci6n (7) no tiene funci6n peso alguna e involucra las 
dos transformaciones (1) y (4). 

Con frecuencia utilizaremos las formulas 

En este trabajo seguimos la notaci6n y terminologfa de A.H. Zemanian [14] 

2. El espacio de funciones prueba H 
y la transformacion de Hankel-Schwartz Bµ de orden arbitrario 

En esta secci6n enunciamos algunas definiciones y resultados conocidos, 
para futura referenda. Mas informaci6n se puede hallar, por ejemplo, en [1] y 
[6]. 

H es el espacio de todas las funciones complejas <,o(x) infinitamente dife
renciables definidas sobre el intervalo real I= (0, co) tal que 

1m,n\O(x) = sup Jxm(x-1 Dt<p(x)I 
xEI 

existe para cada par de enteros no negativos my n. La topologfa de H es la 
inducida por la familia de seminormas bm,n}- H es un espacio de Frechet. 
H' es el espacio dual de Hy sus elementos son funciones generalizadas de 
crecimiento lento. 

PROPOSICI6N (1). Para todo µER, las siguientes operaciones definen apli
caciones lineales y continuas de H en s( mismo: 

(i) <p(x)-> M2<,o(x) = x2<p(x) (M>.<p(x) = x\o(x)) 

(9) (ii) <p(x)-> Pµ\O(x) = x- 2µ-l Dx 2µ,+2<p(x) 

(iii) cp(x)-> .6.µ\0(x), definido anteriormente. 

(10) (iv) <p(x)-+ T<p(x) = x- 1 Dp(x). 
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Ademas, esta ultima aplicaci6n es un automorfismo sobre H, cuyo operador 
inverso es: 

(11) T- 1p(x) = !~ tp(t)dt, p EH 

N6tese que los operadores definidos en (9) y (10) tienen adjuntos en H dados 
por 

(12) 

(13) 

P;p(x) = -x 2µ+2 Dx- 2µ-lp(x) 

T*p(x) = -Dx- 1p(x) 

Si A es un operador lineal y continuo en H, usando la dualidad entre Hy 
H 1, podemos definir un operador generalizado A• en H' mediante 

(A* f(x), p(x)) = (/(x), Ap(x)), f EH', p EH. 

Este A• es tambien lineal y continua de H' en sf mismo. Haciendo esta 
construcci6n con los operadores de la Proposici6n (1), obtenemos operadores 
generalizados M;, P;, il~, T* en H' lineales y continuos, siendo el ultimo de 
ellos un automorfismo sobre H'. 

Sea ahora µ cualquier numero real fijado y elfjase un entero positivo r tal 
que µ + r ~ -1/2. Introducimos en H los operadores 

(14) (Bµ,rPHY} = <,6(y) = (-1r Bµ+r((x- 1 vr p(x))(y), p EH, 
y 

(15) (B;}<,6)(x) = p(x) = (-1r(T- 1r Bµ+r(<P(y))(x), <,6 EH. 

TEOREMA (2). Seaµ cualquier numero real y denoter un entero positivo tal 
que µ + r ~ - 1/2. Entonces, la transformaci6n Bµ,r, definida por (14), es un 
automorfismo sob re H cualquiera que sea el valor real deµ. La cotrespondiente 
transformaci6n inversa B;} viene dada por (15). Finalmente, B µ,r coincide 
sobre H con la transformaci6n de Hankel-Schwartz Bµ, dada por (1), cuando 
µ ~ -1/2. 

Finalmente, resumimos las principales reglas operacionales de la transfor
maci6n Bµ,r: 

PROPOSICION (2). Seaµ cualquier numero real fijado y sear un entero posi-
tivo tal que µ + r ~ -1/2. Para todo p E H se tiene: 

Bµ,r(Pµp) = y2 Bµ+l,rP Pµ(Bµ+l,rP) = Bµ,r(x 2p) 
ilµ(Bµ,rP) = Bµ,r(-x 2p) Bµ,r(ilµp) = -y 2 Bµ,r(P) 
Bµ+1,r(Tp) = -Bµ,rP T(Bµ,rP) = -Bµ+1,rP• 
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3. El espacio de funciones prueba H µ 

y la transformaci6n de Hankel-Schwartz B~ de orden arbitrario 

Para todo µ E R, H µ. es el espacio de Frech et de todas las funciones comple
jas infinitamente diferenciables ,t,(x) definidas sobre I, dotado de la topologfa 
engendrada por la colecci6n de seminormas 

(16) 1::i,k('l/i) = sup lxm(x-lD)kx-2µ-1,/J(x)j = "'tm,k(x-2µ-lt/,(x)) < oo 
xEI 

H: denota el espacio dual de Hµ y sus elementos tambien son funciones gene
ralizadas de crecimiento lento. 

Se pueden establecer resultados anal.ogos a las de la Proposici6n (1): 

PROPOSICION (3). Para todo µER, se tiene: 

(i) ,p(x)-+ M21/J(x) es un isomorfismo de Hµ, en Hµ.+1· 

(ii) ,p ( x) -• P; ,p ( x) es un isomorfismo de H µ en H µ+ 1, siendo el operador 
inverso 

p;-ltp(x) = x2µ+1 ioo c2µ-2,p(t)dt 

(iii) v,(x)-+ T*,p(x) es una aplicaci6n linealy continua de Hµ.+l en Hµ., 

(iv) ,p(x)-+ Ll~,p(x) es una aplicaci6n linealy continua de Hµ. ens( misnw. 

Recurriendo ahora, como en la anterior secci6n, a la dualidad entre los es
pacios H µ. y H~, resulta que los operadores generalizados M2 y Pµ. son iso
morfismos del espacio H~+l en H~, mientras que Tes una aplicaci6n lineal 
y continua de H~ en H~+l y b.µ. una aplicaci6n lineal y continua de H~ en 
sf mismo. 

A continuaci6n se consideran los operadores: 

(17) (B;,r'l/i)(y) = W(y) = y- 2r B;+,.[ Pi+r-1 · .. P;+lP;,p(x) 
y 

(18) (B;;-/w)(x) = ,p(x) = p;-1 P:+f ... P;+:_ 1B;+r[Y 2rw(y)] 

'I'EOREMA (3). Seanµ un numero real arbitrario yr un entero positivo tal que 
µ + r ~ -1/2. La transformaci6n B;,r definida por (17) es un automorfismo 
sobre Hµ., independientemente del valor deµ. La correspondiente f6rmula de 
inversi6n viene dada por el operador B;-:;.1 descrito en (18). Finalmente, B;,,. 
coincide sob re H /L con la variante de la transformaci6n de Hanket dada por ( 4) 
cuando µ ~ -1/2. 

Demostraci6n. La aplicaci6n sucesiva de los operadores P;, P;+l, ... y 
P;+r-l lleva ¥'(x) E Hµ. al espacio Hµ.+r donde, al ser µ + r ~ -1/2, es lfcito 
utilizar la transformaci6n B;+r· En efecto, de (16) se inl:iere que la aplicaci6n 
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So(x) EH-+ 'efi(x) = Mv,+1\0(x) EH>, (con.>.=µ+ r) es un isomorfismo entre 
los espacios Hy H>,; y de la relaci6n existente, a tenor de las definiciones (1) 
y ( 4), entre las transformaciones B>. y B!: 

se colige que B1 es un automorfi.smo sob:re H>., puesto que B;i. es un automor
:fismo sobre el espacio H por el Teorema 2. En virtud de estas consideraciones 
y de la Proposici6n 3, (i) y (ii), se infiere la primera parte del aserto. 

Supongamos que µ 2 -1/2 y que r = 1. Se tiene: 

(B;, 1¢)(y) =y- 2 B;, 1 (P;'I/J) = -y- 2100 xb~+1(xy)Dx-zµ-I1/,(x)dx 

= - y2µ+1 fo00 
x 2µ+2bµ+1(xy)Dx- 2µ-l1/,(x)dx 

= - y2µ+1 { [xbµ+1(xy)-¢i(x)]: - 100 x2µ+lbµ(xy)x-:Zµ-l'efi(x)dx} 

= fo00 x- 2µ-Ib~(xy)'efi(x)dx = (B;'efi)(y), 

tras integrar por partes, tener en cuenta (8) y comprobar que los terminos en
tre corchetes se anulan. Luego, B;, 1 = B;. El caso general n;,r = B; cuando 
µ 2 -1/2 sigue por inducci6n sobre r. 

Nota 1. Las definiciones (17) y (18) son independientes del entero positivo 
r. Desde este mo men to, yen virtud del Teo re ma 3, nos referiremos al operador 
n;,,. como la transformaci6n de Hankel-Schwartz de orden arbitrario µ. 

A continuaci6n se resumen las principales reglas operacionales de la trans
formaci6n n;,,.: 

PROPOSICI6N ( 4). Seaµ un numero real cualquiera fijado y el{jase un entero 
positivo r tal que µ + r 2 -1/2. Si¢ EHµ se tiene 

(19) 

(20) 

n;+l,r(P;'efi) = y2 Bµ,rV! 

~;B;,,.¢ = n;,,.(-x 2¢) 

En cambio, si tjJ E H µ+1 resulta 

(21) 

P;n;,r'efi = n;+l,r(x 2?/J) 

B;,,.(t1t1P) = -y2 B;,,.¢ 

Denwstraci6n. Para verificar la primera de las formulas (19) observese que, 
segun (17), 
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B;+1,r(P;v/J) = y- 2"Bµ,+l+r [Pi+r ... P;+2P;+1(P;,µ)] 

= _.,2µ,+31 00 x2µ,+2r+2b (xy)D {x-2µ-2r-l p$ p• p• .1,} dx 
~ µ,+r+l µ+r-I··· µ,+l µ,r 

0 

= -y 2µ+ 3 { [ xbµ+r+I(xy)P;+r-1 • • • P;+IP;'if!]: 

- fo00 
bµ+r(xy)P;+r-1 · .. P;+lP;'l/idx} 

_ 2 -2r -2µ,-2r-l • • • , 100 

- Y Y 
O 

x bµ+r(xy)Pµ,+r-l ... Pµ,'¢dx 

2 -2rB• [p• p• p• ·'·] 2B• .,. =y Y µ+r µ+r-1··· µ+l µr =y µ,,rr, 

tras integrar por partes, y tener en cuenta (8) y que los terminos con limites se 
anulan. En efecto, t,b(x) es de rapido decrecimiento cuando x --+ oo, mientras 
que toda la funcion del corchete es una O(x 2/J+2r+ 2) six - o+, siendo 2µ, + 
2r + 2 2'.: 1. 

A fin de obtener la primera de las formulas (21) conviene previamente ver, 
mediante unos simples cal.culos, ya la vista de las definiciones (12) y (13), que 

P;+r-1 · .. P;T"t,b = -(-l)"x2µ,+2r+1[x2(x-1 D)'"+lx-2µ-s'if,+ 

(2µ, + 2r + 2)(x-l nrx- 2"'- 3?,b] = -(-1)'" Dx[x 2µ+2r+ 2(x- 1 D)'" x- 2µ- 3?,b(x)] 

Por tanto, 

(22) 

B;,r(T"t,b) = -y- 2r 100 b~+,-(xy)[x2 (x- 1 nr+l 

+ (2µ, + 2r + 2)(x- 1 D)'"](x- 2µ- 3 'if,)dx 

Ahora bien, integrando por partes resulta: 

-B;+I,r"P = -y2µ+1 looo xy2bµ+r+I (xy)x2µ+2r+2(x-l D)'" x-2µ-3¢(x)dx 

= y2µ+1 { [bµ+r(xy)x2µ+2r+2(x-l DY x-2µ-3'11i(x)] z->oo 
z-->O+ 

(23) - fo00 bµ+r(xy)Dx [x2µ+ 2r+ 2 (x- 1Df"x- 2µ- 3 '¢(x)] dx} 

= -y- 2r 100 b:+r(xy) [ x2(x- 1 D)'"+l + (2µ + 2r + 2)(x-l D)'"] (x- 2µ- 3¢)dx 

Comparando (22) y (23) se Uega al resultado deseado. Analogamente se pro
cede para probar las segundas reglas operadonales de (19) y (21). Las formulas 
(20) se infieren inmediatamente de las otras, debido a que Ll; = T" P;. 

Nota 2. Cuando µ, ~ -1/2 el Teorema 3 y la Proposicion 4 reproducen, 
respectivamente, la formula de inversion y las reglas operacionales dasicas 
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de la transformaci6n B;, tal como figuran en [5] y [8], pues en tal situaci6n 
B;+l,r = B;+l y n;,r = n;. 

4. La transformacion generaHzada de Hankel-Schwartz 
de orden arbitrario 

Recordemos que toda funci6n f tal que x21&+l f(x) sea absolutamente in
tegrable sobre I = (0, oo) origina u.na funci6n generalizada regular en H~ 
mediante 

(!, <p) = 1 f(x)p(x)dx, <p EHµ 

En efecto, siendo la linealidad obvia, la continuidad se infiere de 

En particular, todo elemento f de H generara una distribuci6n regular en 
H~. Ademas, dos elementos de H que den lugar a la misma funci6n generali
zada regular en H~, han de ser identicos. En este sentido debe entenderse la 
inclusion H c Ht, 

Nota 3. Analogamente se puede probar que Hp,; c H1• Observese que lo 
habitual en la literatura matematica ([1], [4], [9] y [12]) es que H c H 1 y 
Hµ c Ht. Naturalmente que ello sigue siendo derto en nuestro ca.so. Pero 
las inclusiones cruzadas que acabamos de obtener permitenjustificar algunos 
resultados y dar un nuevo procedimiento para extender una transformaci6n 
dasica a un espado de distribuciones. Asi, por ejemplo, comparando los re
sultados obtenidos se concluye que los mismos operadores diferenciales que 
actuan desde un punto de vista clasico en el espacio H, se convierten en ope
radores generalizados cuando lo hacen sob re el espacio de distribuciones H~. 
Ello tiene sentido gracias a la inclusion JI c H~. Redprocamente, ya tenor de 
la inclusion H µ c H 1, los operadores convencionales sobre H µ, se comportan 
como generalizados cuando operan sob re H1• 

Para µ E R cualquiera, definimos B~ sob:re el espacio H~ como el operador 
adjunto de B;,,. en Hµ, esto es, 

(24) (B~f, 'if;)= (!, n;,,.VJ), f EH~, '1/J EHµ, 

donde r representa un entero positivo tal que µ, + r 2:: -1/2. Del Teorema 3 y 
de [14, Th. 1.10.2] sigue inmediatamente 

TEOREMA (4). La transformaci6n generalizada de Hankel-Schwartz B~, de
finida seglin (24), es un aut:omorfismo sobre H~ independientemente de! valor 
deµ. 

PROPOSICION (5). Seaµ un nlimero real cualquiera. Si f EH~ se tiene 
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B:(P 1.d) = 1/2 B~+if 
Llµ(B~I) = B~(-x 2 I) 

Pµ(B~+d) = B~(x 2 I) 
B~(.6.µ/) = _,,/J' B~f 

En cambio, cuando f E H~+l resulta 

B~+1(TJ) = -B~/ ; T(B~f) = -B~+d 

Demostraci6n. Fijado µ, arbitrariamente, elijase un entero positivo r de 
modo que µ, + r 2:: -1/2. Probemos s6lo la primera formula. En virtud de la de
finici6n (24), de la Proposici6n 3(ii) y de la segunda de las reglas operacionales 
(19) sigue para todo tµ(y) EHµ: 

(B~(Pµ/), '1/J) = (P1.d, n;,,.t/J) = (/, P;B;,,.t/J) 

= (/, B;+l,r(Y 21P) = (B~+i/, Y2t/J) = (y2 B~+if, 1/J). 

Las restantes formulas se obtienen procediendo de forma similar, con la 
ayuda de los resultados de la Proposici6n 4. 

Nota 4. Observese que H c H~ y H c H~+1 · Por tanto, las reglas operacio
nales generalizadas de la Proposici6n (5) coinciden con las correspondientes 
de la transformaci6n dasica en la Proposici6n 2. Ello no ocurre para la trans
formaci6n de Hankel-Schwartz B~ de orden µ 2:: -1/2 tal como se considera 
en [1, Lemas 8 y 9], ni para la misma transformaci6n de orden arbitrario µ en 
el modo que se trata en [6, Proposiciones 1 y 2]. 

Nota 5. El calculo operacional generado por las transformaciones Bµ,r y B~, 
y recogido en las Proposiciones 2 y 5, permite resolver el problema planteado 
por W.Y Lee [ 4,p.431] independientemente de cual sea el valor real deµ. Para 
ello se procederfa en forma similar a [13,14]. 
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