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LAS RELACIONES DE ADEM 

POR ALEJANDRO ADEM DIAZ DE LEON 

Sea X un espacio topol6gico; un invariante calculable e importante de X es 
la cohomologfa H" ( X, IF 2 ). El fun tor 

le asocia a un espacio X un espacio vectorial (sob re IF 2) con grad uaci6n natural. 
Estos gru pos difi.eren de la honwlog(a en que poseen una estructura de algebra 
graduada, es decir vienen dotados de un producto, (suprimimos coeficientes 
de ahora en adelante): 

HP(X)©Hq(X)-+ Hp+q(X) 

x©y-+ X LJ y. 

Es facil convencerse de que la cohomologfa es un invariante mas efectivo 
que la homologfa para distinguir espacios no homeomorfos o del mismo tipo 
de homotopia (por ejemplo para distinguir sn V sn V s2n de sn x sn). 

En la topologfa algebraica un problema central es el de en tender las clases 
de homotopia de aplicaciones de un complejo X en otro, Y, denotado por 

[X Y] = { clas~s de homotopia de funciones } . 
' contmuas f : X-+ Y 

En particular si X = sn (la n esfera) y consideramos un punto base, se 
puede dotar a este conjunto de un producto, y obtenemos asf 

1rn(Y) = n-esimo grupo de homotopfa de Y. 

Para analizar lo anterior, Eilenberg y MacLane introdujeron espacios de
notados por K(1r, n) donde 1r es un grupo abeliano (sin> 1) tales que 

{ 1r si j = n 
1ij(K(1r, n) '="'. O .• -t 

s1 J r n. 

Su relevancia se sigue de la relaci6n 

es decir, estos espacios representan a la cohomologia. 

Distinguir el tipo de homotopfa de un espacio ode una aplicaci6n puede ser 
sumamente dificil, aun con el uso de la cohomologfa. Este proceso depende de 
propiedades homot6picas dificilmente detectables sin alguna estructura adi
cional. 

Steenrod introdujo esta estructura adicional, en la forma de sus celebres 
"cuadrados de Steenrod". Los Sqi son transformaciones naturales de fun tores 
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Hn( , lF2) -+ Hn+i ( , lF2) 

es decir, si /: X-+ Yes continua, entonces el diagrama 

Sq' 
Hn+i (Y, lF 2) 

lr 
Sq' 

----s; Hn+i(X,IF2) 

conmuta. Estos cu.adrados satisfacen los siguientes axiomas, y son caracteri
zados por ellos: 

(1) Sqi es un homomorfismo Vi::::: O 
(2) Si dim x = n, Scfx = x2 

(3) Si i > dim x, Sq' x = 0 
(4) Sq0 = 1 
(5) (Formula de Cartan) 

k 

Sqk(xy) = L Sqix@ Sqk-iy. 

i=O 

La siguiente es una construcci6n homol6gica de los Sqi. 

Sea X un espacio topol6gico, entonces Z::2 actu.a por permutaci6n en el pro
ducto Xx X. Ahora sea x E Hn(X), representado por 

/: C.(X)-+ F2 (f(u) = o, si u ~ Cn(X)). 

Definimos 

mediante 

P(f)(w 0 x1 0 x2) = e:(w)f(x1)f(x2) 

donde EZ::2 denota al Z'.:respacio universal ye: c.(EZ'.:2) -+ IF:i: la aumentaci6n 
(n6tese que esto se debe a que P es equivariante con respecto a la permutaci6n 
anterior a nivel de cocadenas). Esto define una fund6n natural 

Hn(X)-+ H 2n(EZ/2 xz; 2 Xx X) 

tal que si i : Xx X -+ EZ2 Xz2 (Xx X) es la inclusion de la fl.bra del haz 
asociado, entonces i* P(f) = f x f E H2n(X x X). 

Por otro lado la inclusion de puntos fijos i: X-+ Xx X induce 
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donde B'll2 denota al espacio clasificante. Por definici6n, 

n 

Px = I: en- j 0 Sqi x 
j=O 

donde H"(B'll/2) ~ IF2[e], con dime= 1. 
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Serre introdujo el concepto general de operaciones cohomol6gicas como 
transformaciones naturales de funtores 

y demostr6 que estas corresponden en forma biunivoca con elementos del 
grupo 

Hq(K(A,n),B) ~ [K(A,n),K(B,q)]. 

Si X es un espacio y 

Yx : X-+ K(A, n) 

representa ax E Hn(x, A) tenemos un diagrama conmutativo 

{id} 

1 1 E(K(A,n)) 

Hq (K(A, n), B) 
g; 

Hq(X,B) 

El elemento E(K(A, n))(id) E Hq(K(A, n), B) representa a la operaci6n E. 

Serre demostr6 que las operaciones estables" (que conmutan con la sus
pension y asi dan lugar a homomorfismos) forman un algebra, generada por 
los Sqi, la denominada algebra de Steenrod, A(2). Esto significa que la es
tructura adicional, generalizando el producto, esta contenida totalmente en 
el algebra de Steenrod. Ante eso es evidente que conocer las relaciones glo
bales entre estas operaciones es de singular importancia, ya que repercutiran 
en la cohomologfa de cualquier complejo. 

En 1951, Jose Adem obtuvo una colecci6n completa de relaciones entre los 
Sqi. La fonnula exacta es la siguiente (los coeficientes binomiales se reducen 
modulo 2): 

Para O < a < 2b, 

Relaciones de Adem 

s as b= ~ (b-c-l)s a+b-cs C q q L.. a - 2c q q 
0-:5_c-:5_a/2 

* En el caso A = B = IF' :i. 
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Adem tambien obtuvo relaciones parecidas entre las operaciones cohomol6-
gicas correspondientes a primos impares. Preferible a discutir la demostra
ci6n, mencionare algunas aplicaciones inmediatas. 

TEOREMA (Adem): Sqn es descomponible si y solamente si n no es una po

tencia de 2; es decir los Sq2 ' generan el algebra A(2). • 

COROLARJO (1): Si x E Hq(X), x2 t=-0 entonces existe alguna ital que 

0 < 2i S: q y Sq 2' x f=-0. 

Denwstraci6n. 0 t=-x 2 = Sq'lx = I: monomios en Sq2' x. 

COROLARJO (2): Si H"(X) es un anillo polinomial o un anillo polinomial 
truncado generado por x E Hq (X), y x2 t=-0, entonces q = 2k para alguna k 

Demostraci6n. Como H* (X) es polinomial, 

Hq+'2' (X) = O, o < 2i < q 

=> Sq2' x = 0 para O < 2i < q 

y el corolario anterior implica que q = 2k. • 

Ahora consideraremos algunas aplicaciones concretas de estos resultados. 
Sea 

/: s2n-l-, sn 

una funci6n continua; construimos el complejo 

tal que 

H* (X ) ~ { 'll/2 * = O, n, 2n . 
I O otros casos 

Definimos elinvariante de Hopf modulo 2 de/ como sigue: si Hn(X1) = (a), 
H 2n(x 1) = (b). 

a2 = H(f) e b 

Una pregunta clasica de la topologfa es la de saber para que valores den 
existe un mapeo f con H(f) t=-0. La importancia de este problema puede 
verse por su relaci6n a un problema algebraico: lpara que valores den admite 
JP?.n una estructura de algebra de division? Esta segunda propiedad implica la 
existencia de un mapeo / con H(I) t=-O (se usa sn-l x sn-l -. JP?.n - {O} -. 
sn-l y una construcci6n de Hopf para obtener 
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f: sZn-1 = sn-1 * sn-1--+ ssn-1 = sn. 

Por otro lado la existencia de tal f es equivalente a la existencia de una 
estructura de "grupo salvo homotopfa" (H-espacio) en sn- 1 . Por otro lado si 
Sn- l tiene estructura de H -espacio, en tonces es paralelizable. Los resultados 
de Adem implican 

TEOREMA (Adem): Los unicos valores den tales que 
(1) Existe f: s2n-l --+ sn con H(f) -:J 0, o 
(2) ]Rn admite estructura de algebra de divisi6n, o 
(3) sn-l tiene estructura de H-espacio, o 
(4) sn-l es paralelizable 

son de la forma n = 2k k ::::: 0. • 

Estos resultados son un modelo del poder de la topologfa algebraica cuando 
se aplica a ciertos problemas geometricos. 

Inspirado por los resultados de Adem, J. F. Adams extendi6 este teorema 
en forma notable, obteniendo una de las mas impresionantes aplicaciones de 
metodos algebraicos en la topologia hasta la fecha: 

TEOREMA (Adams): En el teorema anterior n es 1, 2, 4, 8. En (2) se tienen los 
reales, complejos, cuaternios y octonios de Cayley. • 

La demostraci6n del teorema de Adams utiliza en forn1a esencial las ope
raciones cohomol6gicas, en particular la noci6n de operaciones secundarias 
introducidas por Adem. 

Quizas mas importante que el resultado foe la herramienta que Adams in
trodujo (la sucesi6n espectral de Adams) para calcular clases de homotopia a 
partir de la cohomologia como modulo sobre el algebra de Steenrod. La idea 
seminal de esta revolucionaria tecnica radica en los resultados descritos ante
riormente, y el trabajo de Adem fue una fuente importante de motivaci6n. 

Podemos concluir observando que los resultados de Adem no solamente son 
de interes general, sino tambien representan un trayecto fundamental en la 
evoluci6n de la teorfa de la homotopfa a su estado actual. 
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