SOBRE LA FORMULA DEL PRODUCTO PARA OPERACIONES
COHOMOLOGICAS DE SEGUNDO ORDEN

Por Josk Aprm!

Introduccién

Hace algunos afios, W. T. Wu sugiri6 la forma de construir la operacién &,
introducida por el autor en [3; (6.1)], por medio de las operaciones funcionales.
de Steenrod, como sigue. Sea ¥ = K(Z, ¢) un complejo de Eilenberg-MacLane
y v € HY(Y; Z) la clase fundamental. Si u € H%(X; Z), es tal que Sq’u = 0,
consideramos f:X — Y, donde f*y = u. Se tienen, f*Sq’y = 0, Sq’Sq’y = 0,
y podemos definir

2(u) = Sq;8q’.

Ahora, se sigue de los resultados de Serre ({13]), sobre la cohomologia de Y,
que f*H*(Y; Z,) = 0, y, por lo tanto, se tiene que

®(u) € H(X; Z:) /SCH™™(X; Z»).

Esta es la construccién de Wu para la operacién &.”

En este trabajo, se generaliza el método de Wu y se la hace aplicable a la
construcecién de operaciones ® asociadas con relaciones de grado r de la forma
Z;Loakquk = 0, donde r < 2"*'. En particular, estas operaciones incluyen a
las operaciones ®; ; de Adams ([1]).

El uso de operaciones funcionales permite calcular cociclos representantes de
®(u). Usando estos cociclos, se establece la siguiente férmula del producto:

P(u @v) =d(u) v+ u Qd().

Por consiguiente, ® es una operacién primitiva, y, en particular, también lo son
las P;,;.

En §1 se generalizan lag operaciones funcionales clisicas y en §2 se establece
la construccién de ® por medio de estas operaciones. En §3 se enuncian los
resultados principales, entre ellos, la férmula del producto para ®. Esta tltima
depende del resultado (3.6), andlogo para operaciones funcionales, y cuya
demostracién se da en la Gltima seccién. El resto del trabajo se consagra, princi-
palmente, a establecer el material necesario para demostrar (3.6).

Finalmente, el autor desea hacer patente su agradecimiento al Profesor
F. P. Peterson por varias discusiones relacionadas con el presente trabajo.

1. Operaciones funcionales

Sea A el algebra de Steenrod generada por los cuadrados y sus relaciones.
Cada elemento homogéneo § € A determina una operacién cohomoldgica

1 Alfred P. Sloan Research Fellow.
2 Lo anterior le fue comunicado al autor por J-P. Serre en 1952.
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0:H'(X; Z,) — H'7(X; Z,), donde r es el grado de 6. Usaremos unicamente
cohomologia con coeficientes en Zy y en el futuro omitiremos el grupo de coeficientes.
Supongamos que

v. (1.1) 0 = D im0 b,

donde las o, 8x son elementos de A, respectivamente, de grados r — 7y, ri.
En forma aniloga a la considerada por Cartan en [9], factorizamos 8 mediante
las operaciones

H(x) B Y, B (X) % BT(X),
donde
B(U) = (50(2))7 e sﬁﬂ(v))7

oy, * -+ ) Un) = ZILO o (),

para v € HYX), wx € H*"*(X). Claramente, 6 = of.

Sea f:X — K una transformacién continua. Usando la misma notacién de
[15; p. 966] consideramos K , el espacio de la transformacién cilindrica de f, las
inclusiones : X C Ky, k:K C K;,y la transformacién f': Ky — K que comprime
K, en K. Recordamos que resultan: f’z = f, f’k igual a la identidad de K en K,
kf’ homotépica a la identidad de K; en K;, y, por consiguiente, el par f’, k
constituye una equivalencia homotdpica de K y K, . Luego, formamos el dia-
grama conmutativo: o '

-* ' .* , '
— 2o H N (X) O S HTHE, XD Y HME) D T HTHX) —

b e I l
q+r—1 é q+r .7 * qtr ¥ q+r
— H (X)—> H"(K;, X)%> H"(K;)> H™(X) —

Siguiendo el método de Steenrod, con este diagrama definimos la operacién
funcional ;. Asf, sea u € > _roH7¥(K) tal que f*u = 0, a(u) = 0.8i u =
(uo, *++ , Un), donde cada u, € H*™*(K), estas condiciones son equivalentes con

Ffu = 0, parak =0, -+, n,
Z}ZL:() ak(uk) = (.

Ahora, si v’ = f*u, se tiene que i*u’ = 0, a(u') = 0, y por lo tanto, podemos
definir a;(u). Resulta,

(1.2) ar(u) € HH(X)/IPFHT(K) 4 a2 i HTH(X))].
Aqui, el médulo se define como en el caso clisico, ademés es obvio que
(1.3) ad r o HTYX) = Db e HUT (X)),

donde, a la izquierda la suma es directa, y a la derecha la suma representa el
menor subgrupo de H**" (X)) conteniendo los subgrupos oFi*"*(X).
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En forma aniloga construimos operaciones funcionales asociadas con 8. Se
demuestra facilmente que

Br = (Bury =", Bnr).

Obviamente, para n = 0 resultan en ambos casos las operaciones funcionales
clasicas. Se verifica en forma automitica que las propiedades clisicas, con las
modificaciones naturales, también se satisfacen para este tipo de operaciones.

Sean K, X, Y espacios topoldgicos, f:X — K, g:Y — X transformaciones
continuas, consideremos como antes § = af, y suponemos que cada (; es un
monomio. Para v € H%K) suponemos que se tienen (fg)*u = 0, 8(u) = 0,
B(f*u) = 0. Con estas condiciones quedan definidas las operaciones funcionales
070(u), a8(u), B,(f*u). Sea Q(Y) el subgrupo de H*"'(Y) definido por

Q(Y) = 6H(Y) + g*f*H""(K) + g*a2 o HH(X).
TrorREMA 1.4. Médulo Q(Y) se tiene,
Or0(u) = g*asB8(u) + alB,(f*u)}.
Claramente, Q(Y) es el menor médulo comin para las tres operaciones
consideradas. La demostracién de (1.4) se dari en §8.
2. Operaciones cohomoldgicas de segundo orden

“Sien (1.1) consideramos § = 0, resulta la relacién o8 = 0, o en forma equiva-
lente,

Z;cl-_—ﬂ akﬁk = O)
donde r = grado ax8: para k = 0, - - - , n. Supongamos que 8; = quk v ademds
que 7 < 2", Luego,
(2.1) aB = YroauSq® = 0.

Sea K = K(m, q) un espacio de Eilenberg-MacLane donde = es un grupo
ciclico de orden dos y sea vy, ¢ H%K) la clase bésica. Dado v € H*(X) con-
sideramos f: X — K tal que u = f*y,. Suponemos ademis que

(2.2) Sq¥'u = 0, (k=0,--,n).

Luego, se tienen g(u) = f*8(v,) = 0, af(y,) = 0, y, por lo tanto, podemos
definir la operacién funcional a;8(y,). Puesto que r < 2", se sigue de (2.2)
y de los resultados de Serre y Cartan ([13], [8]) sobre la cohomologia de K (, q)
que f*H*7(K) = 0. Por lo tanto, el médulo (1.2) de a;8(v,) se reduce a (1.3).
Luego, si definimos

(2.3) ®(u) = aB8(y.),
resulta
(2.4) ®(u) € H (X)) Db e H (X)),
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Demostraremos a continuacién que ® satisface los axiomas de Adams y que,
por consiguiente, es una operacién cohomolégica estable de segundo orden
asociada con la relacién (2.1). En forma m4s precisa, usando los conceptos
introducidos por Adams en [2], tomamos Cp, C; como los médulos graduados y
libres sobre A, generados, el primero por ¢ de grado 0, y el segundo por ¢, con
k=0, ,n, donde el grado ¢, = 2*, y definimos d:C; — Cy con de; = qukc.
Siz = D roauc, resulta dz = 0, y se tiene el siguiente

TreoREMA 2.5. La operacion ® definida por (2.3) es una operacion cohomolégica
estable de sequndo orden asociada con (d, 2). Ademds, ® como operacién cohomo-
légica es tnica.

DEMOoSTRACION: Para la primera parte del Teorema necesitamos comprobar los
5 axiomas de Adams [1]. El axioma (1), que se refiere al dominio de definicién
de ®, se satisface trivialmente. El axioma (2) se sigue de (2.4). El axioma (3),
que se refiere a la naturalidad de ®, se sigue de la naturalidad para las opera-
ciones funcionales.

Consideremos el axioma (4). Sea (X, Y) un par y g*:HY(X) — HY(Y) el
homomorfismo inducido por la inclusién. Sea u € HY(X) tal que g*u = 0.
Claramente, si ®(u) estd definida, entonces también lo estd B8,(u). En estas
condiciones, el axioma (4) afirma que

(2.6) g*®(u) = alf,(u)],  mod g*ad i H(X), .

La demostracién de (2.6) es inmediata a partir de (1.4), tomando
0=0,X—>K(mq),g:Y € X. El médulo Q(Y) se reduce al de (2.6) puesto
que en nuestro caso f*H*"(K) = 0.

El axioma (5) afirma que ® conmuta con la suspensién. Claramente, al definir
®(u) podemos tomar K(m, q¢) = QK(m, ¢ + 1), donde QK (, ¢ + 1) es el espacio
de curvas cerradas basadas en un punto y,. Sea ¥ = K(m, ¢ + 1) y LY el
espacio de curvas que parten de 7, . Sean CX, SX, respectivamente, el cono
sobre X y la suspensién reducida de X. Dada f:X — QY, sean ¢:SX — VY,
'h:CX — LY las transformaciones asociadas con f de acuerdo con [2;
Lemma 3.3.4]. Con h definimos la transformacién F: (CX, X) — (LY, QY). Sea
p: (LY, QY) — (Y, yo) la proyeccién de curvas en su punto terminal y sea
1:(CX, X) — (8X, x) la transformacién que comprime X en z,. Se tiene el
siguiente diagrama conmutativo,

QY 2 Ly, ov) 25 mrt(y)
I L
H(X) 2, B ex, x) L Brt(sx)

donde ¢ = {*7'5 es la suspensién geométrica y ¢/ = & 'p* es la suspensién en
el espacio fibrado LY — Y. Si v,41 es la clase bésica en H™(Y) resulta vy, =
v, como clase béasica en HY(QY). Es inmediato que si ®(u) estd definida,
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entonces ®(ou) estd definida y necesitamos demostrar que o®(u) = ®(ou).
Utilizando propiedades de las operaciones funcionales, resulta

o®(u) = oaslB(v,)] = t* 0o/ B(8  p v 1))
= t*_laF[B<p*7q+l)] = oy[B(vq11)] = ®(ou).

Por dltimo, la demostracién de la unicidad de ® es inmediata a partir de un
resultado de Adams ([1; Theorem 3}), puesto que se tiene (Co/dC1)r— = 0.

Observaciones:

(1) La férmula (2.3) es la generalizacién directa del método de W. T. Wu
mencionado en la Introduccién.

(2) Un caso especial de (2.6) fue establecido por primera vez, por Shimada
en [14; (6.1)]. Resultados an4logos son los demostrados por Peterson y Stein en
(12; (6.1)], y por el autor en [5; (17.5)].

(3) Con 8 = 0, el Teorema (1.4) puede interpretarse, mediante (2.3), como
generalizacién de un caso especial del resultado [12; (7.1)] de Peterson y Stein.

3. La férmula del producto
Sea af = 0 con r < 2", como en (2.1). Dados dos espacios topoldgicos
X, Y,sean u € H*(X), v € H(Y), dos clases no nulas, tales que
(3.1) B(u) = B(v) = 0.

Como es bien sabido, las operaciones de la forma Sq2k constituyen un sistema
de generadores del algebra de Steenrod ([3]). Combinando este resultado con la
férmula de Cartan ([7]),

(3.2) Sq'(u ® v) = 22i08qu ® S’
se demuestra ficilmente que (3.1) es equivalente con f
(3.3) ' Blu ® v) = 0.

Luego, con (3.1) podemos definir ®(u), ®(v), ®(u ® v).
Sif: X — K(w, p),g:Y — K(m, q) son tales que f*y, = u, g*y, = v, de acuerdo
con (2.3), se tienen
(3.4) ®(u) = aB(ye),  2(v) = v,B(va).
Consideremos la composicién

X X Yizs—q-) K(m,p) X K(=,q) ___h_> K(rp+ @),
donde 7 es tal que h*vpig = 7o @ 7. Si & = h(f X g), se tiene
*Yora = (* @ §%)h*vp1e = u @ v, luego

®(u ® v) = aB(Yprd)-
Por otra parte,
atﬁ(')’p+q) = aB(h*ypie) = afxgﬁ(’Yp ® va),
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y por consiguiente,
(3.5) ®(u ®v) = axB(¥s ® Vo).

En general, usaremos un mismo simbolo, digamos X, para representar, un
espacio topolégico, un complejo de celdas asociado con el espacio y el complejo
de cadenas enteras asociadas con un complejo de celdas. Salvo isomorfismo, el
médulo de (3.5) es

MX®Y) = Y r e H (X QY.
Las relaciones entre (3.4) y (3.5) estdn expresadas por el siguiente
TeoREMA 3.6. Médulo M(X ® Y) se tiene,
arxB(ve ® o) = asB(vs) ® g™va + [ve ® aB(va).

La demostracién de (3.6) se dard en §11.
Interpretando (3.6) por medio de las operaciones cohomolégicas (3.4) y
(3.5), se demuestra el

TrROREMA 3.7. Sea D i aSq® = 0 unarelacién de grador, con r < 2™, Sea
® la operacién cohomoldgica de segundo orden asocwda con esta relacién. St
w € HX(X),v € HYY) son tales que Sq*u = Sq®™v = 0 para 0 < k < n, en-
tonces, estdn definidas ®(u), ®(v),®(u ® v), y, médulo M(X ® Y), se tzene que

(Iv(u®v)—€[>(u)®v+u®¢v(v)

8i X = Y, la férmula (3.7) vale al sustituir \_-productos en lugar de ®.
Esto es inmediato, ya que ® conmuta con los homomorfismos inducidos por las
transformaciones continuas. En particular, si v = v, y si ™ denota la m po-
tencia de « en el sentido del \_-producto, se obtiene el

CorornarIo 3.8. Si la operacion ®(u) estd definida, entonces, también lo estd
®(u™), y se tiene,

d(u™) = mu™ B (u).

Adams, en sus importantes trabajos sobre operaciones cohomoldgicas ([1],
[2]), introduce una familia de operaciones ®;;, donde 0 < 7z < 7,7 = ¢ + 1.
Las ®; ; estdn definidas por medio de ciertas relaciones de la forma DioaSq =
0, donde » = 2° + 2°. Claramente resulta r < 2", y obtenemos el

Cororario 3.9. El Teorema 3.7 vale para las operaciones de Adams ®;; .

Observacién:

Bajo condiciones muy generales, Adams establece en [2] una férmula del
producto. Sin embargo, su férmula, ademis de los términos de (3.7), contiene
una expresién de la forma Y, ®:(u) ® ®;(v), donde ®;,®; son operaciones de
segundo orden no conocidas explicitamente.
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4. Construcciones auxiliares

Para demostrar los Teoremas (1.4) y (3.6) estableceremos férmulas en
cocadenas, andlogas a las de [15], que permitan el cdlculo de ;. Con este fin,
desarrollaremos primero cierto material auxiliar.

Sea 7 el grupo ciclico de orden 2 y generador z y V el complejo candnico
w-libre y aciclico con {e;} como w-base y operador frontera definido por des;41 =
Aeg,-, 362-,;+2 = 262i+1, dondeA =X — 1, Z = + 1

Si 8(2") es el grupo simétrico de grado 2", denotaremos por G, su 2-subgrupo
de Sylow construido en [17; p. 214]. Este subgrupo puede construirse induc-
tivamente como sigue. Primero, Gy = w. Ahora, suponiendo construido G,—;
hacemos operar 7 en el producto directo G2_; = Gy ® G, mediante la permu-
tacién de los factores. Luego, G, es la extensién separable de G&_y por .

Describiremos un sistema de generadores de @, . Tomamos 2" objetos escritos
en renglén y los dividimos en 2" bloques iguales, cada bloque con 2° objetos.
Como grupo de permutaciénes, un sistema de generadores de G, es

(4.1) ¢l econ 1<i<n 1<j<2"

donde zI opera en el bloque j e intercambia los 2°" primeros objetos de dicho
bloque con los 2° dltimos.

Usando el complejo V, construiremos por induccién un complejo W, que
resulta G,-libre y aciclico. En efecto, podemos tomar

on=—1

(4.2) W,=VQVe- -V

donde V* es el producto tensorial de k copias de V. Para justificar esto, supon-
gamos construido W, ; como en (4.2) En forma natural W, ; ® W, resulta
un G5 _;-complejo y también un m-complejo al operar = como permutacién de los
factores (ver [4; p. 211], [17; p. 215]). Luego, W.-1 ® W,_; es un G,-complejo
aciclico que es G_s-libre. Por otra parte, si consideramos que G=_; opera en V
como la identidad, V resulta un G.-complejo aciclico que es r-libre. El producto
V @ W2._, con las operaciones diagonales resulta G,-libre y aciclico. Finalmente
con el isomorfismo natural,

(4.3) kntV @ Waa > Wa,

que intercambia los factores da W%_., se obtiene W, como complejo G,-libre y

aciclico. Esta construccién permite determinar las operaciones de G. en W, .

En particular, se pueden precisar las operaciones de los generadores x; en W, .
Sea X un complejo de celdas regular y sea X” el producto tensorial con 2"

factores, considerado como G.-complejo al operar permutando los factores

segin (4.1). Igual que en [17; p. 198], tomamos una aproximacién diagonal

Gr-equivariante

(4.4) VoW, ® X — X™.

Partiendo de una aproximacién diagonal r-equivariante

OV X - X7,
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construimos ¥, por induccién, definiendo
(4.5) Vo = Yawr(l ® ¢ )u(ka' ® 1),
donde «, es el isomorfismo (4.3) y
WV @Wea @ Xo W @ VO X, »Wi,® X — (Way ® XV,

son las transformaciones naturales que intercambian los factores.
Por simplicidad, el dual de ¢’ lo consideramos ya compuesto con la trans-
formacién

0V . X5V @, X,
de [17; p. 197], donde X* = Hom (X, Z). Resulta,
(4.6) oV @, X¥ — X*,
Andlogamente, con el dualr de n//; se obtiene,

(4.7) Y Wa ®6, X" — X*.
A partir de (4.5) se demuestra que,
(4.8) Yo = o(1 @ ¢(1 ® &'(--))N,

donde, W, @ X¥* >V ® (V® (-0 (Ve X*)? ) esla transfor-
macién natural que intercambia los factores (ver [17; p. 215]). ' ‘
Sea u una g-cocadena de X* . Con una ¢ fija, definimos

Sq’u = o(e; @ uP), dondez = ¢ — j.
Ahora, sea o € A un elemento homogéneo, y supongamos que
(4.9) a(u) = 22 8q" --- 8¢y,

donde, en general, ¢ puede variar en la suma. Se sigue de (4.8) que existen
elementos bien determinados,

(4.10) 2= eies, o ehy
tales que
(4.11) a(u) = 2 iz ® u*).
Estudiaremos el siguiente problema. Si v = da, encontrar a*(a) tal que
(4.12) da*(a) = al(da).
Claramente, si « = Sq’ podemos tomar (ver [5; p. 197])
(4.13) a*(a) = p'(a) = p(ecs ® @) + o(e: @ ada)

Luuego, si « es como en (4.9), tomamos

(4.14) a*(a) = 2 p" -~ p*(a).



OPERACIONES COHOMOLOGICAS DE SEGUNDO ORDEN 51

Se comprueba inmediatamente que da*(a) = «(da). Ademis, usando (5.3),
se establece por induccién en ¢ que

§d®z@m') =pt--- p(a).

Por consiguiente, (5.6) coincide con (4.14).
Estableceremos dos lemas que se aplicardn postenormente

LemaA 5.7. St variamos a por un (¢ — 1)-cociclo ¢ de X*, resulta,
a*(a + ¢) ~ a*(a) + a(c),
donde ~ significa tgualdad médulo una cofrontera.

DrMosTRACION: Es inmediata a partir de (4.14), observando primero que
p’'(a + ¢) ~ pl(a) + Sq (¢), p’(a + 8b) ~ p’(a), ¥ luego iterando estos re-
sultados

En el segundo lema compararemos a*(a + a&’) con a*(a), donde da’ es otra
g-cofrontera de X*. Primero, construimos H:I ® M — X* donde H(d @ m) =
a+da,H(d®m) =d(a+ a'),H(d ® m) = 0. Consideramos la suma F + H
y los productos tensoriales de estas transformaciones. Luego, en los términos del
desarrollo del producto tensorial (F + H )2t operamos con G, mediante sus
generadores z} descritos en (4 1).8i 2! = % 4 1, se demuestra por induccién que

(5.8) (F+ H) = F* + B* + Yl (=t 227 )",

donde cada A; es una suma de términos, cada uno producto de 2° factores no
todos iguales, y cada factor F o H. Ademas mod 2, se tiene que Z{(4,)? " =
para k # ¢y toda 1 < j < 2%,

Finalmente, usando (5.8) y la equivariancia de las &, se demuestra ficil-
mente que

[ + & + £1(d © 2 ® m™) ~0.
Combinando este resultado con (5.6) se obtiene el siguiente
LeMA 5.9.
a*(a) + o*(a +a) ~ L&V @ 2 @ m).

6. Formulas para o; en complejos simpliciales

Denotemos con el mismo simbolo X un complejo simplicial y su realizacién
geométrica como espacio topoldgico. Si S(X) es el complejo singular del espacio,
como es bien sabido ([10; p. 201]), existe una equivalencia homotépica
N:X — S8(X), que induce una equivalencia de cocadenas A:S*(X) — X*,
Sean ¢1, ¢ las transformaciones equivariantes que determinan las férmulas
simpliciales para los _-productos, respectivamente, para los complejos singular
y simplicial. Es conmutativo el diagrama
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’

Ve 8(X) —2, 8(X) ® S(X)

‘[1 N T)«Z

4
TeXxX—2Y% ,X®X

adem4s, cada o1 , ¢’ conmuta, respectivamente, con homomorfismos fy: S(X) —
S(K), inducidos por transformaciones continuas, y con transformaciones
simpliciales fg: X — K (ver [6; p. 169]). Sean ¢, ¢; los duales de ¢, ¢1 ya combi-
nados con la transformacién ¢, como en (4.6). Se tiene el diagrama conmutativo:

V ®. S*(X): ¥, §*(X)

ll ® \° lx
Ve, x® %, x*

Sea f:X — K una transformacién continua, y
a: Y o H*(K) — H'(K)

una operacién cohomoldgica ansloga a la « considerada en §1. Por conveniencia,
representamos con % € H**(K) una clase de cohomologia, donde 1 denota un
representante de la clase. Si @ = (i, - -- , 4.),

. (@) = 2 im0 (i)
donde cada)'a}c es un elemento homogéneo de 4. Supongamos que se tienen
(6.1) f¥(@) =0 y a(w) =0,

de modo que, como en (1.2), se pueda definir la operacién funcional a;(%).
Siguiendo directamente los pasos de Steenrod en [15; p. 979], determinaremos
férmulas para calcular cociclos representantes de ay(@).

Consideraremos primero férmulas para la teoria singular de cohomologia y
luego las extenderemos a la teorfa simplicial. De (6.1), se sigue que existen
cocadenas singulares a; € C*(X) b € C"(K), tales que

(6.2) Pu, = day (k=20,---,n),
D> ono an(u) = ob.

Luego definimos ’
(6.3) w = b + Zi;o ar(ax),

donde a5 (a;) se construye, indistintamente, con (4.14) o con (5.6).

TroREMA 6.4. La (r — 1)-cocadena w, definida en (6.3), es un cociclo de S(X)
y su clase de cohomologia 10 es un representante de ay(). Lo anterior es también
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cierto usando cocadenas simpliciales cuando X y K son complejos simpliciales
y f es una transformacion stmplicial.

DemosTRACION: En esencia, la demostracién es igual al a del Teorema 16.3
de [15]. La damos a continuacién por contener algunos pasos técnicamente
diferentes.

Es inmediato que w resulta un cociclo, ya que ffa(u) = a(f*u).

Si variamos b suméandole un cociclo o si variamos cada a; sumindole un
cociclo (ver 5.7), la clase w se altera tinicamente por un elemento del médulo
de ay(i). Por lo tanto, podemos demostrar (6.4) con cualquier eleccién con-
veniente de las a; .

En lo que sigue nos referiremos a la notacién y al diagrama introducido en
§1 para definir e;(%) y tomaremos cociclos representantes en cada etapa de la
construcclon

Siow *u resultan *ur = dar, a(w) = f'*b. Extendemos cada
a € C% 1(X ) en ar € C%(K,) definiendo el valor de a; como cero en los
simplejos singulares de S(K;) que no estdn en S (X ). Claramente, i*a; = a; y
se tiene z#(uk + dax) = 0. Luego, cada wu; + dar € Z%(K,;, X), y si v =
{ur, + daz} representa su clase, se tiene j*v, = f'¥u;, .

Slgulendo con la construccmn necesitamos ahora encontrar una cocadena
w, € CH(K;) tal que w = *w y que dw, € Z'(K;, X) sea un representante
de a(v), donde v = (vo, cee V).

En general cada operamc’)n ay es de la forma considerada en (4 9), y para
construir oz (ax), de acuerdo con (5.6) tomamos un complejo M, generado por
una gx-cocadena my con ém; = 0 y definimos Fj:I ® My — X* como en (5.4).
Sea Hi:I @ My, — K; la transformacién definida por Hi(d @ mi) = ax,
Hi(do @ mi) = ux + day, He(dy @ mi) = ur. Se comprueba que Fy, = i*Hj, .
Sea

gl @ W, ® Mi —»KJ,
la transformacién definida como en (5.5) pero con Hy en lugar de Fy . Resulta
*et = g
Ahora, definimos
=%+ i (Z N ® 2, @ m2)).
Se verifica facilmente que
ow; = ZILO ak(u,ﬁ + Ba;',),

Ademés, se tiene w = *w; ; lo que demuestra que (6.3) es un cociclo repre-
sentante de a,(1) para la teoria singular.

Para demostrar la segunda parte del teorema, que se refiere a complejos sim-
pliciales, observamos primero que (6.3) vale para cocadenas simpliciales que
son \-imégenes (ver [15; p. 983]), donde A:8*(X) — X* es la equivalencia de
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cocadenas mencionada al principio de esta seccién. Para completar la demostra-
cién necesitamos probar que la clase lateral de % es independiente de la eleccién
de las cocadenas us , ax , b. Con las u fijas, los cambios en a; , b ya fueron analiza-
dos al principio de la demostracién. Supongamos ahora que variamos cada u; y
sean u, = w; + dv, los nuevos representantes de 4 . Necesitamos determinar
cocadenas ar., b’ que verifiquen (6.2) para las u; , y que nos permitan comparar
con la w. Claramente, podemos tomar

ali = ax + f #Uk . ‘
Para la ¢’ la situacién es un poco més complicada. Con M}, como antes, definimos
By:I @ M, — K*, donde Bi(d ® mz) = v, Be(do ® my) = u, , Bp(dy ® my)
= u . Es facil ver que se puede elegir
B = b+ Dieo (A ® 25, @ mi)).
Ahora, si
w = + i o (ar),

demostraremos que w ~ w'. Se comprueba ficilmente que f*B, = F + Fr,
donde F) y F son, respectivamente, las transformaciones que se utilizan para
construir ax (ax) ¥ ox (ax), de acuerdo con (5.6). Luego, aplicando el Lema 5.9
se obtiene que

2,
o (ar) + k(@) ~f* 2 EHd ® 24, @ mi ),
y de aqui, es inmediato comprobar que w ~ w’, lo que demuestra la segunda
parte del teorema.
7. Férmulas para o; en complejos regulares

El producto de dos complejos simpliciales es un complejo regular y se utili-
zard en la demostracién de (3.6). Por lo tanto, necesitamos extender el Teorema
(6.4) para complejos regulares.

Sean X, K dos complejos regulares y f:| X | — | K| una transformacién
propia, que induce un homomorfismo de cadenas fg:X — K (ver [17; p. 205]).
Con la notacién de §4, formamos el diagrama

.o X 19 w ek

v 2
fﬁ__ﬁ;_ﬁw‘
donde ¥: y ¥1. estdn construidas de acuerdo con (4.5). En general, este dia-

grama no es conmutativo y existe una homotopfa G-equivariante »;:W, ®
X — K, tal que

(7.1) e + vid = i — vi(1 @ fy).
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Considerando las transformaciones duales, se obtiene

*2° #ot
Wt®K 1®f Wt®X*2t
kalt J¢t
ke — I , X*
v el dual de (7.1), resulta
(7.2) bv: + v = P + (1 @ ),

donde X* y K* se toman con coeficientes en Z, . ,
S8i 2z, es como en (4510) y si u es un cociclo de K*, se sigue que z; ® ui es un
cociclo de W, ® K*', y, aplicando (7.2), se tiene

(7.3) vz ® u,%‘) = Faze @ ut) + wilee ® (FFun)*].

Sea @ = (@, * -+ , @), donde cada u, € H%*(K), y suponemos que @ satisface
(6.1). Luego elegimos cocadenas ax y b de modo que se cumpla (6.2) y construi-
mos

(7.4) W= f#b + Z;‘;O {a’t(a’k) + Ztic v, (2, ® ul%tk)}

TrOREMA 7.5. La (r — 1)-cocadena w, construida en (7.4), es un cociclo de X
y su clase de cohomologia 0 es un representante de oy (). o

DEeEMosTRACION: De (7.3), se obtiene que (mod. 2),
Pan(u) + () + 80, v(en ® i) = 0.
Luego, es inmediato que éw = 0.

La demostracién de la segunda parte se hard comparando con lag férmulas
simpliciales. Sean X, , K; subdivisiones simpliciales, respectivamente, de X, K,
y sean jg: X — X, ky:K; — K las equivalencias de cadena asociadas con ellas.
Tomamos las subdivisiones suficientemente finas de modo que exista una trans-
formacién simplicial f;x:X; — K; y una homotopia Ag:X; — K, tales que

(7.6) Mg + Agd = kufig — fujs.
El dual de (7.6) es

(7.7) , ¥ ¥ = ¥ — F*

Ahora, si ui = k*uy , aplicando (7.7) se obtiene que

(7.8) FECur) = 7% (u) + ()

= B(j#ak + )\#uk) = Ba;,,
donde a; = j#ak + A .



‘56 JOSE ADEM

Formenos el diagrama siguente:

W5®X1—1M—>W¢®X——l—%ﬂWg®K("‘];®B—PVt®K1

jwa, pz j\b;, ngt

ot ot 2¢
X%‘ J# R X2‘ f# N K2' k# K%‘

donde, ¥o: y ¥s: se consideran construidas con las férmulas simpliciales. Luego,

’

fiwboe = ¥l ® fig).
Para las otras transformaciones construimos homotopias G-equivariantes
W ® Xi —» X¥, veW,® K1 — K,
similares a (7.1), y tales que
(7.9) e + voud = fide: — Yi(1 ® jy),
(7.10) Wi 4 vid = Fyva — Yi(1 ® ky).
Igual que en (7.2), tomando el dual de (7.10), se obtiene
e + nd = K + dai(1 @ K.
Considerando », y aplicando esta relacién a z;, ® uim, resulta
Va2, ® w') = (2, ® W) + (2, ® ui ).
De aqui, es claro que si deﬁninios,
(7.11) b o= k*D A+ Do { D (2 @ W),
se tiene,
> ko ai(ur) = 8b'.
Sea
(7.12) w = Y + Droal(ar),

donde ax , b’ son, respectivamente, las cocadenas de (7.8), (7.11). Se sigue de
(6.4) que w' es un representante de a;(k*@) y, como j* y k* son equivalencias
de cocadenas, para demostrar el teorema basta verificar que j¥w ~ w'.

Formamos j¥w 4 w’ y sustituimos ar y b’ en funcién de a; y b, de acuerdo con
(7.8) y (7.11). Luego, usando (7.7), y el dual de (7.9), se obtiene que

Fw+ w ~ Do W¥an(we) + ai (5Far) + ax (Far + M)}
+ ZI:;O {sz [ffl'nk + j#Vtk + Votk(l ® f#wk)](ztk ® ulitk)}-

Con una k fija, demostraremos que la suma de los términos que resultan es
cohomdloga a cero. Obviamente, basta demostrar esto tditimo suponiendo que
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ay es un monomio. Para evitar muchos indices, definimos 6 = a;, v = U,
2, = 2y, @ = ax . Entonces, vamos a demostrar que
o) + 6*(5*%a) + 0(%a + Z*o)
+ [f’lﬁvu +j v+ vo:(1 @ f’g‘2 M(z: @ v ) ~ 0

Sea Ty:W, ® X; — K*' la transformacién Grequivariante, definida como
sigue:

(7.13)

Ty = vl ® fig) — »i(1 ® jg) — favor + vi(1 @ Ag).

Se comprueba directamentamente que

(7.14) Ty + Ty = [(kafue)” — (Fuss)’ Wor - - ,
Construiremos una segunda homotopia andloga a (7.14). SeaN: I ® X; —» K

la transformacién de cadena definida como sigue:N(d ® o) = Ag(o),

Nde ® o) = —fujg(a), N(di @ ¢) = kufig(c). Luego, consideramos la

transformacién Gequivariante A':7 @ W, ® X; — K2 definida por

(7.15) A = N1 ® Yu) (g ® 1),

donde ¢: es como en (5.3) y pel @ X¥ > IQ® X% es la transformacién
que intercambia los factores. Si Ax:W, ® X, — K* es la transformacién
definida por Ag(w @ ¢) = A'(d @ w ® ¢), paraw € W,y ¢ € X1, se verifica
que ' BT :

oMy + Agd = [(kfun)” — (i) Wit
Luego, existe una homotopia Gi-equivariant Py , tal que
(7.16) 9Py — Pyd = Ty — A#;
Ahora, tomando el dual de (7.16) y valudndolo en z; ® v*, se obtiene que
Mo(0) + [ + v + w1 @ )]z ® ') + A* (2 @ ') ~0.

Para analizar el térmmo A#(zt ® o ) estudiaremos primero el dual de A’.
Sea A:I @ W, ® K= X7 el dual de A’. Resulta,

(7.17) O A=9(1® N)plge ® 1),

donde NI ® K* > X7 es el dual de N, y p:I" @ W: @ K¥*'—
W:® (I ® K*)N es la transformacién que intercambia los factores. La ex-
presién (7.17) es similar a (5.5). Adem4s, se tiene que (ver (7.8)), A(d ® v) =
o, Mdo ® ) = 8*a, Mdy ® v) = 8(j%a + ). Por lo tanto, aplicando el
Lema (5.9), resulta

A ®@0) = Ad ® 2. ® V') ~ 6* (%) + 0*(*a + 2¥).

Esto demuestra (7.13) y termina la demostracién del teorema.
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8. Demostracion del Teorema 1.4

Trabajaremos con complejos y transformaciones simpliciales y utilizaremos
las férmulas desarroliadas en §6.

Seau € HY(K) una clase de cohomologia que satisface las hipétesis de (1.4),y
consideremos transformaciones de cocadenas f*: K — X, ¢*:X — ¥, inducidas,
respectivamente, por f y ¢. Elegimos cocadenas a, a; , b, tales que

9**u = sa,

*8u(u) = b,

6(u) = af(u) = ob.
Un representante de 6;,(1) es:

wy = ¢**b + 6%(a).

. . ¥ L%k
Por otra parte, puesto que cada B: es un monomio, se tiene (axB:)* = arfr -
Luego, T

wi = g*f*b + 2io ailfi (a).
Un representante de g*o8(i) es:
‘ we = g*f*b + D i g*od (ar).
Un representante de 8,(f*a) es:
fwé = (- ,Bi(a) + g*ar, ---).

Luego, ws = aws serd un representante de alB,(f*z)]. Para escribir explicita-
mente ws observamos que: (1) si v es un cociclo, entonces a;(¥) = ax (v); (2)
sl 8¢, = dca , entonces ox (¢1 + ¢2) ~ o (¢1) + ai (c.). Entonces,

20 n(Bi (@) + g*an)

= 2o ar(Bi(a) + g¥a)

~ 2 i (@B (a) + g*ax (a)).
Por dltimo, es inmediato verificar que -

w4 w2 + ws ~ 0,

’
w; = aWsz

lo que termina la demostracién de (1.4).

9. El algebra de Steenrod como ilgebra de Hopf

Sea R el 4lgebra gfaduada, libre y asociativa sobre Z, , generada por Sq’, Sq’,
Sq’, - -+ . Sea I C R el ideal bilateral de las relaciones y A = R/I el 4lgebra de
Steenrod (p = 2).

J. Milnor construye en [11] un homomorfismo de digebras y*:4 — A @ 4,y
demuestra que ¢* transforma A en 4lgebra de Hopf. Para uso futuro, mostrare-
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mos que la ¢* de Milnor puede considerarse inducida por un homomorfismo
v:R—>R ® R.

Construimos el homomorfismo y definiéndolo primero en los generadores de
K por

(9.1) ¥(8q") = 2 ieSq** ® 8d”,

y luego, como homomorfismo de 4lgebras, extendemos ¢ a cualquier elemento de
R. Se comprueba facilmente que y estd bien definido y que convierte a R en
4lgebra de Hopf (con Sq° = 1).

R opera en la cohomologia de cualquier complejo y B ® R opera en
H*(X) ® H*(Y) por la regla: -

(0@ ) (u®v) = 0(u) ® 0(v),

donde, 8, # son elementos de B,y u € H*(X),v € H*(Y).
Con la identificacién H*(X ® Y) ~ H*(X) ® H*(Y), resulta,

(9.2) 6(u ® v) = Y(0)(u ® v).
Esto se sigue de la férmula de Cartan (3.2) y de la definicién de ¢(8) a partir
de (9.1).

Sea 7:R — A la transformacién natural. Por conveniencia, mientras no haya
lugar a confusién, denotaremos con los mismos simbolos los elementos de R y
los de 4. Como en [11; p. 155], si ¥V = K(Z,, k) conk > n, y. sty € H*(Y)
es la clase bésica, la correspondencia o

0Q 6 —0(y) ®0(y)
define un homomorfismo
f{(R®R) - H" (Y ®Y),
y también define un isomorfismo
(A A >H" (Y8 Y),

para ¢ < nm.
En el diagrama conmutativo

(R ® R)’
f
N e

Q7 H*"(Y®Y)

e
g

(A®4)

se tiene que: nicleo(n ® ) = ntcleo(f). Por otra parte, el micleo de 7 ® %
es el ideal bilateral R @ I + I ® R. Ahora, si p € I, se sigue de (9.2) que

(9.3) v(p) € (R®I+1IQR).
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Luego, ¢ induce y*:4 — A ® A y se tiene el diagrama conmutativo

R .RoR

b e

*
A——> A4

Esta y* es igual a la construida por Milnor, ya que ambas coinciden en los

generadores de A.
" Definimos R(m) como la subédlgebra de R generada por Sq°, -+, Sq™ A

partir de (9.3) se demuestra el siguiente
n+1

Lema 94. Sea p = Y ioaSq" un elemento de R tal que grado(p) < 2
Supongamos ademds que p € I. Entonces, los términos de (p) se pueden agrupar
en R ® R de modo que se obtenga una representacion (que en general no es tinica)
de la forma siguiente:

Y(p) =p®1+1®p+ D2ipi® 6+ 2 i6; ® pj,
donde, grado(8:) > 0, grado(8;) > 0, 6; € R(2"), 0; € R(2"), pi € I, p; € L.

Como una ilustracién de (9.4) consideremos p = Sq’Sq” + Sq’Sq’. Se tiene,
v(p) = v(SP)¥(Sq®) + ¢¥(Sq*)¥(Sq'). Sustituyendo con (9.1), efectuando
los productos y agrupando, resulta

¥(p) = p ®@1+1®p+m ®8Sq + 8¢ ® m
| + 0 ® 8¢ + 8¢ ® p2 + 02 ® S'S,
donde, p; = 8q° + Sq'Sq’, p2 = Sq'Sq’.
10. Dos lemas auxiliares

Si 0 = 8qs, --- Sqy, , se tiene que 6* = p,, - -+ p;, . En cocadenas, 6 y 6* no
son operaciones aditivas. Ambas desviaciones a la aditividad estén relacionadas,
como se expresa en el siguiente

Lema 10.1 Si w, - -, ux son g-ciclos de X, entonces,
(10.2) 0w + -+ + w) = 0(w) + -+ + 0(we) + 86(ur, -+ -, W),
donde 8 es cierta funcion de las u; .

St ay, -, a; son p-cocadenas de X, entonces,
(10.3)  *(ax + - + @) ~ 0*(a) + - + 6*(a) + 81, -+, dau),
donde 8 puede considerarse como la misma funcién de (10.2)

DemosTRACION: Esta es gor induceién ent. Sit = 1y ¢ = 12, se establece
facilmente que
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(104) Sqi{w + -+ + w) = Sqaus + -+ +Sqa + 8 D, (e ® ws),

1ST<RS70

(10.5) pi(as + ==+ + &) ~pila) + -+ +pila) + 2 oleipn ® dada,).

1<r<s<k

Luego, suponiendo que (10.1) vale para 6 y 6* con ¢ = n, consideramos
8qi,,,0 ¥ Ps,,,0%. Aplicando a estas expresiones, respectivamente, (10.4), (10.5)
y comparando los términos, se obtiene la demostracién del Lema.

Para establecer el segundo lema hacemos primero las siguientes consideraciones.
Sean X y Y dos complejos regulares y

(10.6) i VOX—->X, oVeY—-Y,
dos aproximaciones diagonales. Sea l
o V®X®Y > (X®Y)

la aproximacién diagonal en el producto, introducida por Steenrod en [16; p.
220]. Se tiene que

(10.7) o5 = Me1 ® e2)u(d ® 1),

donde, X’ Q@Y 5> (X QVY), n7@VReXQQY->V7TXQQVeY
son las transformaciones naturales que intercambian los factores, y d:V —
¥V ® V es la transformacién diagonal definida en [16; p. 219].

Steenrod utiliza (10.7) para demostrar la férmula de Cartan (3.2) y obtiene
dicha férmula ‘como una ‘gualdad en cocadenas. En forma ansloga, se establece
en cocadenas la siguiente generalizacion.

LeEmA 10.8. Sea u una p-cocadena de X y v una g-cocadena de Y. St 8y = 0,
se lrene :

(10.9) p(u ®v) = D jop” (u) ® Sq’b.
Sz du = 0, se tiene
(10.10) pilu ® v) ~ D ieoSqu ® p'(v).

Por iltsmo, st u y v son cociclos (10.10) es una igualdad y ambas expressiones co-
ineiden con la férmula de Cartan en cocadenas.

11. Demostracion del Teorema 3.6

Tomamos complejos simpliciales con esqueletos finitos para X, Y, K(=, p),
K(w, q), y transformaciones simpliciales f:X — K(m, p), ¢:YV — K(=, q),
tales que,

(11.1) e =u g, =,

donde, v, , 7., %, v son cociclos representantes que denotamos con los mismos

simbolos usados para sus clases.
Usaremos férmulas simpliciales para definir Sq° en estos complejos, y las



62 JOSE ADEM

férmulas duales de (10.7), derivadas de las simpliciales, para introducir Sq° en
los complejos X @ Y, K(w, p) @ K(w, ¢). Estas tltimas no son simpliciales,
sin embargo, conmutan con productos de transformaciones simpliciales. En
particular, conmutan con f* @ g¥.
La hipdtesis (3.1) implica que
*8a’v, = Sq'u = sai,
(11.2) o )
g"8q"y, = Sq = éa;,
para 1 < 7 < 2", Usando la férmula de Cartan en cocadenas, obtenemos que
(* ® ¢")8¢ (v» ® 7o) = 8a’(u ® v) = 270 8qu ® Sq¥

dlai @ v + > ii8q7u @ ajl.

Si definimos
(11.3) a; = a:: ® ] _I_ Z.;:';-l Sq’—lu ® a;_/,
resulta,

(f# ® g#)B(’Y:p ® 'Yq) = (5&20 y ", 60,21»).

Ahora, sea b tal que

(11.4) aB(vs ® v4) = .
Luego, un cociclo representante de a;«,8(v, ® v,) es:
(11.5) w= (*® ¢*)b + D roar(amw).

Para factorizar w, primero vamos a construir b explicitamente en funcién de
los factores. Con p = of, se tiene

(1L.6) p(rs ® 7o) = 2o aSa (v, ® 7o)

= PieaXi8q" M, ® Sahy,.
En general, cada oy es una suma de cuadrados iterados. Si 8q° = Sq™ --- 8q*,
econl = (44, ---, %), es un término de s, aplicando la férmula de Cartan en

forma iterada, resulta
(1L7)  8q'(S8q" r, ® Sa’va) ~ 2 84"8q™ 7y, ® Sq"Sa™v,,
donde la suma se extiende sobre todas las sucesiones

I'= (&1, -+ ,4), I'"= (@1, ,i) con %5+ =1i;

([11; p. 161]). La cohomologia en lugar de igualdad se debe a que trabajamos
con cociclos y necesitamos considerar las desviaciones iteradas de acuerdo con
(10.2). Entonces, factorizamos todos los términos de (11.6) en la forma (11.7)
y acumulamos las diferentes desviaciones. Representamos con da, la desviacién
total que se deriva de oy . Luego, agrupamos los términos, de acuerdo con (9.4),
para obtener una representacién de la forma siguente:
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P72 ® v¢) = p(¥p) ® Yo + ¥2 ® p(7v4) + i pi(ve) ® 8i(vy)
+ 225 0:(v0) ® pi(ve) + 82 i

donde, p; , p; son elementos de I y 6; , 6; son elementos de R(2"). Para referencia
futura, precisaremos que las p; , p; son de la forma

pi = 2manSq", 1 <r <27,
P;’ = Zsk a::;quky 1< s <27

Elegimos cocadenas b’, b', b; , bj tales que p(v,) = 8V, p(vq) = b, ps(vp) =
8bi , pi(vq) = 8b;. Sustituyendo en (11.8) y puesto que las 6:(v,), 67(y,) son
cociclos, de acuerdo con (11.4), podemos tomar

b=b ®@v 4+ v @V + 2:bi ® i(vy) + 25 0i(vs) ® bj + D i

Luego, aplicando f* ® g* y tomando en cuenta (11.1) y considerando que
las 0, , 6; conmutan con las transformaciones simpliciales de cocadena, resulta

(F* @ g*)b =Y @ v+ u ® g*" + > if*bi @ 6:(v)
+ 205 05(u) ® ¢"b7 + i (F* ® g*)éu -

Trabajaremos ahora con Y .o on(ax) que es la segunda parte de (11.5).
Usando (10.8), cada sumando ,

(11.8)

(11.9)

(11.10)

2k—q

(11.11) oo @ v + Zf’;l S @ aj]

se puede desarrollar hasta factorizar todos sus términos. Este desarrollo tiene el
mismo ndmero de términos que el que se obtiene de

(11.12) aka-io SQZk_j’)’p ® Sq’v,

al aplicar la férmula de Cartan. Demostraremos esto estableciendo una corre-
spondencia bien definida entre los diferentes términos. Primero establecemos la
correspondencia

a ® v <> S, ® vq,
S ® af < 8q" %, ® Sa¥y,

I » . . , . I . *
Observamos que Sq° es un término de ay si y sélo si p° es un término de oy .
Moédulo desviaciones, se tiene que

pI(a;k ® v) ~ Z PI’(a;k) ® Sqlﬂv,
p'(8¢" u ® af) ~ 28q"8q" u ® p(a}).
Luego, establecemos la correspondencia (ver (11.7))
" (az) ® 8q"'v = 8q"'8q™y, ® Sq"'ve,

2k—j

Sq"'Sq™u ® p™'(a7) < 8a"Sq™ ¥y, ® S Sy, .
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Consideremos ahora la desviacién que resulta al desarrollar (11.11). De (10.1)
se sigue que ésta depende de ay en la misma forma en que depende & . Ademis
&, dependen de los cociclos '

(11.13) Sy, ® Sqv, (j=0,---,2°.

Nuevamente de (10.1), se sigue que & depende de (11.13) en la misma forma
en que la desviacién de (11.11) depende de

a(a;k ® 1)) = (f# ® g#)SQZk'Yp ® Ya >
359" %u ® af) = (F* ® ¢*)Sa™ ¥, ® Sa,.

Luego, como las férmulas usadas para definir o;, conmutan con f* ® g*, resulta
que la desviacién total que se obtiene al desarrollar (11.11), mdédulo una co-
frontera, es:
(* @ ") .

. Entonces, hemos establecido una correspondencia biunivoca entre los términos

del desarrollo de (11.12) y los del desarrollo, mddulo una cofrontera, de (11.11).
Ahora, agrupamos los términos en el desarrollo de (11.11) en la misma forma en
que fueron agrupados los correspondientes términos en (11.8). Ademis, to-
mando en cuenta que

3p" (azn—;) ® P (a7)] = 8q"'Sq™ u ® p”'(a) + p'(az—;) ® Sq"'S¢’,

podemos, médulo una, cofrontera, colocar el factor p’ de cada término del mismo
lado en que se encuentra la p; o'la p; que contiene al término correspondiente.
De este modo, y considerando (11.9), obtenemos que

S roar(am) ~ i ok (am) ® v

(11.14) +u® Dioai(am) + 20 {2 o (ar) ® 6:(v)}

+ 2{05(0) @ X ant () + 2o (F @ g%
Sumando (11.10) con (11.14), para formar w, se obtiene
w~w v+ u®w + 2w @ 0:(v) + 25 605(u) @ wi,

donde,
w = 4+ D koo (az)
w’ = g*" + i ai(a),
wi = ¥ + 2ol (ar,),
wi = g%} + 2. ani*(asy).

Claramente, w' y w'’ son, respectivamente, cociclos representantes de as8(y,)
V3 o !’ ”n .
v a,8(v,). Ademis, se comprueba ficilmente que las w; , w; son cociclos. Ahora,
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puesto que 6; , 6; son elementos de R(2") de grado mayor que cero, se sigue de
(11.2) que 6;(v) y 8;(u) son cofronteras. Luego,

w @ 0,(v) ~ 0, 8;(u) ® w; ~ 0.
Por lo tanto,
w~w Qv+ u@w'.
Lo que demuestra el Teorema 3.6.
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