
SOBRE LA FORMULA DEL PRODUCTO PARA OPERACIONES 
COHOMOLOGICAS DE SEGUNDO ORDEN 

PoR JosE ADEM 1 

Introducci6n 

Hace algunos afios, W. T. Wu sugiri6 la forma de construir la operaci6n <I>,. 
introducida por el autor en [3; (6.1)], por medio de las operaciones funcionales
de Steenrod, como sigue. Sea Y = K(Z, q) un complejo de Eilenberg-MacLane 
y 'Y E Hq(Y; Z) la clase fundamental. Siu E Hq(X; Z), es tal que Sq2u = 0, 
consideramos f:X ---t Y, donde f*'Y = u. Se tienen, j*Sq\ = 0, Sq2Sq2'Y = 0, 
y podemos definir 

<I>(u) = Sq;Sq2"f. 

Ahm:a, se sigue de los resultados de Serre ([13]), sobre la cohomologia de Y,. 
que f*Hq+\Y; Z2) = 0, y, por lo tanto, se tiene que 

<I>(u) E Hq+\x; Z2)/Sq 2Hq+1(X; Z2). 

Esta es la construcci6n de Wu para la operaci6n <I>.2 
En este trabajo, se generaliza el metodo de Wu y se la hace aplicable a la 

construcci6n de operaciones <I> asociadas con relaciones de grado r de la forma 
I::-oakSq 2k = 0, donde r :::;; 2n+1• En particular, estas operaciones incluyen a 
las operaciones <I>i.i de Adams ([1]). 

El uso de operaciones funcionales permite calcular cociclos representantes de 
<I>(u). Usando estos cociclos, se establece la siguiente formula del producto: 

<I>(u © v) = <I>(u) © v + u © <I>(v). 

Por consiguiente, <I> es una operaci6n primitiva, y, en particular, tambien lo son 
las <I>i,i . 

En §1 se generalizan las operaciones funcionales clasicas y en §2 se establece 
la construcci6n de <I> por medio de estas operaciones. En §3 se enuncian los 
resultados principales, entre ellos, la formula del producto para <I>. Esta ultima 
depende del resultado (3.6), analogo para operaciones funcionales, y cuya 
demostraci6n se da en la ultima secci6n. El resto del trabajo se consagra, princi
palmente, a establecer el material necesario para demostrar ( 3.6). 

Finalmente, el autor desea hacer patente su agradecimiento al Profesor 
F. P. Peterson por varias discusiones relacionadas con el presente trabajo. 

1. Operaciones funcionales 

Sea A el algebra de Steenrod generada por los cuadrados y sus relaciones. 
Cada elemento homogeneo O E A determina una operaci6n cohomol6gica 

1 Alfred P. Sloan Research Fellow. 
2 Lo anterior le fue comunicado al autor por J-P. Serre en 1952. 
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0:Hq(X; Z2) -t Hq+r(X; Z2), donde r es el grado de 0. Usaremos unicamente 
cohomologia con coeficientes en Z2 y en el juturo omitiremos el grupo de coeficientes. 
Supongamos que 

(1.1) 

donde las ak, f3k son elementos de A, respectivamente, de grados r - rk, r1c. 
En forma analoga a la considerada por Cartan en [9], factorizamos (J mediante 
las operaciones 

donde 
{3(v) = (f3o(v), • • • , f3n(v) ), 

a(uo, • • • , Un) = L;=D a1c(uk), 

para v E Hq(X), u1c E Hq+r"(X). Claramente, (J = a/3. 
Sea f:X -t K una transformaci6n continua. Usando la misma notaci6n de 

[15; p. 966] consideramos K 1 , el espacio de la transformaci6n cilindrica def, las 
inclusiones i:X c K 1, k:K c K1, y la transformaci6nf':K 1 -t K que corriprime 
K 1 en K. Recordamos que resultan: f'i = f, f'k igual a la identidad de Ken K, 
kf' homot6pica a la identidad de K 1 en K 1 , y, por consiguiente, el par f', le 
constituye una equivalencia homot6pica de K y K 1 . Luego, formamos el dia
grama conmutativo: 

-t Li=o Hq+rk-1(X) ! Li=o Hq+rk(K1, X) t; Li=o Hq+r"(K,) ~ Li=o Hq+rk(X) -t 

la la la la 

Siguiendo el metodo de Steenrod, con este diagrama definimos la operaci6n 
funcional a1 . Asi, sea u E I::=oHq+r"(K) tal quef*u = 0, a(u) = 0. Siu= 
(Uo, • • • , Un), donde cada Uk E Hq+rk(K), estas condiciones son equivalentes con 

j*uk = 0, para k = 0, • • • , n, 

Li=o a1c( uk) = 0. 

Ahora, si u' = f'*u, se tiene que i*u' = 0, a( u') = 0, y por lo tanto, podemos 
definir a1(u). Resulta, 

(1.2) a,(u) E Hq+r-l(X)/[f*Hq+r-l(K) + aL:=0 Hq+rk-1(X)], 

Aqui, el modulo se define como en el caso clasico, ademas es obvio que 

(1.3) aI::~o Hq+rrl(X) = I::r=o akHq+r"-1(X), 

donde, a la izquierda la suma es directa, y a la derecha la suma representa el 
menor subgrupo de Hq+r-1(X) conteniendo los subgrupos a1chq+rk-1(X). 



44 JOSE .ADEM 

En forma analoga construimos operaciones funcionales asociadas con f3. Se 
demuestra facilmente que 

f3 f = ( f3oJ , ' ' ' , f3nJ) • 

Obviamente, para n = 0 resultan en ambos casos las operaciones funcionales 
clasicas. Se verifica en forma automatica que las propiedades clasicas, con las 
modificaciones naturales, tambien se satisfacen para este tipo de operaciones. 

Sean K, X, Y espacios topol6gicos, f:X - K, g: Y - X transformaciones 
continuas, consideremos como antes (J = af3, y suponemos que cada f3k es un 
monomio. Para u E Hq(K) suponemos que se tienen (fg)*u = 0, 0(u) = 0, 
{3(f*u) = 0. Con estas condiciones quedan definidas las operaciones funcionales 
010 (u), a1f3(u), f30 (f*u). Sea Q(Y) el s'ubgrupo de Hq+r-1(Y) definido por 

Q(Y) = 0Hq-1(Y) + g*f*Hq+r-1(K) + g*aLk=O Hq+rk-1 (X). 

TEOREMA 1.4. Modulo Q( Y) se tiene, 

01u(u) = g*a1f3(u) + a[,80 (f*u)]. 

Claramente, Q(Y) es el menor modulo comun para las tres operaciones 
consideradas. La demostraci6n de (1.4) se dara en §8. 

2. Operaciones cohomologicas de segundo orden 

Si en (1.1) consideramos (J = 0, resulta la relaci6n a{3 = 0, o en forma equiva
lehte, 

Lk=O akf3k = 0, 

donde r = grado akf3k para k = 0, · · · , n. Supongamos que f3k = Sq2,. y ademas 
que r ~ 2n+1. Luego, 

(2.1) a{3 = Lk=0 akSq2,. = 0. 

Sea K = K(1r, q) un espacio de Eilenberg-MacLane donde 1r es un grupo 
ciclico de orden dos y sea ,Yq E Hq(K) la clase basica. Dado u E Hq(X) con
sideramos f:X - K tal que u = f*"fq. Suponemos ademas que 

(2.2) 
2k 

Sq u = 0, (k = 0, · .. , n). 

Luego, se tienen {3(u) = f*f3("fq) = 0, af3("fq) = 0, y, por lo tanto, podemos 
definir la operaci6n funcional a1f3("tq), Puesto que r ~ 2n+i, se sigue de (2.2) 
y de los resultados de Serre y Cartan ( [13], [8]) sob re la cohomologia de K ( 1r, q) 
quef*Hq+r- 1(K) = 0. Por lo tanto, el modulo (1.2) de a1{3("fq) se reduce a (1.3). 
Luego, si definimos 

(2.3) <I>(u) = a1f3("fq), 

resulta 

(2.4) <I>(u) E Hq+r-1(X)/Lk=oakHq+2LI(X). 
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Demostraremos a continuaci6n que <I> satisface los axiomas de Adams y que, 
por consiguiente, es una operaci6n cohomol6gica estable de segundo orden 
asociada con la relaci6n ( 2.1). En forma mas precisa, usando los conceptos 
introducidos por Adams en [2], tomamos Co, C1 como los m6dulos graduados y 
libres sobre A, generados, el primero por c de grado 0, y el segundo por Ck con 
k = 0, • • • , n, donde el grado ck = 2\ y definimos d:C 1 - Co con dck = Sq2kc. 

Si z = I::=o akck , resulta dz = 0, y se tiene el siguiente 

TEOREMA 2.5. La operaci6n <I> definida por (2.3) es una operaci6n cohomol6gica 
estable de segundo orden asociada con (d, z). Ademds, <I> como operaci6n cohomo
l6gica es unica. 

DEMOSTRACION: Para la primera parte del Teorema necesitamos comprobar los 
5 axiomas de Adams [1]. El axioma ( 1), que se refiere al dominio de definicion 
de <I>, se satisface trivialmente. El axioma (2) se sigue de (2.4). El axioma (3), 
que se refiere a la naturalidad de <I>, se sigue de la naturalidad para las opera
ciones funcionales. 

Consideremos el axioma (4). Sea (X, Y) un par y g*:Hq(X) - Hq(Y) el 
homomorfismo inducido por la inclusion. Sea u E Hq(X) tal que g*u = 0. 
Claramente, si <I>( u) esta definida, entonces tambien lo esta (3u( u). En estas 
condiciones, el axioma ( 4) afirma que 

(2.6) g*<I>(u) = a[(30 (u)], mod g*aL:=o HqW- 1 (X), 

La demostracion de (2.6) es inmediata • a partir de (1.4), tomando 
0 = 0, f:X - K(1r, q), g: Y c X. El modulo Q(Y) se reduce al de (2.6) puesto 
que en nuestro caso f*Hq+r-I(K) = 0. 

El axioma ( 5) afirma que <I> conmuta con la suspension. Claramente, al definir 
<l>(u) podemos tomar K(1r, q) = nK(1r, q+ 1), donde nK(1r, q + 1) es el espacio 
de curvas cerradas basadas en un punto y0 • Sea Y = K(1r, q + 1) y LY el 
espacio de curvas que parten de Yo. Sean CX, SX, respectivamente, el cono 
sobre X y la suspension reducida de X. Dada f:X - nY, sean g: SX - Y, 
h:CX - LY las transformaciones asociadas con f de acuerdo con [2; 
Lemma 3.3.4]. Con h definimos la transformaci6n F: (CX, X) - (LY, QY). Sea 
p: (LY, flY) - (Y, Yo) la proyeccion de curvas en su punto terminal y sea 
t: (CX, X) - (SX, xo) la transformaci6n que comprime X en x0 . Se tiene el 
siguiente diagrama conmutativo, 

Hq(flY) ~ Hq+i(LY, nY) ,Y~ Hq+1( Y) 

lr lF* lg* 

Hq(X) ~ Hq+1 ccx, x) .~ Hq+1(sx) 

donde u = t*- 10 es la suspension geometrica y u' = o-1p* es la suspension en 
el espacio fibrado LY - Y. Si ")'q+1 es la clase basica en Hq+1( Y) resulta "/q = 
a-'"fq+i como clase basica en Hq(nY). Es inmediato que si <I>(u) esta definida, 
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entonces ii>( o-u) esta defi.nida y necesitamos demostrar que a-ii>( u) 
Utilizando propiedades de las operaciones funcionales, resulta 

o-if>(u) = o-a,[,8(,yq)] = t*-18a!/[{3(o-1p*')'q+1)] 

= tr 1ap[,B(p*','q+1)] = ag[/J('Yq+1)] = il>(o-u). 

if>( o-U). 

Por ultimo, la demostraci6n de la unicidad de <I> es inmediata a partir de un 
resultado de Adams ([1; Theorem 3]), puesto que se tiene (Co/dC1),-1 = 0. 

Observaciones: 

(1) La formula (2.3) es la generalizaci6n directa del metodo de W. T. Wu 
mencionado en la Introducci6n. 

(2) Un caso especial de (2.6) fue establecido por primera vez, por Shimada 
en [14; (6.1)]. Resultados analogos son los demostrados por Peterson y Stein en 
[12; (6.1)], y por el autor en [5; (17.5)]. 

(3) Con 0 = 0, el Teorema (1.4) puede interpretarse, mediante (2.3), como 
generalizaci6n de un caso especial del resultado [12; (7.1)] de Peterson y Stein. 

3. La formula del producto 

Sea a{3 = 0 con r ::; 2n+i, como en (2.1). Dados dos espacios topol6gicos 
X, Y, sean u E HP(X), v E Hq(Y), dos clases no nulas, tales que 

(3.1) f3(u) = f3(v) = 0. 

Ccnno es bien sabido, las operaciones de la forma Sq2k constituyen un sistema 
de generadores del algebra de Steenrod ( [3]). Combinando este resultado con la 
formula de Cartan ( [7]), 

(3.2) Sq;( u ® v) = L}-o Sq Hu ® Sqiv, 

se demuestra facilmente que (3.1) es equivalente con 

(3.3) fJ(u ® v) = 0. 

Luego, con (3.1) podemos definir il>(u), <l>(v), <l>(u ® v). 
Sif:X - K( 1r, p), g: Y - K( 1r, q) son tales quef*'YP = u, g*,yq = v, de acuerdo 

con ( 2 .3) , se tienen 

(3.4) <l>(u) = a1/J(,yp), <l>(v) = ')'g{3("fq). 

Consideremos la composici6n 

f X g h 
XX Y - K(1r, p) X K(1r, q) - K(1r, p + q), 

donde h es tal que h*'Yp+q = 'YP ® "fq. Si t = h(f X g), se tiene 
t*'YP+q = (f* ® g*)h*'Yp+q = u ® v, luego 

<l>(u ® v) = aif3('YP+q). 

Por otra parte, 
atf3('Yp+q) = afxgf3(h*'Yp+q) = afxg/3(')'11 ® ')'q), 
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y por consiguiente, 

(3.5) 
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En general, usaremos un mismo simbolo, digamos X, para representar, un 
espacio topologico, un complejo de celdas asociado con el espacio y el complejo 
de cadenas enteras asociadas con un complejo de celdas. Salvo isomorfismo, el 
modulo de ( 3.5) es 

M(X 0 Y) = I:r=o akHp+q+2k_1(X 0 Y). 

Las relaciones entre (3.4) y (3.5) estan expresadas por el siguiente 

TEOREMA 3.6. Modulo M(X 0 Y) se tiene, 

a1xi3(7p 0 "/q) = atf3(7p) 0 g*"(q + f*'YP 0 ag{3(7q). 

La demostraci6n de (3.6) se dara en §11. 
lnterpretando (3.6) por medio de las operaciones cohomol6gicas (3.4) y 

(3.5), se demuestra el 

TEOREMA 3.7. Sea Lf=o akSq2k = 0 una relaci6n de grado r, con r ::::; 2n+i_ Sea 
4> la operaci6n cohomol6gica de segundo orden asociada con esta relaci6n. Si 
u E HP(X), v E Hq(Y) son tales que Sq2ku = Sq2kv = 0 para O :::; k :::; n, en
tonces, estdn dejinidas<l>(u), <l>(v),<l>(u 0 v), y, modulo M(X 0 Y),.se tiene que 

cf>(u 0 v) = <l>(u) 0 v + u 0 cf>(v). 

Si X = Y, la formula (3.7) vale al sustituir \_J-productos en lugar de 0. 
Esto es inmediato, ya que cf> conmuta con los homomorfismos inducidos por las 
transformaciones continuas. En particular, si u = v, y si um denota la m po
tencia de u en el sentido del \_J-producto, se obtiene el 

CoROLARIO 3.8. Si la opiraci6n <l>(u) estd dt-finida, entonces, tambien lo estd 
<l>(um), y se tiene, 

<l>(um) = mum-14>(u). 

Adams, en sus importantes trabajos sobre operaciones cohomologicas ([1], 
[2]), introduce una familia de operaciones <1>;,i , donde O ::::; i :::; j, j ~ i + 1. 
Las <l>;,i estan definidas por medio de ciertas relaciones de la forma I:Lo ak Sq2k = 
0, donde r = i + 2i. Claramente resulta r ::::; 2i+1, y obtenemos el 

CoROLARIO 3.9. El Teorema 3.7 vale para las operaciones de Adams <l>;J . 

Observaci6n: 

Bajo condiciones muy generales, Adams establece en [2] una formula del 
producto. Sin embargo, su f6rmula, ademas de los terminos de (3.7), contiene 
una expresi6n de la forma Lt<l>~(u) 0 cf>; (v), donde cf>~, 4'; son operaciones de 
segundo orden no conocidas explicitamente. 
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4. Construcciones auxiliares 

Para demostrar los Teoremas ( 1.4) y ( 3.6) estableceremos formulas en 
cocadenas, analogas a las de [15], que permitan el calculo de a1 . Con este fin, 
desarrollaremos primero cierto material auxiliar. 

Sea 1r el grupo ciclico de orden 2 y generador x y V el complejo can6nico 
1r-libre y aciclico con { e;} como 1r-base y operador frontera definido por ae2;+1 = 
'1e2;, iJe2,+2 = I:e2;+1, donde ~ = x - 1, L = x + 1. 

Si S(2") es el grupo simetrico de grado 2", denotaremos por G,,. su 2-subgrupo 
de Sylow construido en [17; p. 214]. Este subgrupo puede construirse induc
tivamente como sigue. Primero, G1 = 1r. Ahora, suponiendo construido Gn-1 

hacemos operar 1r enel producto directo G!_1 = Gn-l t:B G,._1 mediante la permu
taci6n de los factores. Luego, G,. es la extension separable de G!_1 por 1r. 

Describiremos un sistema de generadores de G,. . Tomamos 2" objetos escritos 
en rengl6n y los dividimos en 2"-i bloques iguales, cada bloque con 2; objetos. 
Como grupo de permutaci6nes, un sistema de generadores de G,. es 

(4.1) x{ con 1 S i S n, 1 S j S 2"-', 

donde x{ opera en el bloque j e intercambia los 2•-1 primeros objetos de dicho 
bloque con los 2i-l ultimos. 

Usando el complejo V, construiremos por inducci6n un complejo Wn que 
resulta G,.-libre y aciclico. En efecto, podemos tomar 

(4.2) W,. = V ® V2 ® · .• ® v2"-1, 
donde Vk .es el producto tensorial de k copias de V. Para justificar esto, supon
gamos construido W,._1 como en (4.2) En forma natural W n-1 ® Wn-1 resulta 
un G!_1-complejo y tambien un 1r-complejo al operar 1r como permutaci6n de los 
factores (ver [4; p. 211], [17; p. 215]). Luego, Wn-1 ® Wn-1 es un G,.-complejo 
aciclico que es G!_1-libre. Por otra parte, si consideramos que G!_1 opera en V 
como la identidad, V resulta un G,.-complejo aciclico que es 1r-libre. El producto 
V ® W!_ 1 con las operaciones diagonales resulta G,.-libre y aciclico. Finalmente 
con el isomorfismo natural, 

( 4.3) K,.:V@ W!-1 - Wn, 

que intercambia los factores da W~-i, se obtiene W,. como complejo Gn-libre y 
aciclico. Esta construcci6n permite determinar las operaciones de G,. en W,.. 
En particular, se pueden precisar las operaciones de los generadores xf en W,. . 

Sea X un complejo de celdas regular y sea X2" el producto tensorial con 2" 
factores, considerado como G,.-complejo al operar permutando los factores 
segun ( 4.1). Igual que en [17; p. 198], tomamos una aproximaci6n diagonal 
G ,.-equi variante 

(4.4) it-::w,. ® x - x2". 

Partiendo de una aproximaci6n diagonal 1r-equivariante 

,;o':V ® X - X2, 
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construimos if;: por inducci6n, de:finiendo 

(4.5) if;: = if;:2-11,(l 0 ~')µ(i;,1 0 1), 

donde Kn es el isomor:fismo ( 4.3) y 

son las transformaciones naturales que intercambian los factores. 
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Por simplicidad, el dual de if!' lo consideramos ya compuesto con la trans
formaci6n 

r:v 18),,. X*2 - V 0 .. X 2*, 

de [17; p. 197], donde X* = Hom (X, Z2). Resulta, 

(4.6) 'P: V 0,,. X* 2 - X*. 

Analogamente, con el dual de if;: se obtiene, 

(4.7) 

A partir de ( 4.5) se demuestra que, 

(4.8) Vin= cp(l 18) /(1@ l(•••)))>,., 

donde, >,.:Wn 0 X* 2" - V 0 (V 0 ( • • • 0 (V 0 X* 2)2• • • )2)2 es la transfor
maci6n natural que intercambia los factores (ver [17; p. 215]). 

Sea u una q-cocadena de X*. Con una <P :fija, de:finimos 
" 2 

Sq1u = cp(e; 0 u ), donde i = q - j. 

Ahora, sea a E A un elemento homogeneo, y supongamos que 

(4.9) a(u) = L Sqii • • • Sq1'u, 

donde, en general, t puede variar en la suma. Se sigue de (4.8) que existen 
elementos bien determinados, 

(4.10) 

tales que 

(4.11) 

Estudiaremos el siguiente problema. Si u = oa, encontrar a*(a) tal que 

(4.12) oa*(a) = a(oa). 

Claramente, si a = Sq; podemos tomar (ver [5; p. 197]) 

(4.13) 

Luego, si a es como en ( 4. 9), tomamos 

(4.14) 
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Se comprueba inmediatamente que oa*(a) = a(oa). Ademas, usando (5.3), 
se establece por inducci6n en t que 

~f (d ® Zt ® mz') =Ph ••• pit(a). 

Por consiguiente, ( 5.6) coincide con ( 4.14). 
Estableceremos dos lemas que se aplicaran posteriormente. 

LEMA 5. 7. Si variamos a por un ( q - I )-cociclo c de X*, resulta, 

a*(a + c) ,......, a*(a) + a(c), 

donde ,......, significa igualdad modulo una cofrontera. 

DEMOSTRACI6N: Es inmediata a partir de (4.14), observando primero que 
p1(a + c) ,......, p1(a) + Sq1(c), p1(a + ob) ,,...., pi(a), y luego iterando estos re
sultados. 

En el segundo lema compararemos a*(a + a') con a*(a), donde oa' es otra 
q-cofrontera de X*. Primero, construimos H:I ® M --t X* donde H(d ® m) = 
a+ a', H(do ® m) = o(a + a'), H (d1 ® m) = 0. Consideramos la suma F + H 
y los productos tensoriales de estas transformaciones. Luego, en los terminos del 
desarrollo del producto tensorial (F + Ht operamos con Gt mediante sus 
generadores x{ descritos en ( 4.1). Si~{ = x{ + I, se demuestra por inducci6n que 

(5.8) (F + Ht = F 2 ' + H 2 ' + L!=d~! · · · ~f-'(Ai) 21
-\ 

donde cada Ai es una suma de terminos, cada uno producto de 2i factores no 
todos iguales, y cada factor F o H. Ademas, mod 2, se tiene que 1:l(Ai) 2 '-; = O 
para k ,= i y toda 1 _::::: j _:::: 2t-k. 

Finalmente, usando (5.8) y la equivariancia de las ~t, se demuestra facil
mente que 

[~~F+e> + ~f + ft](d ® Zt ® m2 ') ,,...., 0. 

Combinando este resultado con (5.6) se obtiene el siguiente 

LEMA 5.9. 

6. Formulas para a1 en complejos simpliciales 

Denotemos con el mismo simbolo X un complejo simplicial y su realizaci6n 
geometrica como espacio topol6gico. Si S(X) es el complejo singular del espacio, 
como es bien sabido ([10; p. 201]), existe una equivalencia homot6pica 
X':X --t S(X), que induce una equivalencia de cocadenas X:S*(X) --t X*. 
Sean 'I'~ , <p1 las transformaciones equivariantes que determinan las formulas 
simpliciales para los '---./i-productos, respectivamente, para los complAjos singular 
y simplicial. Es conmutativo el diagrama 



52 JOSE ADEM 

I 

V @ S(X) __£!:___, S(X) @ S(X) 

11@ ">..' I A,2 

I 

V@X 'P X@X 

ademas, cada <p~ , <p1 conmuta, respectivamente, con homomorfismos f fl,: S ( X) -
S(K), inducidos por transformaciones continuas, y con transformaciones 
simplicialesf*:X - K (ver [6; p. 169]). Sean 'P, 'P1 los duales de <p', <p~ ya combi
nados con la transformaci6n r, como en (4.6). Se tiene el diagrama conmutativo: 

V @,,. S*(X) 2 ~ S*(X) 

11 @ A2 lA 

V @.-X* 2 'P X* 

Sea f:X - Kuna transformaci6n continua, y 

a: L,f=0Hqk(K) - Hr(K) 

una operaci6n cohomol6gica analoga a la a considerada en §1. Por conveniencia, 
representamos con Uk E Hqk(K) una clase de cohomologia, donde uk denota un 
representante de la clase. Si u = ( '!1o , • • • , u,.), 

a(u) = Lf=o ak(uk) 

donde cada ak es un elemento homogeneo de A. Supongamos que se tienen 

(6.1) f*(u) = 0 y a(u) = 0, 

de modo que, como en (1.2), se pueda definir la operaci6n funcional a1(u). 
Siguiendo directamente los pasos de Steenrod en [15; p. 979], determinaremos 
formulas para calcular cociclos representantes de a1( u). 

Consideraremos primero formulas para la teoria singular de cohomologia y 
luego las extenderemos a la teorla simplicial. De (6.1), se sigue que existen 
cocadenas singulares ak E Cqk- 1(X) b E C'-1(K), tales que 

(6.2) 

Luego definimos 

(6.3) 

f*uk = Oak 

Lf=o ak( uk) = ob. 

W = f*b + Lk=O at(ak), 

(k = 0, .. · , n), 

donde at(ak) se construye, indistintamente, con (4.14) o con (5.6). 

TEOREMA 6.4. La (r - 1)-cocadena w, definida en (6.3), es un cociclo de S(X) 
y su clase de cohomologia w es un representante de aJ(u). Lo anterior es tambien 
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cierto usando cocadenas simpliciales cuando X y K son complejos simpliciales 
y f es una transformaci6n simplicial. 

DEMOSTRACI6N: En esencia, la demostraci6n es igual al a del Teorema 16.3 
de [15]. La damos a continuaci6n por contener algunos pasos tecnicamente 
diferentes. 

Es inmediato que w resulta un cociclo, ya que J*a(u) = a(f*u). 
Si variamos b sumandole un cociclo o si variamos cada ak sumandole un 

cociclo (ver 5.7), la clase w se altera unicamente por un elemento del modulo 
de a1( u). Por lo tanto, podemos demostrar ( 6.4) con cualquier elecci6n con
veniente de las ak . 

En lo que sigue nos referiremos a la notaci6n y al diagrama introducido en 
§1 para definir a1( u) y tomaremos cociclos representantes en cada etapa de la 
construcci6n. 

Si u; = f'*uk, resultan i*u; = oak, a(u') = J'*b. Extendemos cada 
ak E Cqk-1(X) en a; E Cqk-1(K 1) definiendo el valor de a; como cero en los 
simplejos singulares de S(K 1) que no estan en S(X). Claramente, i*a; = ak y 
se tiene i*(u; + oa;) = 0. Luego, cada u; + oa; E Vk(K 1 , X), y si vk = 
{ u; + oa{} representa su clase, se tiene j*vk = f'*uk . 

Siguiendo con la construcci6n, necesitamos ahora encontrar una cocadena 
W1 E cr-1<K1) tal que w = i*w1 y que 0W1 E zr (K1 ' X) sea un representante 
de a(v), donde v = (vo, • • • , Vn). 

En general, cada operaci6n ak es de la forma considerada en (4.9), y para 
construir a:(ak), de acuerdo con (5.6) tomamos un complejo Mk generado por 
una qk-cocadena mk con omk = 0 y definimos Fk:I © Mk --t X* como en (5.4). 
Sea Hk:I © Mk --t K; la transformaci6n definida por Hk(d © mk) = a{, 
Hk(do © mk) = u; + oa;, Hk(d1 © mk) = u;. Se comprueba que Fk = i*Hk . 
Sea 

t{k:J ©Wt© Mt-K;' 

la transformaci6n definida como en (5.5) pero con Hk en lugar de Fk. Resulta 

i*t{k = ~[k. 

Ahora, definimos 

W1 = J'*b + Lf=o (L fit(d © Ztk © mt)). 

Se verifica facilmente que 

ow1 = Lf=o ak(u; + oa;), 

Ademas, se tiene w = i*w1 ; lo que demuestra que (6.3) es un cociclo repre
sentante de a1( u) para la teoria singular. 

Para demostrar la segunda parte del teorema, que se refiere a complejos sim
pliciales, observamos primero que ( 6.3) vale para cocadenas simpliciales que 
son A-imagenes (ver [15; p. 983]), donde }.:S*(X) --t X* es la equivalencia de 
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cocadenas mencionada al principio de esta secci6n. Para completar la demostra
ci6n necesitamos probar que la clase lateral de w es independiente de la elecci6n 
de las cocadenas uk , ak , b. Con las uk fijas, los cambios en ak , b ya fueron analiza
dos al principio de la demostraci6n. Supongamos ahora que variamos cada Uk y 
sean u' = Uk + ovk los nuevos representantes de Uk. Necesitamos determinar 
cocadenas a,, b' que verifiquen (6.2) para las u', y que nos permitan comparar 
con law. Claramente, podemos tomar 

I '/I, 
ak = ak + f Vk . 

Para lab' la situaci6n es un poco mas complicada . .Con Mk como antes, definimos 
Bk:I ® Mk - K*, donde Bk(d ® mk) = Vk, Bk(do ® mk) = u~, Bk(d1 ® mk) 
= uk . Es facil ver que se puede elegir 

b' = b + Lf=o (L ~f:(d ® Ztk ® mtk)). 

Ahora, si 

w' = J1b' + Lf=o af(a~), 

demostraremos que w ,..._, w'. Se comprueba facilmente que J*Bk = Fk + F', 
donde Fk y F' son, respectivamente, las transformaciones que se utilizan para 
construir af(ak) y at(a,), de acuerdo con (5.6). Luego, aplicando el Lema 5.9 
se obtiene que 

*( ') *( ) '/I,"" Bk 21k ak ak + ak ak ,..._,f LJ~tk(d ® Ztk ® mk ), 

y • de aqui, es inmediato comprobar que w ,..._, w', lo que demuestra la segunda 
parte del teorema. 

7. F6rmulas para a 1 en complejos regulares 

El producto de dos complejos simpliciales es un complejo regular y se utili
zara en la demostraci6n de (3.6). Por lo tanto, necesitamos extender el Teorema 
(6.4) para complejos regulares. 

Sean X, K dos complejos regulares y f: I X I - I K I una transformaci6n 
propia, que induce un homomorfismo de cadenas f '/I,: X - K ( ver [I 7; p. 205]). 
Con la notaci6n de §4, formamos el diagrama 

Wt®X 
I (i) f1 

Wi®K 

l f~ l o/~t 
2• 

X2t f, K2' 

donde f; y f~t estan constru:idas de acuerdo con ( 4.5). En general, este dia
grama no es conmutativo y existe una homotopia G1-equivariante v;:W1 (i) 

2• x-K , talque 

(7.1) I I 2t I I ( f ) OJ/t + VtO = f1f1 - o/lt 1 ® '/I, • 
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Considerando las transformaciones duales, se obtiene 

Wt © K* 2 t 1 © !*21 

---- ..... Wt© X* 21 

y el dual de (7.1), resulta 

(7.2) 

donde X* y K* se toman con coeficientes en Z 2 . 

55 

Si Zt es como en (4.10) y si uk es un cociclo de K*, se sigue que z1 © ut es un 
cociclo de Wt © K*2\ y, aplicando (7.2), se tiene 

(7.3) ovt(zt © uf) = f*1/;it(z1 © uf) + it-1[Zt © (f*ukt]. 

Sea u = (uo, • • • , u,.), donde cada uk E Hqk(K), y suponemos que u satisface 
(6.1). Luego elegimos cocadenas ak y b de modo que se cumpla (6.2) y construi
mos 

(7.4) 

TEOREMA 7.5. La (r - 1)-cocadena w, construida en (7.4), es un cociclo de X 
y su clase de cohomologia w es un representante de a.1( u). • 

DEMOSTRACION: De (7.3), se obtiene que (mod. 2), 

f*ak(uk) + ak(f*uk) + llLtk Vtk(Ztk © ufk) = 0. 

Luego, es inmediato que ow = 0. 

La demostraci6n de la segunda parte se hara comparando con las formulas 
simpliciales. Sean X1 , K1 subdivisiones simpliciales, respectivamente, de X, K, 
y seanj*:X - X1, krt,:K1 - Klas equivalencias de cadena asociadas con ellas. 
Tomamos las subdivisiones suficientemente fin:as de modo que exista una trans
formaci6n simplicial f1rt,: X1 - K1 y una homotopia Art,: X1 - K, tales que 

(7.6) 

El dual de (7.6) es 

(7.7) 

Ahora, si u~ = k*uk, aplicando (7.7) se obtiene que 

(7.8) Jf(u~) = j*J*(uk) + ll)...*(uk) 

= o(j*ak + )...*uk) = oa; 
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Formenos el diagrama siguente: 

Wt® Xi 
1 ©i,11, W,©X 

1 © f,,, 1 © k,,, 
Wt©K- --W,©Ki 

l f~t 
21 -2• 

Xi Jfi, 

l f~ l f~t l f;t 
x2' tl/ K2' ki' 

Ki' 

donde, f~t y f~t se consideran construidas con las f6rmulas simpliciales. Luego, 
21 , , ) 

f1,,,fo1 = f21(l © /1,,, . 

Para las otras transformaciones construimos homotopias Ge-equivariantes 
, 2• 

vo1:W1 ® Xi----tX, f w 2t v11: , ® Ki----tK, 

similares a (7.1), y tales que 

(7.9) 

(7.10) 

, + , ·2'.,,' .,,'(1 • ) 
avot Vota = )fl,y,Ot - y,t (8) )fl,, 

, , 2t ' ' ) 
avu + vua = k,,,f21 - f11(l © k,,, . 

Igual queen (7.2), tomando el dual de (7.10), se obtiene 

fl, ( -· OV1t + V1tO = k f11 + f2t 1 ® k ). 

Considerando v11k y aplicando esta relaci6n a z,k ® ut\ resulta 

( ,2'k) k* ( 2'k) ( 2'k) f2tk Ztk ® u = fuk Ztk ® u + OV1tk Ztk © Uk • 

De· aqui, es claro que si definimos, 

(7.11) b' = k*b + L:=o { Ltk vu/Ztk © u2'k)}, 

se tiene, 

Sea 

(7.12) 

I::=0 ak( u~) = ob'. 

w' = j[b' + L~ at(a~), 

donde a~, b' son, respectivamente, las cocadenas de (7.8), (7.11). Se sigue de 
(6.4) que w' es un representante de a1(k*u) y, como j* y k* son equivalencias 
de cocadenas, para demostrar el teorema basta verificar que 3'*w r,.,; w'. 

Formamos j*w + w' y sustituimos a; y b' en funci6n de ak y b, de acuerdo con 
(7.8) y (7.11). Luego, usando (7.7), y el dual de (7.9), se obtiene que 

j*w + w' ,-....J Lf=o {i\*ak(uk) + at(j*ak) + at(J°*ak + ,\i!.'uk)} 

+ Lf=o { Lt. [Jfv11k + j*vik + Votk(l © J*2'k)](Ztk © uz'k)}. 

Con una k fija, demostraremos que la suma de los terminos que resultan es 
cohom6loga a cero. Obviamente, basta demostrar esto ultimo suponiendo que 
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ak es un monomio. Para evitar muchos indices, definimos 0 = ak , v = uk , 

Zt = Ztio, a = ak. Entonces, vamos a demostrar que • 

(7.13) 
X*O(v) + O*(j*a) + O(j*a + X*v) 

Sea r,:Wt © X 1 - K 2' la transformaci6n Gt-equivariante, definida como 
sigue: 

r, = V~t(l © ii,) - v~(l © j,) - f~,V~t + lp~t(l © x,). 
Se comprueba directamentamente que 

(7.14) ar, + r,a = [(k,f1,)2' - (f,j,tl1P~1. 

Construiremos una segunda homotopfa analoga a (7.14). Sea X' :/ © X1 - K 
la transformaci6n de cadena definida como sigue: X' ( d © u) = x,( u), 
X'(do' © u) = -f,j,(u;), X'(d1 © u) = k,f1,(u). Luego, consideramos la 
transformaci6n Gt-equivariante A':/ © Wt © X1 - K2\ definida por 

(7.15) 

donde Yt es como en (5.3) y µ1:I2' © xt - (I© X1)2' es la transformaci6n 
que intercambia los factores. Si A,:We © X1 - K 21 es la transformaci6n 
definida por A,(w © u) = A'(d © w © u), para w E Wt y u E X1, se verifica 
que 

Luego, existe una homotopfa Gi-equivariant P'/1,, tal que 

(7.16) 

Ahora, tomando el dual de (7.16) y valuandolo en Zt © v2', se obtiene que 

x*o(v) + [ffv11 + j'/1,Vt + Vot(l © f',j/2t)](zt © v2t) + A'/1,(Zt © v2t) rv 0. 

Para analizar el termino A*(z, © v21 ) estudiaremos primero el dual de A'. 
t * Sea A:/© Wt© K* 2 - X 1 el dual de A'. Resulta, 

(7.17) 

donde X:l © K* - Xi es el dual de X', y Pt: 121 © We © K*21 -

W 1 © (I © K*)2' es la transformaci6n que intercambia los factores. La ex
presi6n (7.17) es similar a (5.5). Ademas, se tiene que (ver (7.8)), X(d © v) = 
X*v, X(do © v) = oj*a, X(d1 © v) = o(j*a + X*v). Por lo tanto, aplicando el 
Lema (5.9), resulta 

A*(z, © v2 ') = A(d © Zt © v21 ) ,..._,, O*(la) + O*(j*a + X*v). 

Esto demuestra (7.13) y termina la demostraci6n del teorema. 
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8. Demostracion del Teorema 1.4 

Trabajaremos con complejos y transformaciones simpliciales y utilizaremos 
las f6rmulas desarrolladas en §6. 

Sea u E Hq(K) una clase de cohomologia que satisface las hip6tesis de (1.4), y 
consideremos transformaciones de cocadenas J*:K-+ X, g*:X-+ Y, inducidas, 
respectivament!c); por f y g. Elegimos cocadenas a, ak, b, tales que 

g*J*u = oa, 

J*f3k( U) = {jak , 

8(u) = a.{3(u) = iib. 

Un representante de 810 (u) es: 

w1 = g*J*b + 0*(a). 

Por otra parte, puesto que cad.a f3k es un monomio, se tiene (a.k/3k)* 
Luego, 

w1 = g*J*b + Lf=o a.tf3t (a). 

Un representante de g*a.1{3(u) es: 

W2 = g*J*b + Lk=O g* at ( ak). 

Un representante de (30 (f*u) es: 

w~ = (··· ,f3t(a) +g*ak, ···). 

a.tf3t . 

Luego, w3 = aw~ sera un representante de a[{3u(f*u)]. Para escribir explicita
mente Ws observamos que: (1) si v es un cociclo, entonces ak(v) = at (v); (2) 
si iic1 = oc2 , entonces at ( c1 + c2) ,..._, at ( c1) + at ( c2). Entonces, 

Ws = aw~ = LJ=0 ak(f3t(a) + g*ak) 

Lk=o ai (!Ji (a) + g* ak) 

,..._, Lk=o (a.ZJJt (a) + g*at ( ak)). 

Por ultimo, es inmediato verificar que 

W1 + W2 + Ws ,..._, 0, 

lo que termina la demostraci6n de (1.4). 

9. El algebra de Steenrod como algebra de Hopf 

Sea Rel algebra graduada, libre y asociativa sobre Z2, generada por Sq0, Sq1, 
Sq2, • • • • Sea I c Rel ideal bilateral de las relaciones y A = R/I el algebra de 
Steenrod (p = 2). 

J. Milnor construye en [11] un homomorfismo de algebras it,*:A-+ A ® A, y 
demuestra que it,* transforma A en algebra de Hopf. Para uso futuro, mostrare-
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mos que la if;* de Milnor puede considerarse inducida por un homomorfismo 
if;:R----+ R 0 R. 

Constrwmos el homomorfismo if; definiendolo primero en los generadores de 
R por 

(9.1) ,1,(S i) "'i s i-k IOI s k 
't' q = .L,k=O q ICI q , 

y luego, como homomorfismo de algebras, extendemos if; a cualquier elemento de 
R. Se comprueba facilmente que if; esta bien definido y que convierte a R en 
algebra de Hopf ( con Sq0 = 1). 

R opera en la cohomologia de cualquier complejo y R 0 R opera en 
H*(X) 0 H*(Y) por la regla: 

(0 0 0')(u 0 v) = 0(u) 0 0'(v), 

donde, 0, 0' son elementoEl de R, y u E H*(X), v E H*(Y). 
Con la identificacion H*(X 0 Y) ~ H*(X) 0 H*( Y), resulta, 

(9.2) 0(u 0 v) = if;(0)(u 0 v). 

Esto se sigue de la formula de Cartan ( 3.2) y de la definici6n de if;( 0) a partir 
de (9.1). 

Sea 1/:R---+ A la transformaci6n natural. Por conveniencia, mientras no haya 
lugar a confusion, denotaremos con los mismos simbolos los elementos de R y 
los de A. Como en [11; p. 155], si Y = K(Z2, k) conk> n, y.si 'YE H*(Y) 
es la clase basica, la correspondencia • 

define un homomorfismo 

y tambien define un isomorfismo 

g:(A 0 A/----+H 2H'(Y 0 Y), 
para i :::; n. 

En el diagrama conmutativo 

(R 0 R/ 

~f 
\. . 

7J 0 1/ H 2k+'(Y 0 Y) 
)' 

/g 
(A 0 A)' 

se tiene que: micleo ( 1/ 0 '17) = micleo (!). Por otra parte, el mucleo de 1/ 0 '17 
es el ideal bilateral R 0 I+ I 0 R. Ahora, sip E I, se sigue de (9.2) q~e 

(9.3) if;(p) E (R 0 I+ I 0 R). 
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Luego, i/t induce ift*:A - A ® A y se tiene el diagrama conmutativo 

R~R®R 

1~ l~ 0 ~ 
A~A®A 

Esta i/t* es igual a la construida por Milnor, ya que ambas coinciden en los 
generadores de A. 

Definimos R(m) como la subalgebra de R generada por Sq0 , • • • , Sqm. A 
partir de (9.3) se demuestra el siguiente 

LEMA 9.4. Sea p = Lf==0 akSq2k un elemento de R tal que grado(p) ~ 2n+i. 
Supongamos ademds que p E I. Entonces, los terminos de ift(p) se pueden agrupar 
en R ® R de modo que se obtenga una representaci6n ( que en general no es unica) 
de la f orrna siguiente: 

i/t(p) = p ® 1 + 1 ® p + Li Pi ® 0i + Li 0; ® p; , 

donde, grado(0i) > 0, grado(0;) > 0, Oi E R(2"), 0; E R(2"), Pi E I, p; E I. 

Como una ilustraci6n de (9.4) consideremos p = Sq2Sq2 + Sq3Sq1• Se tiene, 
ift(p) = ift(Sq2)ift(Sq2) + i/t(Sq8)i/t(Sq1). Sustituyendo con (9.1), efectuando 
los productos y agrupando, resulta 

ift(p) = P ® 1 + 1 ® p + Pl ® Sq1 + Sq1 ® Pl 

+ P2 ® Sq2 + Sq2 ® P2 + P2 ® Sq1Sq1, 

donde, P1 = Sq3 + Sq1Sq2, p2 = Sq1Sq1. 

10. Dos lemas auxiliares 

Si 0 = Sqit • • • Sqi1 , se tiene que 0* = Pit • • • Pii . En cocadenas, 0 y 0* no 
son operaciones aditivas. Ambas desviaciones a la aditividad estan relacionadas, 
como se expresa en el siguiente 

LEMA 10.1 Si u1, • • • , Uk son q-ciclos de X, entonces, 

(10.2) O(u1 + · · · + uk) = 0(u1) + · · · + 0(uk) + 80(u1, • • • , uk), 

donde O es cierta funci6n de las ui . 

Si a1 , • • • , ak son p-cocadenas de X, entonces, 

(10.3) O*(a1 + · · · + ak) r-.J 0*(a1) + · · · + 0*(ak) + 0(5a1, • • • , 5ak), 

donde O puede considerarse como la misma funci6n de ( 10.2) 

DEMOSTRACI6N: Esta es gor inducci6n en t. Si t = I y i = i1 , se establece 
facilmente que 
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Luego, suponiendo que (10.1) vale para 0 y O* con t = n, consideramos 
Sqin+i(J y p;n+ 10*. Aplicando a estas expresiones, respectivamente, (10.4), (10.5) 
y comparando los terminos, se obtiene la demostraci6n del Lema. 

Para establecer el segundo lema hacemos primero las siguientes consideraciones. 
Sean X y Y dos complejos regulares y 

(10.6) 

dos aproximaciones diagonales. Sea 

<P~:V 0 X 0 Y - (X 0 Y) 2 

la aproximaci6n diagonal en el producto, introducida por Steenrod en [16; p. 
220]. Se tiene que 

(10.7) cp~ = ;\(cp~ 0 cp~)µ(d 0 1), 

donde, ;\:X 2 0 Y2 - (X 0 Y)2, µ: V 0 V 0 X 0 Y - V 0 X 0 V 0 Y 
son las transformaciones naturales que intercambian los factores, y d: V -
V 0 V es Ia transformaci6n diagonal definida en [16; p. 219]. 

Steenrod utiliza (10.7) para demostrar la formula de Cartan (3.2) y obtiene 
dicha f6rmufa como una igualdad en cocadenas. En forma analoga, se establece 
en cocadenas la siguiente generalizacion. 

LEMA 10.8. Sea u una p-cocadena de X y v una q-cocadena de Y. Si ov = 0, 
se tiene 

(10.9) 

Si ou = 0, se tiene 

(10.10) 

Por ultimo, si u y v son cociclos (10.10) es una igualdad y ambas expressiones co
inciden con la formula de Cartan en cocadenas. 

11. Pemostraci6n del Teorema 3.6 

Tomamos complejos simpliciales con esqueletos finitos para X, Y, K ( 1r, p), 
K(1r, q), y transformaciones simpliciales f:X -K(1r, p), g:Y - K(1r, q), 
tales que; 

(11.1) 

donde, 'YP, "fq, u, v son cociclos representantes que denotamos con los mismos 
simbolos usados para sus clases. 

Usaremos formulas simpliciales para definir Sqi en estos complejos, y las 
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formulas duales de (10.7), derivadas de las simpliciales, para introducir Sq; en 
los complejos X ® Y, K(1r, p) ® K(1r, q). Estas ultimas no son simpliciales, 
sin embargo, conmutan con productos de transformaciones simpliciales. En 
particular, conmutan conj* ® g*. 

La hipotesis (3.1) implica que 

'I! i i ' f Sq ,yp = Sq u = oa;, 
(11.2) 

'I! i i " g Sq 'Y q = Sq V = oa. ' 

para 1 ::; i ::; 2n. Usando la formula de Cartan en cocadenas, obtenemos que 

(f* ® g*)Sq'(,yp ® ')'q) = Sq'(u ® v) = LJ=o SqHu ® Sq 1v 

' '°"" i-i " = o[a; ® v + L .. d=l Sq u ® a;]. 

Si definimos 

(11.3) 
resulta, 

I + "' s i-j ,o.. II a; = a, ® v L..,i=l q u '<:,I a;, 

cl ® l)/3C ')'p ® ')'q) = (oa20, ••• , oa2n ). 

Ahora, sea b tal que 

(11.4) a/3(,yp ® ,yq) = ob. 

Luego, un cociclo representante de a1x0f3('YP ® ,Yq) es: 

(11.5) w = (f* ® g*)b + I:;=0 af (a2k). 

Para fact~rizar w, primero vamos a construir b explicitamente en funci6n de 
los factores. Con p = a/3, se tiene 

(11.6) P('Yp ® ')'q) = I:i=o akSq 2\,yP ® ,Yq) 

"n "2k s 2"-j s j = L..,k=O CXkL..,i=O q ')'p @ q ')'q • 

En general, cada ak es una suma de cuadrados iterados. Si Sq1 = Sq ii • • • Sq ;r, 

con I = ( i1 , • • • , ir), es un termino de ak , aplicando la formula de Cartan en 
forma iterada, resulta 

(11.7) Sq1(Sq2"- 1,.,,p ® Sq1,yq) ,.._, I: Sq1 'sq 2"- 1,.,,p ® Sq1 "sq;'}'q, 

donde la suma se extiende sabre todas las sucesiones 

I c•' ./) I = i1, • • • , ir , I ll c•" ·") .t + .ff • = i1 1 • • • 1 ir con i; i; = i; 

([11; p. 161]). La cohomologia en lugar de igualdad se debe a que trabajamos 
con cociclos y necesitamos considerar las desviaciones iteradas de acuerdo con 
(10.2). Entonces, factorizamos todos los terminos de (11.6) en la forma (11.7) 
y acumulamos las diferentes desviaciones. Representamos con o&k la desviaci6n 
total que se deriva de ak. Luego, agrupamos los terminos, de acuerdo con (9.4), 
para obtener una representaci6n de la forma siguente: 
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(11.8) 
p("fp 0 "fq) = p("fp) 0 "fq + "fp 0 p("fq) + Li Pi("/p) 0 0i('Yq) 

+ L; 0;("/p) 0 p;("/q) + oLr=oak 

donde, Pi, p; son elementos de I y 0i, 0; son elementos de R(2,,.). Para referencia 
futura, precisaremos que las Pi , p; son de la forma 

(11.9) 
1 S rk S 2", 

1 S Sk S 2n. 

Elegimos cocadenas b', b", b;, b7 tales que p("fp) = ob', p("fq) = ob", p;("fp) = 
I I ) II • f ob,, p;("fq = ob;. Sustituyendo en (11.8) y puesto que las 0,("fq), 0;("/p) son 

cociclos, de acuerdo con (11.4), podemos tomar 

b = b' 0 "fq + "(p 0 b" + Lib: 0 0;("fq) + Lj 0;("fp) 0 b7 + L;=O Ci.k. 

Luego, aplicando J* 0 g* y tomando en cuenta (11.1) y considerando que 
las 0; , 0; conmutan con las transformaciones simpliciales de cocadena, resulta 

(f* 0 g*)b = J*b' 0 v + u @ lb" + Ld*b; 0 0;(v) 

+ L; 0;(u) 0 g*b7 + I:r=o (f* 0 g*)&.k. 
( 11.10) 

Trabajaremos ahora con Lr=o a!(a2k) que es la segunda parte de (11.5). 
Usando (10.8), cada sumando 

(11.11) 

se puede desarrollar hasta factorizar todos sus terminos. Este desarrollo tiene el 
mismo numero de terminos que el que se obtiene de 

(11.12) 

al aplicar la formula de Cartan. Demostraremos esto estableciendo una corre
spondencia bien definida entre los diferentes terminos. Primero establecemos la 
correspondencia 

2k ' II 2k • • Sq -,u 0 a; +-+ Sq -,"Ip 0 Sq''Yq 

Observamos que SqI es un termino de ak si y solo si pI es un termino de a! . 
Modulo desviaciones, se tiene que 

pI(a~k 0 v) "' L p1 ' (a~k) 0 Sq1"v, 

Jes 2k-j Iv\ ") ""'s I's 2k-J Iv\ 1•c ") p q u 'Cl a; "' L, q q u 'Cl p a; . 

Luego, establecemos la correspondencia (ver (11.7)) 

p1 ' (a~k) 0 Sq1 " V +-+ Sq1 'Sq2\p 0 SqI""/q' 

Sq1 'Sq2Liu 0 PI· (a7) +-+ Sq1 'Sq2Lj'YP 0 SqI"Sq'Yq. 



64 JOSE ADEM 

Consideremos ahora la desviacion que resulta al desarrollar (11.11). De (10.1) 
se sigue que esta depende de ak en la misma forma en que depende &k . Ademas 
&k dependen de los cociclos 

(11.13) Sq2L;')'p © Sq\q (j = 0, • • •, 2k). 

Nuevamente de (10.1), se sigue que &k depende de (11.13) en la misma forma 
en que la desviacion de (11.11) depende de 

o(a;k © v) = (f* © g*)Sq2k'YP © "fq, 

(s 2k-j ,o.. ") o q u \Cl a; (f* © o*)Sq2Lj')'p © Sqj')'q. 

Luego, como las formulas usadas para definir ak conmutan con J* © g*, resulta 
que la desviacion total que se obtiene al desarrollar ( 11.11), modulo una co
frontera, es: 

(f* 18) g*)ak. 

Entonces, hemos establecido una correspondencia biunivoca entre losi terminos 
del desarrollo de (11.12) y los del desarrollo, modulo una cofrontera, de (11.11). 
Ahora, agrupamos los terminos en el desarrollo de (11.11) en la misma form.a en 
que fueron agrupados los correspondientes terminos en ( 11.8). Ademas, to
mando en cuenta que 

o[p1 ' (a;L;) 18) p 1 " (a;)] = Sq1 'sq 2Lju 18) p 1 " (a;) + p 1 ' (a;L;) 18) Sq1 "Sq3v, 

podemos, modulo una cofrontera, colocar'el factor p 1 de cada termino del mismo 
lado en que ,se encuentra la Pi o la p; que contiene al termino correspondiente. 
De este modo, y considerando (11.9), obtenemos que 

I::=o ai ( a2k) ,....,, I::=o ai ( a;k) © v 

(11.14) + u © L:=o ai(a;k) + Li { Lrk a;Z(a;k) © Oi(v)} 

+ I:;{o;(u) 18) Lsk a:!*(a:k) + I::=0 (f* 18) g*)&k. 

Sumando (11.10) con (11.14), para formar w, se obtiene 

w,....,,w' © v + u © w" + LiW~ © Oi(v) + L;O;(u) © w;, 

donde, 

w' = J*b' + I::=o ai ( a~k) 

11 *b" + '°"'n *( ") W = g 6k=0 CXk a2k , 

I f, I '"' i* ( / Wi = f b, + 6rk CXrk a,k), 

" *b" '°"' 'i*( ") Wj = g i + 6•k a,k a.k · 

Claramente, w' y w" son, respectivamente, cociclos representantes de a1fJ(-yp) 
y a0/3(-yq). Ademas, se comprueba facilmente que las w:, w; son cociclos. Ahora, 
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puesto que 0., 0; son elementos de R(2n) de grado mayor que cero, se sigue de 
(11.2) que 0i(v) y 0;(u) son cofronteras. Luego, 

I ( ) '( II 
Wi @ 0i V ,..., 0, 0; U) @ W; ,...__, 0. 

Por lo tanto, 

w,,....., w' ® v + u ® w". 

Lo que demuestra el Teorema 3.6. 
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