SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES PERIODICAS CON
UN PARAMETRO PEQUENO*

Por CarrLos ImMaz

1. Prefacio

El propésito principal del presente trabajo es el estudio de sistemas diferen-
ciales lineales de la forma

(11) W = Aw + e@(w ( _ jﬁ)
donde w = col (w;, -+, w,), € es un pardmetro pequefio, A es una matriz con-

stante n X n, y ®(¢) es una matriz n X n de funciones periédicas en ¢, de periodo
T, integrables en el sentido de Lebesgue en [0, 7). Ecuaciones como (1.1) han
sido el objeto de estudio de un gran nimero de mateméaticos y empezamos
mencionando a G. Floquet ([4])," A. Liapunov ([12]), H. Poincaré ([13]). A
éste respecto el mis importante de los tres mencionados es Floquet, quien en
cierto sentido resolvié los problemas teéricos conectados con la ecuacién (1.1).
Para poder decir algo sobre el comportamiento asintético de las soluciones de la
ecuacién (1.1) todo lo que se necesita es conocer los multiplicadores caracterfsti-
cos’, y éstos nos los proveén las soluciones de la ecuacién caracteristica

(1.2) det [ W(T) — \E| = 0

donde W (t), W(0) = E, es una matriz fundamental de (1.1). En cierto sentido
esto resuelve todos los problemas; en otro sentido, aqui es precisamente donde
el problema comienza. Quienquiera puede tratar de forzar las soluciones de (1.2),
pero la esperanza de tener éxito en esta direccién es verdaderamente pobre.

Por lo tanto, se han inventado diversos métodos para obtener las soluciones de
(1.1). La idea bésica en la mayoria de estos métodos es construir una funcién
w = w(t, ¢ a) que depende de ciertos pardmetros arbitrarios a de tal manera que
la funcién w(t, €, a) satisface una ecuacién diferencial “relacionada’”

(1.3) w'(t, ¢ a) = f(w(t, e a),t 6.

La construccién de la ecuacién relacionada (1.3) se hace de tal manera que para
una eleccién conveniente de los pardmetros @ como funciones de ¢, se obtiene que
f(w(t, e ale)), t, e = Aw + eb(t)w; es-decir, w(t, ¢, a(e)) se convierte en una
solucién de (1.1). Las relaciones que determinan a se conocen con los nombre de
ecuaciones de ‘“bifurcacién’ o “determinantes.” Procedimientos del tipo anterior
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han sido seguidos por L. Cesari ([2]), K. O. Friederichs ([5]), M. Golomb )[6]),
J. K. Hale ([7}), D. C. Lewis ([10]), y Y. Sibuya ([14]). El mismo tipo de pro-
cedimiento puede usarse para determinar soluciones periédicas de ecuaciones no
lineales.

Un método que ha probado ser dtil fue introducido por L. Cesari y desarrollado
posteriormente por J. K. Hale, R. A. Gambill y otros (vease [1] para una lista
completa de referencias sobre este método). Ellos consideraban en lugar de la
ecuacién (1.1) la ecuacién

(1.4) w = (B — eD)w + ®(t)w,
en cuyo caso las ecuaciones de bifurcacién son
B —eD=A.

La tarea de la matriz D en (1.4) es eliminar los términos “seculares” que aparecen
en el proceso de integracién al resolver (1.1). La idea es que si se da algtn método
de aproximaciones sucesivas para resolver (1.1), se desearfia que las aproxima-
ciones sucesivas tengan ciertas propiedades cualitativas especificadas. Los
términos seculares son aquellos que destruyen estas propiedades cualitativas.

Se ha demostrado que el procedimiento (1.4) tiene ciertos inconvenientes.
Desarrollos més recientes por L. Cesari y J. K. Hale en [2] y [7] han llevado a
reemplazar (1.1) por

w = Aw 4+ @(H)w + ePo(dPw),

donde ‘Po(Pw) representa cierto vector. El papel de Py(®w) es otra vez la elimi-
nacién de los términos seculares, y las ecuaciones de bifurcacién son

(1.5) Py(dw) = 0.

En principio este método parece ser més simple que (1.4), y para el desarrollo
de este trabajo resulté ser el mas adecuado. (De hecho pude obtener varios de los
resultados utilizando el método (1.4), pero llegado cierto momento las dificul-
tades técnicas parecian ser demasiado grandes como para ser factible el seguir
adelante con este método.) Lo que es mds, puede demostrarse que en cierto
sentido la posibilidad de resolver (1.5) esuna condicién necesaria y suficiente para
resolver (1.1) para e pequefia (vease la seccién 5). El procedimiento seguido en
este trabajo sigue en parte el de [7].

Hay dos tipos distintos de problemas de estabilidad asociados con la ecuacién
(1.1) ; concretamente, estabilidad en la semirecta 0 £ ¢t < 4 «© y estabilidad en
toda la recta — o <t < 4 . Si se utiliza un método de aproximaciones sucesi-
vas para discutir la ecuacién (1.1), el primer problema puede en general re-
solverse investigando sélo un nimero finito de aproximaciones sucesivas, mien-
tras que el segundo problema requiere informacién extra concerniente a todas las
aproximaciones sucesivas. Como han hecho notar V. A. Yakubovie ([15]) y
J. K. Hale ([17]), esta informacién extra puede obtenerse para sistemas reciprocos
(vease la seccién 3) y en este caso los dos problemas de estabilidad se convierten
esencialmente en uno solo.
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La mayoria de los trabajos que tratan con (1.1) suponen que las raices carac-
teristicas de la matriz A tienen divisores elementales simples. Desde luego, la
teoria de Floquet no depende de tal hipétesis, pero es dificil obtener un método
practico eficiente para determinar el comportamiento de (1.1) si no se afiade esta
hipétesis. El objetivo principal del presente trabajo es estudiar el caso en que hay
divisores elementales no simples entre las raices caracteristicas de la matriz 4.
Un trabajo que también trata sobre este problema es [9].

La seccién 2 estd dedicada a una breve discusion de la teoria de Floquet para
sistemas como (1.1), haciendo énfasis especial en el papel que juegan los expo-
nentes caracteristicos y los multiplicadores caracteristicos. La seccién 3 introduce
el concepto de sistema reciproco y demuestra la forma que este concepto se
conecta con el anilisis de las soluciones. El tipo general de sistemas a estudiarse
se introducen en la seccién 4, junto con ciertas transformaciones que llevan estos
sistemas a una forma tipo. En la seccién 5 se construye un método de aproxima-
ciones sucesivas, y se obtienen condiciones para la existencia de las soluciones. En
las secciones 6 y 7 demostramos la existencia de las soluciones a las ecuaciones de
bifurcacién y se calculan algunas aproximaciones de los exponentes caracteristi-
cos; es interesante notar que estos exponentes caracteristicos dependen de muy
diversas potencias del paridmetro e, y, utilizando el poligono de Newton en
conexién con el teorema de preparacion de Weierstrass, se discuten algunas con-
diciones de analiticidad de los exponentes caracteristicos. Resultados parciales de
este tipo han sido obtenidos por M. Ya. Kushul ([9]). Las secciones 8 y 9 dan
algunos resultados sobre el comportamiento -asintGtico de las soluciones, y, en
particular, se demuestra que cuando el grado de los divisores elementales de la
matriz A es mayor que 2, entonces, el sistema (1.1) es “casi siempre” inestable.
La seccién 10 proveé un ejemplo en cual bajo condiciones de no resonancia hay
soluciones acotadas y no acotadas en funcién de ciertos coeficientes de la ecuacion
diferencial. En la seccién 11 aplicamos nuestro método al cilculo de valores
caracteristicos de matrices constantes perturbadas por matrices ‘‘pequeilas,”
estos resultados de la seccién 11 son de particular interés en el terreno del andlisis
numeérico.

Cierta notacién fija es usada a lo largo del trabajo y las definiciones nece-
sarias las damos aqui. Si z = col(z1, -+, x,) es un vector de n dimensiones
y A = (a;;) es una matriz de n columnas y renglones, entonces || z || = max | z; |
(t=1,--,n)y||A] = max |a;]| (4,5 = 1, ---, n). El simbolo @ denota
siempre el complejo conjugado de a. Los simbolos F(8) = 0(8%), y F*(5) =
0(6%), siempre denotarin lims,, F(8)/6* = 0, y lims,o F*(5)/6% = const.,
respectivamente.

2. Teoria de Floquet
Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
(2.1) w = A()w

donde w = col(w;, -+, w.), A(t) es una matriz n X n de funciones periédicas
y complejas de ¢, con periodo T = 27/w, integrables en el sentido de Lebesgue en
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[0, T]. Resultados clésicos de la teorfa de Floquet implican que si W (t), W(0) =
E, es una matriz fundamental de soluciones absolutamente continuas (A.C.)
de (2.1); ésto es, si las n columnas de W (t) son n soluciones A.C. linealmente
independientes de (2.1), con det W(¢) = 0, entonces

W) = P(t)e*,

donde P(t) es una matriz n X n no singular, P(t + T) = P(t), y B es una
matriz n X n constante. Las raices caracteristicas A, -+ , A, de ¢°” se llaman
los multiplicadores de (2.1), y las raices caracteristicas de B, digamos ay , * - -, an
se llaman exponentes caracteristicos de (2.1). Nétese que los exponentes carac-
teristicos estan determinados por la relacién

i T
)\j = 60‘J

y por lo tanto las partes imaginarias de a; s6lo estdn determinadas mdédulo sw.

Por las observaciones anteriores sabemos que las soluciones de (2.1) pueden
escribirse como el producto de ciertas exponenciales con funciones periédicas y
potencias de ¢. Si todos los multiplicadores son distintos entonces las soluciones
son el producto de exponenciales y funciones periédicas, si algunos de los multi-
plicadores son iguales entonces pueden aparecer potencias de i.

Noétese también que los multiplicadores pueden definirse como raices de la
ecuacion

det | W(T) —\E| = 0

Las consideraciones anteriores también son validas si A (¢) = A, es constante, ya
que en este caso puede tomarse un periodo arbitrario T # 0. En particular los
multiplicadores serdn las raices caracteristicas dela matriz ¢**”, y por lo tanto
las raices caracteristicas de A, pueden considerarse como un conjunto de ex-
ponentes caracteristicos.

Consideremos ahora un sistema mas general

(2.2) w = A(t, e)w

con las mismas condiciones que teniamos en (2.1), e es un pardmetro pequefio
complejo o real, A(t, €) es continua en e en una vecindad de e = 0, A(f,0) = A,
es constante, v || A(Z, €) || < f(¢) donde f(¢) es integrable en el sentido de
Lebesgue en [0, T], para 0 < | e| < ¢ .

Si W(t, €) es una matriz fundamental de (2.2), W(0, ¢) = E, entonces los
multiplicadores caracteristicos M(e€), - -, M(€) de (2.2) pueden definirse como
raices de la ecuacién

det | W(T,e) —AE| =0

vy los exponentes caracteristicos, ai(€), -+, a.(€), con sus partes imaginarias
determinadas médulo iw, por las relaciones

k]‘(e) = eai(E)T7 ] = 1; e, N
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Es sabido (vease [1]) que en estas circunstancias A\;j(e), 7 = 1, --- , n, son con-
tinuas en e para e = 0, y por tanto una determinacién de las «;(€e) puede con-
siderarse continua. Més aun, si 4 (¢, €) es analitica en € para e = 0, entonces lo
son A;(e) v a;j(e) con a lo mas puntos ramificados de orden finito. Un punto
ramificado nos lo proporciona el ejemplo siguiente:

T = &1 + T2
Ty = Ty + T3 + €1

$3_=$3+€702

donde los exponentes caracteristicos se determinan de manera que «;(0) = 1,
7 = 1, 2, 3. Entonces
a]_(é) = 1

as(e) = 14+ /2"
as(e) =1 — /2 "

lo cual de hecho hace notar que las potencias de e no estan relacionadas en forma
obvia ni con la dimensién del sistema ni con el grado de los divisores elementales
no simples de la matriz 4(¢,0) = 4,.°

Volviendo al sistema (2.2), sabemos por las observaciones hechas para sistemas
con coeficientes constantes que para e = 0 los multiplicadores de (2.2) son las
raices caracteristicas de la matriz ¢**”. En consecuencia conocemos los valores

deXj(e) ene= 0,75 =1, - -+, n,y sus multipilicidades. Sean
N N g =

las raices caracteristicas distintas de e¢*°” con multiplicidades uy, ps, - - , uq,
respectivamente. Como las funciones \;(e), 7 = 1, -+, n, son continuas en e
para e = 0, existen ¢ vecindades Vy, : -+, V,,de A", - -+ | A, respectivamente,
tales que para 0 = |e| =< e solo u; multiplicadores caracteristicos de (2.2)
estdnen Viyparak = 1, - -+, g, esto es, aquellos u; que se reducen a A cuando
e = 0.

Hasta aqui puede llegarse sin la ayuda de elementos auxiliares. Una buena
ayuda nos la proveé el método de aproximaciones sucesivas inventado por
Cesari, y mejorado posteriormente por el mismo Cesari, Hale y otros ([2, 7]).
Este método nos permite aislar aquellos multiplicadores que se originan a partir
de A para ¢ = 0. Por lo tanto es posible calcular los multiplicadores de (2.2) en
grupos de u; de ellos, y ademés, de calcularlos independientemente de los otros
grupos. No parece factible que utilizando solo la teoria de Floquet pudieran
lograrse estos resultados, y de aqui la necesidad de introducir algtin tipo de
aproximaciones sucesivas. También se han inventado otros métodos para obtener
esencialmente el mismo fin.

3 Parece que existe una falsa concepcién respecto a este hecho, vease, por ejemplo, [6],
pag. 298.
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En mi trabajo utilizo un procedimiento completamente similar al descrito
antes. En la seccién 4 se introducen ciertas transformaciones que en cierto
sentido aislan los multiplicadores, y en las secciones. 6 y 7 desarrollamos un
método para calcular los exponentes caracteristicos asociados con ellos.

La importancia de los exponentes y multiplicadores caracteristicos es que
determinan por completo el comportamiento asintético de las soluciones de
sistemas como (2.2). De hecho, sean \;j(¢), 7 = 1, --- , n, los multiplicadores
de (2.2).8i | N(e) | < 1,7 =1, - ,n,0 < |e| < &, entonces todas las solu-
ciones de (2.2) tienden a cero cuando ¢t — + «, y lo hacen exponencialmente. En
funcién de los exponentes caracteristicos la condicién | A;(e) | < 1 se traduce en
la condicién de que las partes reales de los exponentes caracteristicos sean
negativas.

Si|rj(e)|=1,7=1,---,n,0<|e| < e&,ysiN(e) #= N\(e) j # k, entonces
todas las soluciones de (2.2) son acotadasen —wo < ¢ < 4,0 < [e| < ¢
Para los exponentes caracteristicos a;(€) ésto puede traducirse en las condiciones

aj(e) # ap(e) (mod tw), i #k,
Real [aj(e)] = 0, j=1,---,m, 0<]e|l < e.

Finalmente, si para alguna j, | N;(e)| > 1 para toda e # 0, entonces una infinidad
de soluciones de (2.2) tienden a + « cuando ¢t — -+ «, y lo hacen exponencial-
mente, o equivalentemente, para alguna j, Real [a;(e)] > 0, para toda e # 0.

Noétese de la discusién anterior que esencialmente hay dos problemas diferentes.
Uno es determinar la acotacién de soluciones en las semirectas, 0 < ¢t < +
00>t> —»,elotro determinar la acotacién en toda la recta, —oo <t < 4.
El primer problema es en general mas sencillo de resolver por argumentos de
continuidad si miramos solo unas cuantas de las aproximaciones de los exponentes
caracteristicos. El segundo problema necesita mayor informacién, y en la seccién
siguiente discutimos los tipos de sistemas para los cuales los dos problemas son
esencialmente el mismo.

3. Sistemas reciprocos

Gran parte de las ideas generales de esta seccién estan contenidas en [7, 8], y
se repiten para dar mayor continuidad al trabajo.
Consideremos ahora un sistema real

(3.1) w = A(t, &w

que salvo por la condicién de ser real satisface las mismas condiciones que (2.2).
Diremos que el sistema (3.1) es reciproco si el hecho de que A(¢) sea un multipli-
cador de él implica que también lo es N""(¢). Més aun, como (3.1) es real, se
tiene que A(e) también es un multiplicador de (3.1).

La propiedad de reciprocidad nos proveé con un excelente criterio para deter-
minar acotacién de las soluciones. En efecto, supongamos que A(0) = ),
| N | = 1, es un multiplicador simple de (3.1) para ¢ = 0. Entonces N o= Xo
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también es un multiplicador simple de de (3.1) para e = 0. Como que los multi-
plicadores dependen continuamente de e existen vecindades V, U de o y A5
respectivamente tales que para 0 < | ¢ | = & ningdn otro multiplicador de (3.1)
estd ni en V ni en U. Pero X(0) = A *(0) y por lo tanto X(e) debe coincidir con

A7'(e€), lo cual es posible s6lo si | A(e) | = 1,0 < | ¢| < & . Hemos demostrado
entonces
TrorEMA 3.1: Si A es un multiplicador simple de (3.1) para e = 0, | Ao | = 1,

y (3.1) es reciproco, entonces para 0 < | e| < &, el sistema (3.1) tiene un
multiplicador A(e) tal que N(0) = Aoy | M(e) | = 1.

CororaRIO 3.1: Si para e = 0 todos los multiplicadores de (3.1) son distintos,
tienen mdédulo unitario, y (3.1) es reciproco, entonces todas las soluciones del
sistema (3.1) son acotadasen —0 < ¢ < 4,0 = |e| < e.

Un argumento de tipo similar es valido cuando algunos de los multiplicadores
son multiples, pero se necesita informacién extra en este caso, como veremos més
adelante.

Supongamos que A(0) = X, [A]| = 1, es un multiplicador de (3.1) para
e = 0 con multiplicidad ¢(0 < ¢ < n). Si (3.1) es recfprico entonces A\y" = X,
también es un multiplicador con multiplicidad ¢. Debido a la continuidad sabe-
mos que existen vecindades V y U de Ay y A" respectivamente tales que para
0 < | €] £ & sblo hay ¢ multiplicadores en V' y ¢ en U, aquellos que se reducen
a)\oy)\o_l para ¢ = 0. ' '

Sean

>\.7'(6)7 >‘J(O) = >‘0) .7 = 1, Tty G,

los que caen dentro de V. Sus reciprocos A\j"(e) son los que caen dentro de U,
y deben ser sus conjugados. Si sabemos que para 0 < | e| = ¢ los argumentos
de);(e),7 =1, --- , g, son distintos, se sigue

)‘J'_l(e)zxi(e)y j=1>"')Q)
y por lo tanto | A;j(e) | = 1para 0 < | e| =< &
Supongamos que 7o (o real) esta determinado por
AO — )\(0) — eiirT

donde ), tiene multiplicidad ¢. Y supéngase que utilizando algin método de
aproximaciones sucesivas hemos determinado que para ¢ > 0 los exponentes
caracteristicos asociados con A\ estdn dados por

(3.2) aj(e) =d0 4+ 88; +00), j=1,---,gq

donde & es cierta raiz de e y todas las B; son distintas e imaginarias puras,
j =1, .-+, q. Entonces por un argumento de continuidad, para 0 < § < &,
todos los multiplicadores \j(e), 7 = 1, ---, g, tiene argumentos distintos y,
por lo tanto, por la propiedad de reciprocidad, |Aj(e) | = 1,5 = 1, ---, g,
0 < ] €| < & . Hemos demostrado asi
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TroreEmA 3.2: Si el sistema (3.1) es reciproco, con g exponentes caracteristicos
dados comen (3.2), y A(0) = No, | Xo| = 1 es un multiplicador de multiplicidad g,
entonces ¢ exponentes caracteristicos de (3.1) son distintos e imaginarios puros
para 0 = | e| < €. Si, ademds, Ay £ =1, entonces hay 2¢ exponentes carac-
teristicos distintos e imaginarios puros.

Es claro, desde luego, que el mismo argumento es vélido si utilizamos aproxi-
maciones superiores en (3.2).

Nétese que el contenido del Teorema 3.2 es el tipo de informacién que puede
ayudarnos a resolver el problema de la acotacién de soluciones en — o <
t < -+, como se hizo notar al final de la seccién 2. De hecho el Teorema 3.2
asegura bajo ciertas condiciones la existencia de exponentes caracteristicos
imaginarios puros—condicién que es necesaria para obtener este tipo de acota-
cién. Lo que es més, la informacién se obtiene con s6lo mirar a ciertas aproxima-
ciones de los exponentes caracteristicos, y no importa que tipo de aproximaciones
sucesivas se utilice. Estos resultados apuntan la importancia que tiene inventar
métodos, de aproximaciones sucesivas.

Condiciones que aseguren la propiedad reciproca estdn dadas en el siguiente

Lema 3.3: Si existe una n X 7 matriz P(e), continua para ¢ = 0, | det P(e) |
=7 >0para0 =< | e] < & tal que se cumpla cualquiera de las condiciones

(3.3) P(e)A(t, ) = —A(—t, €)P(e)
(34) P(e)A(t, e) = —A*(t, €)P(e)

I

(A* esel transpuesto de 4) para0 < | e| < ¢y —» < ¢ < -+ =, entonces el
sistema (3.1) es reciproco. Para una demostracién de este Lema vease [8].

En este trabajo estaremos interesados en la situacién descrita por (3.3). La
relacién (3.4) corresponde a sistemas hamiltonianos. Las propiedades de los
sistemas que satisfacen el Lema 3.3 han sido objeto de intenso estudio.

Para referencia posterior demonstraremos que la ecuacién diferencial

(3.5) w4+ 207 + du = dor(t)u + ng(t)uu]

donde u es escalar ¢ , @2 son funciones periédicas pares, es reciproca si se le con-
sidera como sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Haga-
mos el cambio de variables

II1

(’U/; 'U/H; uly U ) = (wl y We, W3, ’U)4)

Estos transforma el sistema (3.5) en un sistema como (3.1) con

0 0 10
0 0 01

At ) = 0 1 0 0|’
—'+ epr —20" + e 0 0O
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v (3.3) se satisface si tomamos
P(e) = diag (1,1, —1, —1).

Conviene hacer notar que la condicién (3.3) del Lema 3.3 es més general que la
condicién usual de funciones pares e impares en la matriz que aparece en diversos
articulos conectados con este tema. Ilustramos ésto con un ejemplo. Tomemos el
sistema

(3.6) ' = Az + ®(t)z,
donde .
0 1 0 0 0 0 0 0
=74 0 0 o). () o) es(d)  est)
A=119 0 o 110 2@=1"%"""9" "o o
0 0 —¢ 0 Yi(t)  Pa(t)  ys(t)  ya(t)

Sistemas como (3.6) se originan a partir de dos ecuaciones lineales de segundo
orden debilmente acopladas.
Es fécil ver que la matriz

Ky ko ks ks
g 2]{}2 - kl g 2]{34 —_ kg

P =
ks ke ]{}7 ks
Uzks —k5 0'2]{?3 '—k7
donde k; constante, j = 1, --- , 8, satisface

PA = —AP

Asi que, para que el sistema (3.6) satisfaga (3.3) con respecto a esta P, es sufi-
ciente que

Py(t) = —d(—1)P.
Si los valores de k; en P se eligen de tal manera que
P = diag (1, —1,1, —1)

se obtiene la condicién usual de funciones pares e impares en la matriz ®(¢).
Pero si los valores de k; se escogen de manera que

0O 0 1 O
0 0 0 -1
P = 1 0 0 O
0 -1 0 O
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entonces la condicién en ®(%) es que
ei(t) = Y3(—t), ea(t) = —yu(t),
e3(t) = di(=1),  @u(t) = —¢(—1)
que no implica nada sobre la condicién de par o impar en las funciones de ®(¢).
Por lo tanto la condicién (3.3) es més fuerte que la condicién usual de par e
impar, y por esta razén la utilizaremos en nuestros teoremas de acotacién.
4. Tipo general de sistemas
El tipo general de sistemas que van ha considerarse es de la forma
(4.1) w = Aw + @ (Hw

donde w = col(wy, *--, w,), e > 0esunpardmetro pequefio, Aesunan X n
matriz constante y ®(¢) es una n X n matriz compleja de funciones periédicas
de ¢, periodo T = 27/w, integrables en el sentido de Lebesgue en [0, T'], Supone-

mos que 4 estd en su forma candnica de Jordany p1, -+, pg, ¢ £ 7, sOn sUS
raices caracteristicas distintas, con multiplicidades p; , - - - , pg , Zu; = n. Ademés
supongamos que p; tiene s;(j7 = 1, - -- , q) divisores elementales con grados
S7
vﬁj),"',v‘g)(j=1,---,q), kZIVIS;j)ZMj.

Finalmente supongamos que
‘ : pl_pk:mkiw k=2737"'7p1 péq
@) o0 o
pf;épk(mOdu") .7:1;2,"'7177 k=p+]—’aQ7
donde m; es un entero cualquiera.
De una vez para todas demostraremos que sistemas como (4.1) con todas las
condiciones anteriores pueden transformarse a un tipo candnico (4.6), y en las

discusiones que siguen hablaremos siempre de este tipo de sistemas.
En (4.1) hacemos la transformacién de variables

(4.2) w = Py

donde P = diag (1, 5, 8°, ---, ™2 *1 1 ... 1) y & es un nuevo pari-

metro tal que

6!"1+...+I‘p = ¢

es positivo. La transformacién (4.2) lleva el sistema (4.1) en el sistema
(4.3) y' = A%y + o*(4, 8)y

donde A* es como 4 excepto que todos los unos sobre p;,j = 1, -+, p, se han
transformado en &.
A continuacién transformamos (4.3) con el cambio de variable

(44) y = e(P1+543)tZ
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donde B es cierto nimero complejo indeterminado por ahora. Finalmente el
sistema resultante los transformamos con el cambio de variables

2 = @ J=1"-,m

—moiwt .
Gr=¢""" jEm+ L o

Zj = e T o J=EmAd w1l A ope o
(4.5)

="y j=mA o b+ Lt o
2 =% J=m+ - +tp+l-,n

El resultado final es un sistema

(4.6) o' = Hz + 8(4, 5, 8)z

donde H = diag (0, Z), con

(51 C1 1
4.7) z = ,
. Cn_l“l—"'_‘“p—l
* Op—pl—eeem, Hp
0 es la matriz cero de dimensién u; 4+ -+ + u,, ¢; €s 0 cero o uno y cada o;

tiene la forma
0j = Pk — P1

para alguna &k = p + 1 dependiente de j y todo lo demés que viene de A se ha
colocado en y(i, 8, 8).

Como en nuestro trabajo se estudiaran sistemas del tipo (4.1), y como los
multiplicadores y exponentes caracteristicos de estos sistemas son invariantes
bajo transformaciones como (4.2), (4.4) y (4.5), estudiaremos -directamente
sistemas como (4.6).

5. Método y condiciones de solucion

En esta seccién discutiremos un método de aproximaciones sucesivas para la
solucién de (4.6). Esta discusién estd relacionada con el trabajo [7] que a su vez
estd relacionado con [2].

Nos interesa ahora obtener soluciones periédicas del sistema (4.6). Tomemos
u1+ pe + - + up = wy definamos el operador B, que actuars sobre vectores
periédicos de n dimensiones p, de la forma siguiente

Op = (E — Po)p
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donde F es la matriz identidad n X n y P, est4 definido por
PU[C()l(pl y D2, ", pﬂ)] = COl(m[pl]v m[PZ], ] Tn[pML O; Tt 0)

donde m[p,] es el valor medio de p; .

Sea II el espacio topoldgico de todas las funciones vectoriales de n dimensiones
continuas en la variable ¢, periédicas en ¢, con periodo 7', y con la topologia
uniforme usual. Sea v(p) la norma de un elemento p € II. Dadas dos constantes
Ky L,K < L,y un p-vector arbitrario, pero fijo, a tal que || a || £ K definimos
un subconjunto Il C II por medio de

Il = {p € I | Py(p) = col(a, 0); »(p) = L}

esto es, todos los vectores p € II que tienen norma acotada y cuyas u primeras
coordenadas tienen un valor medio dado de antemano.
Definimos la transformacién 7: I, — II por medio de

(5.1) m(t) = a* + 8" [e 'O (u, 8, B) p(u)]du

donde a* es el vector n-dimensional (a, 0), y H = diag (0, Z), ¥(¢, 6, 8) son
como en el sistema (4.6). Debido a la definicién de ® sabemos que se satisface
Pole O/ (u, 8, B)p(u)]} = 0, y por la segunda condicién en (4.1") existe una
primitiva dnica F(t) de e ““O(u, 8, 8) p(u)] tal que e™'F(t) € Iy Pole™'F(t)] =
0. El signo de integracién en (5.1) se interpreta de manera que se obtenga esta
Unica primitiva. Obviamente Py{7(p)] = a* = col(a, 0).

3i podemos demostrar que 7 es una transformacién I, — II, y una contrac-
¢ién, entonces existe una funcién dnica z(t, a, 8, 8) € Il tal que

T[%(t, a, B, 6)] = x(ta a, B, 6)
Ademés la derivada de esta funcién periddica estd dada por
(52) x'(t, a, 8,8) = Hz(t, a, B, 8) + 0OR(L, 8, B)z(¢, a, B, )]

La ecuacién (5.2) no es la ecuacién que queriamos resolver, esto es (4.6), pero
si afiadimos la condicién

(53) PO[‘I/(t7 5, ,B)LU(t, a, ﬁa 6)] =0

entonces la funcién z(¢, a, 8, ) serd una solucién periddica de (4.6). A las con-
diciones (5.3) les llamémos ecuaciones de bifurcacién de (4.6). Las ecuaciones
(5.3) representan u ecuaciones para 8y las u componentes del vector a. A partir
de (4.4) la determinacién de § nos proporcinari algunos de los exponentes
caracteristicos de (4.1); esto es, aquellos u exponentes caracteristicos que se
reducen a

aj(e) = p1 -+ 06; J

I

Licersm

() =g+ 38 G=mt A matl o, mt o =

donde ¢* = e.
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Tenemos entonces que demostrar el siguiente
TroreMA 5.1: 8i (¢ 27 — E) no es singular entonces existe una 8, tal que para
el intervalo 0 = 6 < &, la transformacién 7 definida por (5.1) es una contrac-

cién de Iy — I, .
La demostracién del Teorema 5.1 se sigue sin mayor dificultad del siguiente

Lema 5.1: 8i H = diag (0, =) es la matriz constante (4.7), (¢ > — E) no es
singular, 4 (t) es un vector periédico de » dimensiones, de periodo T, integrable
en el sentido de Lebesgue en [0, Ty Po(h(t)) = 0, entonces

I e™ [ e™h(uw)du | < Q f, | h(w) || du

donde @ es una constante que depende de T' y de los valores caracteristicos de H,
y “J” se interpreta como en (5.1).

Para demostrar el Lema 5.1 necesitamos los siguientes lemas.

LEema 5.2: Sea 2 una matriz constante de dimensién (n — u); f(t), un vector
periédico de dimensién (n — u), con periodo T, integrable en el sentido de
Lebesgue en [0, T]; y sea (¢7*" — E) no singular, entonces

| & fe ™ f(uydu || < S [, || ()| du,

donde S es una constante que depende de 7' y-de los valores caracteristicos de =,
y “f” se interpreta como en (5.1).

Demostracién : La funcién

t+T 3y

(7" =B, e (w) du

ey - . ., , .
es una primitiva de ¢ “f(uw) como puede probarse por derivacién. Ademis, si

t+T

G(t) = & — B)7 [ e (w) du

entonces

[

(627 — B)7 @D [0 e (u) du

Git+T)

(e~ET _ E)—leE(t+T) fz+Te—2(v+T)f(v)dv

t+T

= (7T =BT e (v) dv = G(1)

por lo tanto G(¢) es periédica con periodo T'. Pero como solo existe una primitiva
de ¢ f(u) con esta propiedad, entonces

G(t) = & [ 2f(u) du

donde “[”’ se interpreta como en (5.1).



32 CARLOS IMAZ

Ahora de (5.10) tenemos
Il = 1™ — B [ ¢ ™f(u) du |
= (™" = BT 17 e (u) du |
= (™" = BE)7 [ (0 + o) dv |
= 8 J5 17w dw,
y el Lema 5.2 est4 demostrado.

Lema 5.3: Si g(t) es un vector periédico de dimensién u, periodo T, integrable
en el sentido de Lebesgue en [0, T, con valor medio cero, entonces existe una
primitiva tnica de ¢(t), digamos z(£), periédica con periodo T, valor medio cero,
y esta primitiva est4 dada por

(55)  2() = [og(u) du =[], g;(w) dul; j=1,2 - ,u
dODdeE:(Ely"'7£#)y0<£i<T)j=1,"',[-‘-

Demostraciéon: Como el valor medio de g(t) es cero sus primitivas son peri6di-
cas. La Unica primitiva de valor medio cero puede escribirse (notacién como en

(5.5))
2(t) = [, g(u) du — m[f, g(u) du)

donde 7 es cualquier vector constante de dimensién p. Como 2(t) tiene valor
medio cero existe un vector £ = (&, -, £),0< & < T,7=1,---,u,in-
dependiente deé 5, tal que z;(¢;) = 0,7 = 1, -- -, u. Tomemos entonces

2(t) = [, 9(w) du — m[f, g(w) du]

y como z;(£;) = 0 la constante debe ser cero y obtenemos (5.5) demostrando el
Lema 5.3.

CoroLARIO 5.3: Si g(t) y £ son como en el lema anterior entonces

(5.6) L@l = Il feg(w) dull < f; | g(w)| du.
Es suficiente considerar los intervalos ¢; < t < &+ T,5 =1, --- , u,
|20 = |, 05(w) du] = [, | gs(w)| du <[5 [gi(w)] du, =1,

y se sigue (5.6).
Ahora el Lema 5.1 es consecuencia inmediata del Lema 5.2 y del Corolario 5.3.

Vamos a demostrar ahora el Teorema 5.1, para ello necesitamos probar que
existe una &, tal que para 0 < & < & , se satisfacen las dos condiciones siguientes:
a) v[7(p(?))] = L;
b) sip(t), p*(f) € I, entonces »[7(p) — 7(p*)] = Ww(p — p*), donde
0<iI<I1.
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Demostracion de a) :
(@) = [a* || + 8]l ™ fe ™ OW(u, 8, B)p(w)] du ||
= K + 5Q/; || Ol (u, 8, £)p(w)]l| du
< K +8Qf (w58 p(w) du
= K + 0Qyor(p) = K + oL
donde Q est4 dada por el Lema 5.1, ¥ o es una cota de [; || ¥(u, 8, 8)| du.

Entonces para 0 = 6 < &, tenemos

K + 6Q¥L < L
y queda demostrado a).
Demostracion de b) :

I 7(p) — (M)l = 8 [ " fe ™ OW(y, 5, B) (p(u) — p*(w))I| du

= QYor(p — p*)
Entonces para 0 < 6 < 62,

v[r(p) — 7(p¥)] = b(p — p*)

donde 0 < I < 1y queda demostrado b). Tomando 8, = min [6; , §;] completamos
la demostracién del Teorema 5.1.

CoroLARIO 5.4: Si (¢ 27 — E) no es singular entonces la transformacién (5.1)
tiene para 0 = 6 = §, un punto fijo tnico z(¢, a, B, §) en II, . Ademds, cualquier
otra funcién en I, que satisfaga (5.2) debe coincidir con'z(¢, a, 8, §) . Finalmente,
z(¢, a, B, 8) es el limite uniforme de la sucesién de funciones dada por

0
@ = a*

x(j) = T[x(j—l)]y .7 = ]-7 27 R

De (5.7) esfécil ver, por induccién, que la solucién y las ecuaciones de bifurcacién
son lineales en a*. De hecho debido a la definicién de P, y de a* = col (a, 0)
las ecuaciones de bifurcacién toman la forma

A(3,B)a =0

(5.7)

donde A(8, 8) es una matriz de dimensién u X py @ = col (a;, - -+, au). Més
especificamente,

A3, 8) = A(3, B) — BE,
donde A’(0, B) es independiente de 8.

Si 8° es un valor caracteristico de A’(0, 8), entonces existe una funcién con-
tinua de 8, 8 = B(8), B(0) = B° tal que B(8) es un valor caracteristico de
A°(3, B); ésto es, satisface la ecuacién

(5.8) det | A°(8,8) — BE | = 0.
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En realidad habré u de estas funciones 8(8) que satisfacen (5.8), y como veremos
en lo que sigue la existencia de estas funciones da, en cierto sentido, una con-
dicién necesaria y suficiente para el método.

TeoreEMA 5.5:Sea z(1, a, B, 8) la funcién dada por el Corolario 54,0 <6 < 6.
v la || < K. Si existe una funcién continua 8(8) tal que para 0 < 6 < 6* < &
se cumple

(5.9) det | A'(3, 8(3)) — B(DE | = 0,
y si a(8) es el vector caracterfstico correspondiente a 8(8), que satisface
Pofz(t, a(8), B(8), 8)] = a(é)
la@®] =K

entonces z(t, a(8), B(8), §) es una solucién periddica de (4.6) con valor medio
a(8), para 0 £ § £ 6*. Y reciprocamente si z*(¢, §) es una solucién periddica
de (4.6) con valor medio K* < K y periodo T, para 0 < § < &*%, entonces
x*(t, 8) = z(t, a(8), B(8), 6)

donde z(t, a, 8, 8) estd dada por el Corolario 5.4, 8(8) y a(8) son continuas,
B(5) satisface (5.9) y a(8) es el vector caracteristico correspondiente y satisface
(5.10). En otras palabras, si 6 es suficientemente pequefia entonces la existencia
de 3(8) es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una solucién
periédica de la ecuacién (4.6).

(5.10)

Demostracién: La parte directa del Teorema 5.5 es obvia. Probaremos sélo
la parte reciproca (necesidad). Sea x*(¢, §) una solucién de (4.6) cumpliendo la
condicién Polz*(t, 8)] = K* < K.

Como z*(t, §) es una solucién de (4.6) entonces
(5.11) Oz* — Hz* — &y (¢, 8, 8)z*] = 0; Polz* — Hx* — 6¢(,8,8)z*] =0
Debido a'la definicién de © y la forma de H obtenemos |
Oz* — Hx*] = 2% — Hzx*
Pyz* — Hx*] = 0

como el valor medio de la derivada de z* es cero y H = diag (0, ). Por lo tanto
(5.11) se reduce a
¥ — Hz* — 601, 6, 8)lz* =0

(5.12)
3Poly(t, 8, B)x*] = 0;

pero (5.12) implica
z*(t, 8) = =(t, a(3), B(9), 9).
B(8), a(d) satisfacen (5.9) y (5.10), y K* = a(9).
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CoroLArIo 5.6: Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
solucién del sistema (4.1) de la forma (4.4) donde z es periddica, es que 8 sea
una solucién de (5.8); esto es, estas soluciones 8 de (5.8) determinan los ex-
ponentes caracteristicos de (4.1) asociados con p; en (4.17).

Ademéds, en general hay u de estas funciones, y si son distintas obtenemos u
soluciones linealmente independientes de (4.1).

Procedemos a dar ahora las aproximaciones sucesivas. De acuerdo con (5.7)
podemos resolver el sistema (5.2) por medio del siguiente esquema

x(O) = (a’l: ;aﬂaoa ;O) = g*
(5.13) 29 = 2O + 8" e O (u, 8, 8) " (u)] du (mod &%)
j = 1’ 2; 3’ tte

donde mod & indica que se toman términos hasta de orden &’ en la J-ésima aproxi-
macidn, ésto no cambia la convergencia ya que eventualmente todos los términos
aparecen en las aproximaciones.

Escribamos otra vez el sistema (4.6)

(5.14) 2 = Hx + &(t, 8, B)z,
donde H = diag (0, 2) y ¢(¢, 6, 8) son como en (4.6) y (e_ZT — E) no es singu-
lar.

Para obtener de (5.13) una solucién de (5.14) debemos satlsfacer las ecuaciones
de bifurcacién en cada paso, o sea que debe cumplirse

(5.15) Poly(t, 8, 8) 2P = 0 (mod ™) j=1,2,---.
Como ya se habia hecho notar antes la solucién es lineal en a*; es decir,
N o_ X(J’)a*

donde X es una matriz.
Si definimos

A = ¥(1, 8, 8) X (mod ")
entonces las ecuaciones de bifurcacién (5.15) pueden escribirse
PO[A(J'—I)G’*] =0 .7 = ]-: 2: T

Sea A¢;*1y la matriz de dimensién p X u obtenida de A¢;_yy al quitarle las Gltimas
n — u columnas y renglones y susbstituir los elementos restantes por sus valores
medios. Entonces las ecuaciones de bifurcacién toman la forma

(516) A’(kj_l)a = 0,
las cuales se satisfacen si
det (AG) = 0

24 *
¥y @ es un vector caracteristico de A¢;_y
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Es claro, ademés, que toda la informacién contenida de esta manera en la
J-ésima aproximacién se preservari para las aproximaciones de orden superior.
La razén es que siempre que un término entra en las ecuaciones de bifurcacién
sigue apareciendo en las aproximaciones posteriores, y ademés los términos
aparecen de acuerdo con su orden en el pardmetro o.

6. Calculo de exponentes caracteristicos (I)

Sin perder demasiada generalidad, pero para hacer la exposicién més clara
considérese el sistema

(6.1) w = Aw + @(t)w

con las mismas condiciones que el sistema (4.1). Pero supongamos que A tiene
solo una rafz caracteristica p, de multiplicidad n, y grado » en el divisor ele-
mental, esto es

p 1 0

- p 1 .
(6.2) A = ' .

. . 1

Qevvvvvmnnennns P
Supongamos ademés que ®(t) = |¢i(t)], 4,5 = 1, -+, n, tiene valor medio
cero; esto es, mlp;;(t)] = 0,4,7, -+, n.

.Cambiando el sistema (6.1) a la forma canénica indicada en la Seccién 4
obteénemos | .. '

x' = B\b(t’ 0, 6)
donde 6" = ¢,y
—B+ " en 14 8w 3"y " Vo,
& o —B+ 8" 1+ e 3" om
v(t, 8,8) = : \ : :
5<Pn—1,1 b On1,gr t e 1 + 5"(’0"_1'"
@nt OQug <t e -8 + 8" Onn
Calculemos las ecuaciones de bifurcacién sucesivas (5.16); en este caso la
matriz Al;_y tiene paraj = 1, --- , n la forma
(-8 1
-8 1
A?J'—l): ) j=1,"',’ﬂ,
1
-8B
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ya que m[®(¢)] = 0. Como la tnica solucién de las ecuaciones det | Af;_p| = O
esB =0,7 = 1,---, n, no se obtiene ninguna informacién en estas aproxi-
maciones. Sin embargo, en la siguiente aproximacién obtenemos
-8 1
(6.3) Al = ' _
. 1
M —B

donde M estd definido por
M = mioulfen + [Jou + [[foa + - 4+ [ -+ [oul
“I“ <Pn2[f<P21 + ff‘P?:l + ‘|“ f e fsonl] + + <Pnn[f<Pn1]}

Si por ®,(¢) denotamos la Gltima renglén de la matriz ®(¢) entonces la expresién
anterior puede escribirse en la forma més compacta

®,(8)z™ (¢) (mod ™)

(6.4)

y por lo tanto M estd dado por
(6.5) 8" = m@, ()™ (¢)] (mod &™)
Demostraremos ahora el siguiente

TrorEMA 6.1: Dado un sistema

(6.6) w = Aw + d(H)w

donde w = col (wi, ---, w,), A es una matriz constante de dimensién n X n
de la forma (6.2), ¢ es un pardmetro real pequefio, ®(t) = (¢:;(1)),
3,7 = 1, .-+, n, es una matriz compleja de funciones periddicas en ¢, periodo

T = 2r/w, integrables en el sentido de Lebesgue en [0, 7], y m[®(¢)] = 0. En-
tonces si el ntimero M definido por (6.4) o (6.5) es diferente de cero existen,
para 0 £ & < 8, n exponentes caracterisitcos distintos de (6.6) de la forma

(6.7) aj(e) = p+ 2R 0P, =1, ,n
donde 8" = ¢, C" = 0, y C¥ son las distintas raices n-ésimas de M.

Demostracion: Si F (8, 8) = 0 es la relacién funcional (5.8) entre § y 8, entonces
buscamos ciertas soluciones 8 = B(8) de esta ecuacién. Consideremos ahora
la ecuacién

(6.8) det | Afny| = 0
donde Af,, estd dado por (6.3).
Entonces a partir de (6.8) se obtiene

(6.9) F(3,B) = 8"+ "M + 0(5""") = 0
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donde 0(8"*") contiene todos los términos de aproximaciones superiores que
empiezan con al menos 8", Es claro por la forma en que se ha construido (6.9)
que es holomérfica en 8y § en una vecindad de (0, 0), y por lo tanto (6.9) puede
escribirse

F5,8) = Ao+ A + A"+ - =0
donde cada A; es una serie de potencias en 5. Adem4s sabemos que cada una de
las series A; , -+ , An_; empieza con al menos términos de orden 8", mientras

que A, empieza con "M y A, comienza con 1.

Los valores de 8 que nos interesan son los dados por aquellas soluciones
B = B(8) de (6.9) que se aproximan a cero cuando § — 0. Tomando 6 = 0 en
(6.9) se obtiene

F<076> =18n=07

por lo tanto 8 = 0 es una raiz de multiplicidad » de F(0, 8).
Por el teorema de preparacion de Weierstrass ([11]) sabemos que en este caso

(6.10) F(3,8) = lao+ asf+ -+ + auss™™ + "1 + Bo+ Bif + B’ + - - -]

donde cada a; y B; es una serie de potencias en §. Ademés la parte polinomial
en el lado derecho de la ecuacién (6.10) tiene exactamente 7 raices que tienden

a cero cuando § — 0. Por lo tanto, a;(0) = 0,7 =0,1,---,n — 1. Y por (6.9)
debemos tener que B;(0) = 0,7 =0,1, ---.

Analicemos con mds detenimiento los coeficientes ay, -+ , dn—1 de (6.10).

Para obtener‘d/e (6.10) los términos de grado cero en 8 tenemos que multiplicar
all + B

donde By comienza con al menos 8. Si @, comienza con 6%, o < 7, habria un tér-
mino de grado cero en 8y grado o < n en 8 en (6.9), pero éste no es el caso.
Si a9 comienza con 8%, @ >n, no habria término de grado » en § y grado cero en
B en (6.9); pero hay uno, —3&"M. Por lo tanto debemos tener que o = m. Asi
que ao comienza con §".

Para obtener de (6.10) los términos de grado uno en 3 tenemos que calcular

By + (11[1 + BO]-

. - 1
Sabemos que ao comienza con 8", por lo tanto aoB; comienza con al menos 8",

Si a; comienza con 8% o < n -+ 1, habria un término de grado uno en 8 y grado
a <n -+ 1enden (6.9); pero no hay un término tal. Por lo tanto a; debe co-
menzar con al menos 8" Siguiendo este argumento podemos demostrar de la
misma manera que as , - - - , G,—; también comienzan con al menos 8"t

Esto significa que la parte polinomial de (6.10) puede escribirse en la forma

[Bnaén) + .. ] + [6n+1a£n+1) + .- ] 8+ [B"Haé"ﬂ)

6.11) )
( + B BT A 1T 6T
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yr Py*..* Poy
Py
y=mn |~
~
~
~
~
~.
~
~
~
~
~
~
\\Pn 2
t=1-wx=n—-1 z=n
Fig. 1

con a§™ s 0, donde todos los términos no escritos dentro de los corchetes son de

grado superior en & que el término escrito. Los coeficientes af" ™, j = 1

n — 1, pueden ser o no cero, pero esto no tiene importancia para lo que sigue.
Para determinar el caricter analitico de las raices de (6.11) utilizamos el

poligono de Newton ([16]). En un plano coordenado colocamos los puntos

P0=<O’n): PJ'Z(ja"H)a j:1a2:""n’_17 Pﬂ:(nao)
donde ;,5 = 1,---,n — 1, es el verdadero grado en & de cada uno de los
corchetes, excepto el primero, de (6.11). Tenemos entonces
(612) ﬂjgn_’_ly j=1,"',’l’b—1,

El poligono de Newton consistird solo del segmento PoP, (Fig. 1.) ya que
la condicién (6.12) implica que todos los demas puntos estdn bien por encuna
de este segmento.

La pendiente de P,P, es —1, y por lo tanto las soluciones de (6.11) son ana-
liticas en 4.

Esto demuestra que los exponentes caracteristicos de (6.6) tienen la forma
dada en (6.7). Tenemos que probar todavia que C{’ = 0; P = M ;

’ ;’alr,a estc; :bl;)temos que la ecuacién (6.8) implica que 8" debe ser de la forma
(6.13) B" = "M + 0(8")

v a su vez (6.13) implica

(6.14) B = VM + o(5)

donde N/ M representa cualquiera de las raices n-ésimas de M. Como los ex-
ponentes caracteristicos de (6.6) son de la forma

Otj(é) =p+5ﬁ<5), ,7.:172""3’”7
obtenemos O’ = 0; C® = YM;j = 1, ---, n, terminando la demostracién

del Teorema 6.1.
Veamos con un poco més detalle la primera ecuacién de bifurcacién no trivial
del sistema (6.1), la cual toma la forma

(6.15) Py[Atma*] = 0
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donde A} est4 dado por (6.3). La ecuacién (6.15) se separa en el sistema

Bay = as
Bas = ag
(6.16)
B = an
"o M = Ba,
Si cada a; # 0, entonces (6.14) vy (6.16) dan
w/aa =8N M + 0(s)
as/ay =38 ~/M + o(5)
(6.17)
On/Ons = 8 /M + 0(3)
aM/a, = 5/ M/5" + o(5) /5"

Para que las ecuaciones (6.17) sean concordantes se necesita
(6.18) a; =87 j=1,--,n

Las relaciones (6.18) nos dan una idea de la estructura del vector a; en efecto,
hay n vectores a distintos, y cada uno de ellos tiene la forma

, a = (b, 8by,8bs, -+, 8" ).
Ademis puéde verse de (6.17) que para 6 = 0,
(6.19) bo/by = {yﬂ‘j,
donde /M representa cualquiera de las raices n-ésimas de ‘M , ¥ que
(6.20) bi/bi = [bo/b),  §=2,3,---,m.

Observacién: El resultado del Teorema 6.1 no es vilido, en esa forma, para
un sistema tan general como (4.1), ya que los cdlculos de 8 dependen de la
estructura de A y de ®(¢). Sin embargo es claro de lo hecho hasta ahora como
uno procederia en diferentes casos. El Teorema 6.1 es vilido para un sistema
€omo

w = Aw + ®(f)w,
donde se satisfacen todas las condiciones de (4.1) y, A = diag (4., 42), donde
A; es como en (6.2), (e *** — E) no es singular, y m[®(¢)] = 0.
7. Célculo de exponentes caracteristicos (II)

Seguiremos analizando sistemas como (6.1), con la salvedad que ahora
supondremos que el valor medio de ®(¢) no es cero. En particular supongamos
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que el elemento ¢,,1(¢) de la matriz ®(¢) tiene un valor medio distinto de cero,
m[pn,1(t)] = m. La primera ecuacién de bifurcacién con soluciones no triviales es

Py[Alnal = 0
y B esta dado por
-8 1 -
. . =8 1
(71) det ' A’(ko) l = . ’ . 1 =0
m —B

y demostraremos:
TreOREMA 7.1: Supongamos que el sistema
(7.2) w = Aw + &(H)w

es como (6.1), excepto que m[p,1(t)] = m 7 0. Entonces para 0 < § < § hay
n exponentes caracteristicos distintos de (7.2) de la forma

(7.3) ai(e) = p+ 2 O,  j=1,2,--,n,
donde 8" = e y CP,j5 =1, -, n,son las n-ésimas raices de m.
" Demostracién: La relacién funcional F(8, 8) = 0 estd dada por (7.1) como
(7.4) F(,8) = 8" —m+ 0(8) = 0.
Por lo tanto |
F(0, v/m) =0
Fg(0, V/m) # 0

donde ~/m representa cualquiera de las raices n-ésimas de m. La condicién
(7.5) nos permite aplicar el teorema de funciones implicitas a (7.4), y por lo
tanto podemos resolver (7.4) para (8 en términos de 6 en una vecindad de 6 = 0.
Ademés la solucién es analitica en 4.

(7.5)

Finalmente un argumento similar al utilizado en la demostracién del Teorema
6.1 demuestra que C°,j = 1, - - - , n, son las raices n-ésimas de m.
Podemos demostrar también

TreorEMA 7.2: Supongamos que el sistema
(7.6) w = Aw + @(t)w

es como (6.1), excepto que, m[en1(?)] = 0, mlen11(¢)] + mlen2()] = m +
my = m' # 0. Entonces para 0 < § < &, hay n exponentes caracteristicos distintos
de (7.6) de la forma

ai(e) = p+ 0(™) = p+ D O m =2
aj(e) = p+ 62 e  CP™ =23, ,n.

I

(7.7)
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donde 8" = ey €, j = 2, .-+, n, son las (n — 1)-ésimas raices de m'.

Demostracién: La primera ecuacién de bifurcacién no trivial es

PO[A;(kl)a’] = 05

-8 1 ...
. ._.B 1
0 omy - —8

donde B estd determinado por

La relacién funcional (5.8) a partir de (7.8) es ahora
(7.9) F(s,B) = " — pom’ + 0(8") =0

y F(0, B) = B" = 0. Otra vez podemos aplicar el Teorema de preparacién de
Weierstrass y escribir (7.9) en la forma (6.10). Un argumento completamente
similar al utilizado alli demuestra que la parte polinomial puede escribirse en
la forma

a® + -1+ 16e + - B+ + - 18+ -
+ Bants + - 187 + 8
donde a{® # 0,y a®, as®, -+ - , at?; puedenser o no cero, y los términos restantes

en cada corchete son de orden superior en § que el término escrito explicitamente.
Para obtener el poligono de Newton de (7.10) consideramos los puntos

(7.10)

Py = (0, m0)
P=(1,1)
Pi=(ymn), J7=2,--,n—1,
P, = (n,0)
donde 5;,7 =0,2,3,---,n — 1, es grado real en & de cada corchete en (7.10)

excepto el primero cuyo grado es 1. Entonces ; = 2. El poligono de Newton
consiste sélo de los segmentos PPy y PiP, (Fig. 2), excepto si g0 = 2, n = 2,
en cuyo caso consiste de sélo el segemento PoP.. La pendiente de PoP;
es —(no — 1), y por lo tanto una raiz es analitica en 8" . La pendiente de PP,
es —(1/n — 1), y por lo tanto las restantes raices de (7.10) son analiticas en
3" demonstrando (7.7) ; el resto se sigue como en el Teorema 6.1. Para obtener
informacién sobre 7, habria que ir a aproximaciones superiores.

No es dificil ver que en este caso la estructura del vector a es muy similar a
la de (6.18). De hecho hay n — 1 vectores de la forma

a= (6"""by, 8" by, - -+, 8""7D,)

donde b, es arbitrario y el resto estdn dados por relacinnes similares a (6.19)
y (6.20). El otro vector es de la forma
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a = (al,O, ,0, —alﬁml).

Para demostrar como se complican las cosas seguiremos un paso més en
nuestro anilisis. Tomemos otra vez el sistema (6.1) pero con las condiciones:

mlen(t)] = 0;
Mlpn_11(t)] + Mlens(t)] = my + me = 0;
mlen21()] + mlonrs (D] + mlpns()] = mi + mi + m3
La primer ecuacién de bifurcacién no trivial es ahora
Py[AGya] = 0.

Para simplificar la discusién y escritura, consideremos el caso n = 3. Entonces

I

m* # 0.

—B + &mi 1 1
A=(k2) = Bml —ﬁ + 62m;k 0
0 ome —B + &'ma

y de det | Af| = 0 obtenemos

(7.11)  F(5,8) = B + A8 + Bs*B + 5°C + o°D + 0(8*) = 0
donde

= —(mi + m¥ + mg)

%k 3k %k 3k * %k
m1 Me + mims + Mo Mg

Q W o~
Il

* *

= Mmime + Mmume
k k%

D = mi1 Mo M3

Si A 0, C 5 0, entonces el poligono de Newton para (7.11) consiste s6lo

yT
P,
*
PO(O; 770) """ Pn—l
*
TN\A(, 1)
AN
X
P,
| | | T
r=1 zr=n—1 z=n
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del segmento PoP; (Fig. 3) cuya pendiente es —1, y por lo tanto las raices de
(7.11) que nos interesan comienzan con 4.

SiAd 0, pero C = 0, la situacién no cambia excepto que P,tendra coordena-
das (0, n5), no > 3y por lo tanto las raices comenzarian 3"’  mo > 3;a menos
de que la pendiente de P@ se haga mayor que la de P,P; €n cuyo caso una de
las raices comienza con 8™ " y dos raices comienzan con 3™ %, En el caso par-
ticular no = 6, 71 = 4 las tres raices comienzan con &’. Y asi podriamos seguir
discutiendo el caso A = 0, etc., pero no llevaremos méas adelante el asunto. El
caso anterior ilustra con claridad las formas diferentes en que pueden aparecer
las raices de (7.11). Ademés ilustra el efecto de términos precedentes de la
matriz en los c6mputos.

Un ejemplo: Tomemos la ecuacién escalar
(7.12) u” + ec’u = (eN/2a cos wt)u.

Si ¢ # 0 entonces los exponentes caracteristicos de (7.12) estdn dados por (7.3)
y son

af(e) = Z;;=1 CJ('k)Bk .7 = 17 27

donde &* = ¢,y C° = 40, O = —io.
Si ¢ = 0 entonces los exponentes caracteristicos de (7.12) estdn dados por
(6.7) y son

ai(e) = Z;=1 C;'k)ak; .7 = 17 27

donde & = €, P =P = 0, cP® y C$? son las raices cuadradas del valor medio
de

4/2a cos wtf[v/2a cos wt;

estas son O = ia, O = —1ia.

Asi que en ambos casos el sistema (7.12) tiene todas sus soluciones acotadas
en —o <t < o ya que es reciproco y las primeras aproximaciones son imagi-
narias puras y distintas (Teorema 3.2).

2)
1

Pl(]-: 77=1k)
Y
Py (0, 3) |\ *Py
0,3 N
AN
N
AN
AN
AN
AN
\ P3(37 0) ,Z
z =3

Fi1c.3
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8. Inestabilidad de sistemas

Resultados de inestabilidad se siguen con gran facilidad para sistemas del
tipo estudiado hasta ahora. Por simplicidad daremos los teoremas para sistemas
como (6.1), excepto que el valor medio de ®(¢) puede ser cero o distinto de cero.

Consideremos el sistema

(8.1) w = Aw + d(t)w,

donde w, €, ®(¢) son como en los casos anteriores, 4 es como (6.2), con p imagi-
nario puro. Nos referiremos a este sistema simplemente como (8.1). Con M
denotamos el nimero definido en (6.5), por m;; el valor medio del elemento
¢i;(t) de la matriz ®(t), y por n la dimensién de A.

TrorEMA 8.1: El sistema (8.1) tiene para | e | = ¢ una infinidad de soluciones
que tienden a -+ « cuando ¢t — -+  siempre que se cumpla una de las con-
diciones siguientes:

(a) mij =0(z,j=1,---,m),n>2y M #= 0;

(b) mij =0(,7=1,---,n),n = 2y M es real positivo;

(¢) mij =0 (4,5 =1,---,n),n = 2y la parte imaginaria de M no es
cero;

(d) mu #0,n > 2;

(€) Mp 5% 0, n = 2y my es real poéitiVo;

(f) mm # 0, n = 2 y la parte imaginaria de m,; es distinta de cero;

(g) Mm =0,m = My, + Mpe # 0, yn > 3;

(h) ma, = 0, m ## 0, n = 3y la parte imaginaria de m es distinta de cero;
(i) mm = 0,m # 0,n = 3y m es real positivo;

(37) ma = 0,m = 0,n = 2 y la parte real de m es positiva.

Demostracion: (a) De acuerdo con el Teorema 6.1 los exponentes caracte-
risticos de (8.1) estédn dados por

aj(e) =p+ 88, +006) j=1,---,n

donde 8" = ¢,y B;,7 = 1, ---, n, son la n-ésimas raices de M. Como M = 0
y n > 2 al menos una de las raices tiene parte real positiva. Entonces una de las
funciones a;(€) tiene parte real positiva para 0 < § < &0, que es lo que necesi-
tabamos demostrar. Los casos (b) y (c¢) se siguen de la misma manera a partir
del Teorema 6.1; (d), (e), y (f) se siguen del Teorema 7.1; y los demés casos se
siguen del Teorema 7.2.

Observacion: Resultados parciales de este tipo han sido obtenidos por otros
autores. Vease, por ejemplo, [9] para una caso especial de (a) del Teorema 8.1.
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9. Acotacién de soluciones

De las discusiones precedentes es ficil deducir teoremas sobre acotacién de
soluciones.

TrorEMA 9.1: Considérese el sistema real
"
Toj—1 = Xaj
”n 2 4 2n .
(9.1) ¥y = —2092; — o+ € X pm (T j=1,,n

donde o; > 0, 20, 5 0, ¢; 5# o) (mod w), 7 5= k, ¥ ¢;(t) sonreales, periddicas
en ¢, de periodo T' = 2x/w, valor medio cero, integrables en el sentido de Lebesgue
en [0, T]. Sea M; definida como en (6.4) correspondiente a cada una de io;,
Jj=1,--,n Entonces, si (9.1) es reciproco,y M; < 0,j =1, ---, n, todas
las soluciones de (9.1) son acotadas en — <t < +o para 0 < [e| < &
Demostracién: Hagamos en (9.1) el cambio de variables
Toj—1 = Wsij—3 o
Loy = Wiy
, =120
T2j—1 = Wy
xéj = W4y

que transforma (9.1) en un sistema lineal de la forma

(9.2) ‘ w = Aw + 2(t)w,
donde 4 = diag (d;, -, 4n)
0 1 0 0
o0 1 o ._.
4=\ 990 o 1] I=Lm
—ot 0 —275 0

Cada uno de los bloques 4 ; se puede poner en la forma candnica

’I:O'j 1 0 O )
e [0 iz 0 0 N
4i=l0 0 —igy 1] =L
0 0 0 —ig

pbr medio de una tranformacién de similaridad utilizando los bloques

10 0 10; 0
—o o, a; 105
C; = 3 %) s % =1,2,-,m
J —o; —20; —to; 207 J ’ ’
4 .3 4 I g
o; —3to; —a; —3to;

Por lo tanto el cambio de variables

w = Cy
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donde C = diag (Cy, ---, C,) lleva (9.2) a la forma
(9.3) Y = A%y + 2*(1)y,

donde A* = diag (AY,---,4%).
Por el Teorema 6.1 y porque el sistema original es real, sabemos que los ex-
ponentes caracteristicos de (9.3) son '

azi-a(€) = io; + 0V M; + 0(8), azi(e) = do; — 33/ M; + 0(5")

asjcriz(€) = —io; + 0VM; + 0(8); agjian () = —do; + 6\/]71 + 0(5%,
dondej =1,2,---,n,8 = e
Como M; <0,7=1, ---,n,y como el sistema original es reciproco, entonces

todos los exponentes caracteristicos de (9.3) son imaginarios puros para
0 = |e| < e, (vease el Teorema 3.2) y queda demostrado el teorema.

En particular (9.1) es reciproco si todas las funciones ¢;(¢) son pares. Podi{a
hacerse una enorme lista de teoremas como el anterior para diversos sistemas.
En lugar de hacer ésto preferimos enunciar una especie de teorema general, para
acotacién e inestabilidad, cuya demostracién se sigue inmediatamente de los
Teoremas 6.1, 8.1 y 3.2.

TrorEMA 9.2: Dado un sistema real
(9.4) w = Aw + (H)w,

donde w = col (wi, ---, w,), € es un pardmetro pequefio, A es una matriz
constante de dimensién n X n, y ®(¢) esuna n X n matriz de funciones periédicas
en ¢, periodo T = 27/w, integrables en el sentido de Lebesgue en [0, T, con valor
medio cero. Supongamos que pi, -, po (¢ = n) son las raices caracteristicas
distintag de 4, cada p; es imaginaria pura (otras podrian discutirse por un simple
argumento de continuidad) y

p;i # pr (mod iw),  j # k.

Sean u; , - -, ug las multiplicidades de p1, - -+ , pg, ¥ supongamos que estais
multiplicidades coincides con los grados de los divisores elementales no simples
para cada p;, 5 = 1,---,¢. 81 M,;,j =1,---, g, son los nimeros definidos

como en (6.4) correspondientes a cada p; entonces:

(a) siu; > 2 para alguna j, digamos j = k, M; # 0, entonces una infinidad
de soluciones de (9.4) no son acotadas en — e« < { < 4, para « = 0;

(b) sipwj=2,=1,---,¢,M; <0,5=1,---,¢qy (9.4) es reciproco,
entonces todas las soluciones de (9.4) son acotadas en —w <t < 4,0 =
| e| < &; o

(e) sipg; =2,7=1, -+, ¢, yalguna M, es real positivo o tiene parte imagi-
naria distinta de cero, entonces una infinidad de soluciones de (9.4) no estidn
acotadas en — o < t < 4 o para toda e = 0.
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10. Un ejemplo

Resultados como el Teorema 9.1 o la parte (b) del Teorema 9.2 no pueden
mejorarse esencialmente como veremos con el siguiente ejemplo.
Consideremos la ecuacién escalar

(10.1) '’ 4+ 25U+ dfu = doi(u + () u")

con las mismas condiciones que la ecuacién (3.5), e > 0 es un pardmetro pequefio,
e1(t), o2(t) son integrables en el sentido de Lebesgue en [0, T], mle;(f)] = 0,
J=1,2,20 # 0 (mod ), T = 2r/w.
Si en (10.1) hacemos sucesivamente los cambios de variables

(a') (ua uly uII’ uHI) = (’U)1 y W2, W3, ‘ll)4),

(b) w = Cy,

(c) y = P,

(d) T = e(io-+83)tz’
donde C es como la matriz C; en la demostracién del Teorema 9.1, Ia matriz P,
est4 definida por P = diag (1, 8, 1, 1), 8 = ¢, obtenemos al final el sistema

2’ = Hx + 6®(¢, 8, B)x,

en el cual
0 0 0 0
0 0 0 0
H = ,
0 0| —2i0 1
0 0 0 —2ic
—B + deu 1 + 6% don — d¢12
21 —B + O (23} — P2
q)(t, 5, B) = 2 )
0p1 —0 12 —B + opu 0012
S —8pm S —B + dpm
donde
i e )
ou 448 4¢’ 12 202
Q1 = —impu; P22 = —’1:th012

@i, = conjugado de ¢ k=12

Calculando en las aproximaciones sucesivas encontramos que el nimero M dado
por (6.4) estd determinado por

M= ’/n{qom[f en + f f <P21] + §022f on + sozle_zm[f éllezm

_ f@z]t@ﬁﬂ + tfgsz_ezi”] _ @223_2iﬂf¢2132i”}-
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Si en particular hacemos ¢; = a cos wt, 2 = b cos wt, entonces:

1
= 320%w*(40® — W?)? (85" + 40" + 320" — 16w")ab + (40'" + 30°w")b’

+ (8¢'w’ — ' — 166°)b — (4” + 166°)d°]

El signo de M determina la estabilidad, excepto sobre curvas aisladas del espacio
de coeficientes, de aquellas curvas para las cuales M = 0. Si ademis hacemos
¢ =1;w =%,y a = Db, entonces

(10.2) M =
A partir de (10.2) tenemos:

(i) sie > 1 0a < 0, entonces M > 0;
(i) si0 < a < 1, entonces M < 0.

49a(a — 1)
3528

Asi que en el caso (i) una infinidad de soluciones de (10.1) no son acotadas en
—ow <t < 4o para e % 0, y en el caso (ii) todas las soluciones son acotadas
en — o <t< 4+w,0= ]e]§eo.

11. Perturbacién de matrices constantes

Vamos ha considerer el siguiente problema de valores caracteristicos. Supéngase
que A(e) es una matriz de dimensién n X n que depende contlnuamente de un
parametro ¢ = 0, y que tiene la forma

(11.1) A(e) = Ao+ €4,y + o(e),
donde Ay, A, son independientes de e. Si pj(e), j = 1, ---, n, son las raices
caracteristicas de A (e), entonces p;(0) = pjo, 7 = 1, -+, n, son las raices
caracteristicas de A, . Supongamos que A, estd en forma canénica de Jordan.
Estamos interesados en calcular p;(e),7 =1, -+, n.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes

(11.2) = A(e)x = Awx + (A1 + o(€)/e)x,

que es del tipo de sistemas estudiados antes. Por lo tanto podemos aplicar la
téenica desarrollada antes y obtener las raices caracteristica de A (e) por medio
de las ecuaciones de bifurcacién de (11.2).

© Para ilustrar el procedimiento consideramos un ejemplo particular, aun cuando
el método es bien general en su aplicabilidad.

Consideremos
(11.3) Ae) = Ao+ eds + 0(),
donde
oo 1 0
Ado={0 p 1); A= (), k=123

0 0 Po,
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Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales
(11.4) = A(e)x
y hagamos en él los cambios de variables sucesivos

(a) z = Py, P = diag (1,5,48),8 = ¢86 = 0,
(b) y = e(Po+5ﬂ)t27

con éstas transformaciones llevamos (11.4) a

(11.5) 2 = 8B(B, 8)z + 0(8%e,
donde
—B8 + 8 14 %y dass
B(B,5) = dast’ —B + &afp 1+ dafy
a:g) 5(1(1) 6 + 52 (1)

Apliquemos a (11.5) el método de aproximaciones sucesivas para determinar las
ecuaciones sucesivas de bifurcacién. Tenemos los casos siguientes:

(i) siasy =0,
-8 1 0\/m "
Py 0 —8 0 fal;=0
L as’ 0 —B/ \as J
y, por lo tanto, 4
' g = ald + 0(5)

v las raices caracteristicas de (11.3) son (vease el Teorema 7.1)
| pi(e) = p+ 08 + 00", =123,
donde & = ¢,y B8;,j = 1,2y 3, son las raices ctibicas de asy;

(i) saff =0yasl +afy =150,
—B 1 0 a
dasy —B8 1 Ja||=0,
0 8a(l) —B/ \as

P

=3

y, por lo tanto,
g = gol + 0(5"),

y se tiene
pi(€) = po + 0(8%), a=2,
pj(é) Po + 53/2 J + 0(53/2)7 .7 = 1; 2;

I
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donde & = ¢, B8;,7 = 1y 2, son las raices cuadradas de [.
(iii) siaf = 0, as’ + afp = 0, entonces
[ —8 + Faip 1 0 o 1
Py dasy’ —B+ a1 a | =0,
,_ 0 daisy’ —B + dass’/ \as J

y ésta ecuacién es como (7.11) y ya ha sido discutida alli.

Nétese que toda la informacién obtenida, asi como la técnica utilizada, se
pueden utilizar con facilidad en cémputos reales. Esto es importante ya que el
problema de esta seccién puede considerarse basicamente como un problema de
anilisis numérico. Ademés, es posible manejar matrices completamente arbi-
trarias A (€) del tipo (11.1).
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