INTEGRACION p-ADICA

Por Francisco TomAs

Introduccion

Tema del trabajo. El tema general de este trabajo es la ‘‘integracién” de
funciones definidas en grupos topoldgicos con valores en campos valuados com-
pletos con valuacién v no arquimedeana. Es natural tratar de obtener una
familia suficientemente grande de conjuntos abiertos que sean integrables. Para
eso se supone que el grupo G es localmente compacto, con lo cual existe una
medida de Haar m invariante por traslaciones izquierdas, aunque se presenta la
dificultad de que sus valores son reales. Sin embargo, puede considerarse alguna
familia de conjuntos medibles U cuyas medidas sean racionales y, si el campo
P es de caracteristica cero, se tendrd que m(U) est4 en P. Se supone entonces
que P es de caracteristica cero. Si se quisiera aprovechar la medida de Haar
aunque P no fuera de caracteristica cero, deberia considerarse restringida a una
familia de conjuntos de medida entera, que seria necesariamente muy pequefia.
La tnica manera, con la suposicién de que P es de caracteristica cero, en que
se ha podido obtener una familia grande de conjuntos de medida racional ha
sido con la suposicién de que G es totalmente discontinuo, y tomando como
tal familia la de los subgrupos abiertos y compactos K y sus trasladados izquier-
dos, que se denominan discos. Tiene importancia bésica la funcién v(m(K)),
que se denota por v(K). Puede notarse que, de hecho, la estructura de campo
de P no interviene a lo largo del trabajo, excepto cuando se trata con integracién
de productos, sino solamente su estructura de espacio vectorial sobre el subcampo
P, , adherencia del campo de los racionales, por lo que se podria substituir P por
cualquier espacio vectorial sobre un campo valuado P, .

Integral de Riemann. Se dice que una funcién es R-integrable si convergen las
“sumas de Riemann”. En la seccién 1 se precisa la definicién de dichas sumas,
pero basta por el momento decir que estan asociadas a particiones de G, o sea a
descomposiciones de éste como unién de discos. Pero se encuentra que, en
ciertos casos, por ejemplot si G = Z5 , al tomar en consideracién todos los discos
s6lo pueden ser R-integrables las funciones localmente constantes, lo que lleva
a considerar, en lugar de la familia de todos los subgrupos abiertos y compactos,
una subfamilia @ estable por intersecciones finitas y de interseccién reducida a
{e}, resultando que el espacio L” de funciones R-integrables depende de € (ver
seccién 1, ejemplos 1 y 2). Ademids, existen tres definiciones aceptables de suma
de Riemann (ver 1.2, 1.4 y 1.5) que originan, para una misma @, tres espacios
LF, cada uno contenido en el anterior, que sélo se demuestra que coinciden si @
es “amplia” (ver 1.7). Esta condicién se cumple si G es el grupo aditivo de un
campo valuado localmente compacto (no necesariamente de caracteristica

1En todo este trabajo se representa con Z, el anillo de enteros del campo de nd-
meros p-ddicos Qp .
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cero) y @ es la familia de potencias del ideal de la valuacién. Se demuestra que
todas las funciones R-integrables son continuas y que, si G = Py, son derivables
y de derivada nula, aunque no toda funcién de derivada nula es necesariamente
integrable.

Integral de Lebesgue. Para desarrollar una integracién de Lebesgue es con-
veniente suponer que la familia € es totalmente ordenada y, por lo tanto, que
G es metrizable. Se definen entonces un espacio vectorial valuado L' que toma
el Jugar andlogo al de L' en el caso real y se demuestra que es completo y que
las “sumas de Lebesgue” de una funcién f de L' convergen a un elemento de P,
que se llama la integral (de Lebesgue) de f. Las integrales de Riemann y de
Lebesgue (con la misma familia totalmente ordenada @) coinciden en la intersec-
cién de los espacios correspondientes y, si @ es amplia y G compacto, L* < L.
En el caso de la integral de Lebesque se exige, ademés, que el conjunto

(K| K € ¢

no sea acotado inferiormente porque, en caso contrario, solo se puede obtener
una integral que no difiere de la de Riemann.

Aproximacion por funciones escalonadas. En la seccién 3 se busca definir un
espacio de funciones que se pueden ‘‘aproximar’ por funciones escalonadas con
soporte compacto, obteniéndose un espacio valuado completo L que estd caracte-
rizado por los axiomas I-I'V, pero esto se consigue solamente haciendo la hipétesis
(A), que es necesaria para poder aplicar el tipo de demostraciones de que se
dispone. La integral de Riemann estd definida para toda funcién escalonada
pero,; posiblemente, no siempre se puede prolongar a L por continuidad. Se
introduce la condicién (Int) (ver 3.3), necesaria y suficiente para que esa pro-
longacién sea posible, obteniendo entonces una ‘‘integral” sobre el espacio L.
Si @ es compacto y € es amplia, toda funcién R-integrable estd en L y se obtiene
la condicién (B) necesaria y suficiente para que los dos espacios coincidan. En
el caso de G metrizable y @ totalmente ordenada, L es esencialmente igual a
L' y las integrales coinciden.

El caso de v(K) acotada. Si los valores v(K) forman un conjunto acotado
(superior e inferiormente), L”® coincide con L y con el espacio de las funciones
continuas que se anulan en o, con la topologia de la convergencia uniforme.

La integracién con respecto a variaciones de ©. Se ha sefialado que la teoria
depende de la eleccién de la familia €. Es facil ver que, si € C €/, L¥(€) D
L¥(e) y L(e) c L(e") (yLYe) c L*(e) si @ y € son totalmente ordenadas
con inf {v(K;)| K; € € = inf {v(Ki)| Ki € €} = — o).

Adem4s, se ha visto la importancia de la condicién de amplitud de €. Puede
demostrarse que si (al menos) G es metrizable, existen familias amplias, pero
existen también familias asociadas a ciertos grupos metrizables que no pueden
sumergirse en una familia @’ que sea amplia.

Este trabajo es la tesis doctoral del autor, desarrollada bajo la direccién del
Profesor Frangois Bruhat en el Centro de Investigacién del I.P.N. Una exposi-
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cién condensada, presentada por Bruhat en el Seminario Bourbaki, se encuen-
tra en [1].

1. Integral de Riemann

Se supone un grupo topolégico G localmente compacto totalmente discontinuo
y un campo P valuado completo, de caracteristica cero, con valuacién real » no
arquimedeana que, si es discreta, se supone normada. Se considera una familia
e de subgrupos abiertos y compactos cuya interseccién es el elemento idéntico
e de G, cerrada bajo intersecciones, que debe, por lo tanto, constituir una base
de las vecindades abiertas de e. La familia @ es filtrante decreciente segin el
orden de inclusién. Se representa por € la familia de los trasladados izquierdos
2K de elementos K € @, que se llamarin discos. Para cada z € G, C, represen-
tard la coleccién de los miembros de € que contienen a x. Se reservard la letra
K para designar elementos de € y la letra D para designar elementos de G.
Sean K D K’; es claro que (K:K') € Z y que sélo existe un niimero finito de
grupos K; € @ contenidos entre K y K'.

Como G es localmente compacto, existe una medida de Haar m invariante
por traslacién izquierda que estd definida para los miembros de € y que interesa
solamente en su restriccién a dicha familia. Se fijard m de tal manera que m(K) €
Q para algin K € €. Comom(K') = (K":K'N K)(K:K'N K)'m(K) € Q, se
tiene que

m(K) € QC P
para todo K en € (y para todo D € @). Se usard la notacién
v(K) =v(m(K)); v(D) = v(m(D)).

Sea F un espacio vectorial sobre P. Se dird que F es valuado si existe V:F —
R U {x} con las propiedades V(ap) = v(a) + V(o) ¥

Vie+¢) 2 inf {V(e), V(¥)}.

La valuacién V determina una topologia en F, segin la cual las vecindades
abiertas de x € F son los conjuntos {y | V(z — y) > N} (o bien

{y| V(e —1y) 2 N}).

Esta topologia puede no ser separada. Se dird que F es completo si para cada
sucesién {p;} C F tal que limi,o V(ps — ¢iy) = o (sucesién de Cauchy),
existe ¢ € F con lim,. V(e — ¢;) = . En este caso se escribir4

o F—V
@~ hmi—»oo @i .
1.1. La funcién w, (seudo distancia) asociada a C.

DEerFINICION 1.
we(z) = sup {—v(K)| K € C}.
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Como »(K'N K”) < v(K') y @, es filtrante decreciente, se tiene:
Wwe(x) = limgee, (—0(K)) (L.1.1)

Es claro que, si € C €/, entonces wer 2> we . Pueden existir @ y @ tales que
Wwe — We NO sea acotada. Sean, por ejemplo, G = (Z,)% € = {p"Z, X p'Z,},
© = {p'Z, X p"Z,}, y sean z; = (p*, 0); entonces we(z:) = 3¢ y wer(25) =
" 64, de donde lim;,, (we (2:) — we(z:)) = .

Se observa que we es acotada superiormente si y sdlo si existe K € € con
v»(K:K’) = 0 para todo K’ C K. Efectivamente, si no existe tal K deben existir
KiDK;>D - - conv(K;:K;y;) 2 v(p) (para algin primo p), y se tiene, para
z; € K;, lim.o we(x;) = o; sl existe tal K, entonces »(K”) > »(K) para
todo K” € €y w, es acotada.

Finalmente, puede observarse que si @ es el grupo aditivo de @,, si P = @,
v 8l @ = {pZy}cz, entonces we(z) = v(z).

1.2. La R-integracién en el caso compacto. Se supone G compacto, con
(@) = v(m(GF)) = v. Sea f:G@ — D. Se usa la notacién

2 (LK, ) = 2Ziam(K)f(&),

donde K € @, s = (G:K) y {£&} es una coleccién completa minima de repre-
sentantes de las clases zK. Una suma Y, (f, K, £) se llamar4 suma de Riemann
de f relativa a K y {&}.

- Dermrcién 2. Se dird que f es R—C-integrable si existe limgee > K, §)
segtn el orden filtrante decreciente de €. El espacio de tales funciones se repre-
sentard por L*'¢(@).

DrrmNicrénN 3. Sea f € L¥°(@R); se define
fR'ef = limKEe Z (fs K: E)
Se tiene, pues, que, para cada N, existe K € € tal que

KcK' =2 (LK & — [*°f) > N, (1.2.1)
cualquiera que sea {£;}. ‘

Se puede comprobar sin ninguna dificultad que L*'¢( () es un espacio vectorial
sobre P en donde [ es lineal e invariante por traslaciones izquierdas ¢, de
las funciones f € L*¢(@) (se define o.f(k) = f(zk)). Esto dltimo es cierto
porque a cada Y (f, K, £) le corresponde una suma ) (o,f, K, z£) igual a la
primera, y reciprocamente.

Usando la notacién de (1.2.1), si K'Y < K7, se tiene

fR'ef = limy,e Z (f; KIN: EN)) (122)

cualesquiera que sean £ .
Si existen Ky D Kz D --- con ) K; = {¢}, para cada N existe iy tal que
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Kiy © K”. Por (1.2.1) se tiene
[ = limiw 2 (f, Ki, ) (1.2.3)
ProrosiciOn 1. 8i € C €, entonces L™® D L% y [*¢f = [®ef.

Efectivamente, si f € L% existen, segin (1.2.1), K¥ (e’ ) tales que K C
K¥e) =D (f K, £ — fR'e' f) > N, cualquiera que sea K € @’. Entonces,
existen K" (€)  K"(€') y es claro que, si K € K¥(€) c K¥(e')yK € e C
¢, o2 (f, K, & — [*f) > N, lo que demuestra que f € L*®y

J‘R,e’f — J‘R,ef‘

Como en la familia de familias € hay un orden filtrante creciente (existe @”
conteniendo @ y €’), y como al crecer € decrece L™'®, existe el minimo espacio
L*®, que se obtiene tomando @ como la familia de todos los subgrupos abiertos
y compactos de G.

Se dardn algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Sea G = (Z,)". Sean K, = p'Z, X p"Z, y K» = p"Z, X p'Z, .
Sean € = {K,} y @ = {K,}. Se supone que y = 0. Sea f = > o p " x(K,). Se
comprueba ficilmente que f € L*'®. Por otra parte, sean, para cada K, , dos
sumas de Riemann, 8; = > (f, K, , &) y S: = 2 (f, K1 , £); puede suponerse
que it CK,yEn €K,y puede tomarse &.; = &;parai # 1, & = (0,0) y
&1 = (0, p), teniéndose entonces v(S; — S2) = v(f(£1) — (&) + v(Ky) =
V(220 p” = 2 0 4 0(p™) < 4l(r + 1)/2] — 3r < 4 —r. Entonces
no existe lim,.., ) (f, K;, &) y, porlotanto, f ¢ L*, porque en caso contrario
debiera existir tal limite, segtiin (1.2.3).

Ejemplo 2. Tomando G = (Z,)’y € = {p'Z, X p'Z,}, se puede comprobar
que f € L si y sélo si existe K € @ tal que f es constante en cada 2K. Efecti-
vamente, si no existe tal K, sea cualquier K’ € @; para cada K, existen K”, z,
y,2,cony € K" 2z € zK”, f(y) # f(2) y tales que y y z tienen una coordenada
comin pudiéndose por lo tanto obtener un tal K” con »(K”) tan pequefia
como se quiera de donde siendo v»(f(y) — f(2)) + v(K”) una diferencia de
dos sumas de Riemann, se concluye que f ¢ L*®

1.3. R-integracién y traslacion derecha (G compacto). Se representa por
7,f la funcién tal que 7,f(k) = f(ky). Si & € &K, entonces

ty € 8Ky = £y(y 'Ky).

Por lo tanto, cada suma (f, K, £) relativa a la familia @ es igual a una suma
> (7., y 'Ky, &) relativa a la familia y '@y = €, puesto que m(y 'Ky) =
m(K) por ser G unimodular. Del mismo modo, cada suma de 7,f es igual a una
suma de f, de donde f € L*® & 7,f € L™ y, ademés, jR'ef = [®¢ 7. En
consecuencia, si @ = y €y = €’ para todo y, r,f € L®* = L™ para todo y,
esto es, L™% [®'° son invariantes por traslacién derecha.

Se da un ejemplo en donde @ no es invariante bajo todas las transformaciones
y'ey: Sea G el grupo de orden 2 que consta del elemento idéntico I y del ele-
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mento T, y sea Gy = Z . Supéngase que Gy opera en G, de este modo: I(z, y) =
(z,y) y T(z, y) = (y, z). Sea G el producto semidirecto de G; por G, esto es,
el grupo de las parejas (R, b), con R € G1 y b € G, y la operacién

(R, b) (R, V") = (RR', R'(b) + V).
Se toma,
e = {(I, (9"Z, X p"Z,))}.
Se tiene entonces, observando que (7,0) ™" = (T,0), que (T,0)(1,b)(T,0) =
(I, T(b)) para todo b € G, , de donde
(T,0)7e(T,0) = {(I, (0"Zy X p'Zy))} # €.

1.4. R-integracién en sentido estricto (caso compacto). Se puede notar que

no se ha podido demostrar que, si f € L*'¢(@) y K € €, entonces
fIK € L**"(K),

donde eN K = {K'N K| K’ € e}.

Dermvicién 4. Se dird que f es R—C—integrable en sentido estricto, o que es
R*-c-integrable, si f € L¥(@) y, paracadaz € G y cada K € €, (o.f)| K €

L*N5(K). El espacio de las funciones R*—e-integrables se representars, por
R* e
(@.
Cororarto 1. 8i f € L¥ e(G—), entonces (of)| K € L*°N*(K) para todo
Gy K E e.

PROPOSICI(SN 2. La afirmacién reciproca del Corolario 1 es verdadera. Adem4s,

fR'ef = Zi f]l;,enK oz

donde los z; describen un sistema completo minimo de representantes de las
clases zK.

Cada 2 (f, K, £) con K’ C K puede expresarse como
Do D m(ENf(iki) = Dimr 2 ima m(K) 0w, f(&i7)
= Z$=1 Z (016 f; KI, Ei)’

siendo s = (G:K),t = (K:K') y siendo cada {£;;}1<;<: una coleccién completa
minima de representantes de las clases zK' contenidas en K, lo que demuestra
la primera parte de la proposicién. Observando que, del mismo modo, cada
>t > (os f, K, &) esigual a alguna Y (f, K', £), se obtiene la igualdad.

1.5. R-integracion ‘“fuerte.” Se supone G compacto. Puede todavia consi-
derarse otro tipo de integracién de Riemann.

Se llamars particién, y se denotard por 8, a una descomposicién de G' como
unién G = Ui 2.K; de tal manera que z.K; N 2;K; = @i > j, y donde se
supone que existe K € @ tal que K; C K para todo 7. Se llamari norma de la
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particién, y se representard por Nm(és), al minimo K € € que contenga todos
los K; . Se definen las sumas de Riemann correspondientes a la particién § como

Z (f: 6: E) = Z:=l m(Ki)f(E1)7
donde & € K;.

Dermicién 5. Se dird que f es fuertemente R—C-integrable, o que f es R'-C—
integrable, si existe

limyn@ee 2 (f, 8, £),
esto es, para cada N debe existir K" tal que
Nm(s) € K¥ =0v(2 (f,6,8) — [®°f) > N.
Se representars el espacio de las funciones R’'—C-integrables por L* '®(G).

R* ’ , . .
Es claro que L™° D L*'® D L*'®. M4s adelante se dard una condicién
suficiente para que esos tres espacios coincidan.

PropOSICION 3. Sea G compacto. Entonces L* '® contiene todas las funciones
localmente constantes.

Dada f localmente constante, existen z:K;, 1 < 7 < 7, ajenos dos a dos, cuya
unién cubre G, y tales que f es constante en cada z;K,. El valor de las sumas
de Riemann correspondlentes a particiones é con Nm(B) C Nic Kies smmpre
el mismo, luego f € L®

1.6. Integracion de Riemann y “derivacion”. Sea G' compacto.
TroreMA 1. Si f € L™°(G), entonces
lima., [p(f(z) — f(y)) — we(a™y)] =
uniformemente. Esto es, para cada N existe K" tal que, si 2"y € K,
o(f(2) — f(y)) — we(zy) > N.

Sea f € L™°; existe K" tal que o[> (f, K, §) — 2 (f, K, )] > NsiK c K"
Sea 27y € K C K"; escogiendo convenientemente {} y {7 se obtiene que
o[f(z) — f(y)] + »(K) > N para todo K € €,-1, con K < K", de donde,
usando (1.1.1), se obtiene

o[f(2) — f()] — we(z™y) > N,
para todo 2 'y € K.
Cororario 2. Toda f € L¥°(G) es continua.
Porque we(z y) = v(G), de donde lim,., v(f(z) — f(y)) =

ProposicibN 4. Si G es el grupo aditivo de U, siendo U el anillo de valuacién
de P, entonces toda f € L*'® tiene derivada nula, si se toma € = {p’} (P conmu-
tativo y v discreta).
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Porque
limz., v(f(z) — f(y)/z — y) = lima., (f(z) — f(y)) — v(z — y)]
= limg.y [0(f(2) — f(¥)) — we(z — y)] = <.
Pero no toda funcién de derivada nula es R—C—-integrable: sea G = Z,, con
P = @Q,, ysean
2t _ 2 D 3¢
psiz€p + p'Z
fi(z) = { T
0 en caso contrario.
Se define f = > fiy se comprueba que f' = 0y f ¢ LR"%, esto ultimo porque
A: = (F(p) — f@° + P*)N)m@*Z,) = p P = p~™™ es una diferencia

de dos sumas de Riemann relativas a p*"Z, y »(A;) = —¢ + 1, que no tiende
a  cuando ¢ — .

1.7. El caso de @€ amplia.

DermiIciéN 6. Se dird que la familia € es amplia si existe 8 tal que, dados
KyK’'en e, con K D K’ existen K; talesque K =Ky D K;D --- DK, = K’
yo(Kia:K:) <8, (1 <0< n).

TroRrEMA 2. Sea @ compacto. Si @ es amplia, entonces L*'® = L¥¢ = L*°,
y f € L¥®siy sélo si

lim.., p(f(z) — f(y)) — we(z7Y)] = o, (1.7.1)
unif ormemetite.

Segtin el teorema 1, basta demostrar que, si se cumple (1.7.1) entonces f €
L¥® Sea K™ tal que, si K € K" v(f(z) — f(y)) — we(z™y) > N + 8
para 2y € K; sean 2 (f, 8, &) v > (f, &', &) tales que Nm(s) C K"y
Nm(3") < K", Se demostrars que v(D_ (f, 8, &) — > (f, &, £)) > N. 8i
5 es la particién U; 2.K; = Gy & es la particién G = U, ziK5, y si

K= (N:K)N (N: K,

basta demostrar que v( D2, 8,8 — > (f, K, n)) > N. Para ello es suficiente
demostrar que, para cualquier s, v(f(&)m(K:) — Doomif(nij)m(K)) > N,
donde {#;;} es una coleccién completa minima de representantes de las clases
zK contenidas en z.K;. Esto es, debe demostrarse que, si K ¢ K’ < K",
entonces v(f(§)m(K') — D i if(n;)m(K)) > N, donde {;} es una coleccién
completa minima de representantes de las clases zK contenidas en ¢K', y esto
queda demostrado si se demuestra, en general, que

(2 (F, K, 8 — 22 (f, K, n)) > N.
Pero como existen K; con K’ = KgD K1 DK;D - DK, =Ky
w(KiaiKi) <6,
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¥y como

o( 2 (f, K 8) — 2 (f, K, m))
> inf {o( 2 (f, Kia, &) — 20 (f, Ki, 8))|1 <3 < o,

basta demostrar que v»(Y, (f, K’, §) — 2. (f, K, 7)) > N con la hipétesis
adicional de que »(K’:K) < B. Finalmente, es claro que basta demostrar que,
siKc K c K" yo(K':K) < B, entonces

0(8) = o(f(MK") — 2 f(n)m(K)) > N,

donde {7;} es una coleccién completa minima de representantes de las clases
2K contenidas en ¢K'.
Como m(K') = tm(K), se tiene

(A) = o( 2 (FB) — f(n:)) + v(K)
2 inf fo(f(&) — f(n))|1 <7 <8+ o(K)
> N + 6 + inf fwe(£79) |1 < <} + o(K).
Como we(£7'n;) > —v(K'), se tiene
v(A) >N+ 8 —v(K') +v(K) > N.

CoroLARIO 4. Sea G compacto. Si we es acotada (sies acotada superiormente),
L"© es el espacio de las funciones continuas.

Porque, en este caso, € es amplia y, adem4s, la condicién (1.7.1) equivalel a
lim,., v(f(z) — f(y)) = =, que equivale a la continuidad de f.

1.8. La integracion de Riemann en el caso no compacto. Se darin dos de-
finiciones, ambas generalizando la R*-e-integracién del caso compacto. La
segunda definicién sélo tiene sentido en el caso en que la familia € es filtrante
creciente, y amplia la primera, en ese caso.

Dermvicién 7. Se dird que f es estrictamente integrable, o que es R*~@—inte-
grable, si para todo K € @ y todo z € G, (o.f)| K € L™ *"(K) y, ademis,
para cada N, sélo existe un nimero finito de clases zK tal que v( f ¢af) <N.
En este caso se define

J-R'ef = ZaEA f}lg.e ozf,

donde {2z} ac 4 €8 una coleccién completa minima de representantes de las clases
zK. El espacio de estas funciones se representa por L* ¢

Es claro que f” '® f no depende de la eleccién de K: basta comprobarlo para
K' C K, y esto es consecuencia de la proposicién 2.

También es claro que es suficiente que se cumplan las condiciones de la
definicién para todo K € € suficientemente pequefio. En otras palabras, la
R*—c-integrabilidad sélo depende de la parte de @ cercana a e.



10 FRANCISCO TOMAS

CoROLARIO 5. G es compacto si y sélo si x(@) es R*—e-integrable.

Porque G es compacto si y s6lo si es unién finita de clases 2K, y cada x(K) es
R*-c-integrable.

Se supondré a continuacién que la familia € es filtrante creciente, lo que se
indicars, brevemente por €. Se dard la definicién de R*-ey—integrabilidad,
que amplia la anterior, en dos partes. Se usars la notacién Gy = Ugce K.

Dermvicién 8. Supéngase que G = G. Se dir4 que f es R™—es~integrable, o
que f € L¥"°F(Gy), si f| K € L* " (K) para todo K ¢ €y [£'°f converge
segln el orden filtrante creciente de €, definiéndose en este caso

fR'ef = liIlege fﬁ'ef.

DermNicién 8. Se dird que f es R*—Cy—integrable, o que f € L™ °* (@), si
para todo z € @, (o.f)| Go € L¥'°F(Gy) y, ademds, la suma D .cs [6:° 0o f 8
convergente, siendo {Z.}«c4 una coleccién completa minima de representantes
de las clases Gy . Se define en este caso

fR'ef = ZaeA Ig;e Ouof

Se verifica facilmente que L*'® < L*"'°F y que las definiciones de [*'® con-
cuerdan.
Nota 1. En la definicién 8 podria haberse reemplazado la condicién

f1K € L" " (K)

para todo K€ @ por la siguiente: f | K € L*'*" (K) para todo K € @ suficien-
temente grande, obteniéndose asf la definicién de funciones B—@~integrables y
del espacio L®'°"(Gy). Del mismo modo, reemplazando en la definicién 8 la
condicién (o.f)| Gy € L¥ 7 (Gy) por la condicién (o.f)| Go € L*F(Go), se
obtiene la definicién del espacio L™'** (). Es claro que, si € es amplia, entonces
L*eF = [Fher,

Puede darse el caso de que L* ¢ 5 L™ ®F Por ejemplo, si Gy no es compacto
y m(K) converge segin el orden filtrante creciente de ©; en ese caso x(Go) ¢
L%y x(Gy) € L¥°F. Ademds, en este caso, como los valores de m(K) son
enteros y crecen, para que m(K) sea convergente debe ser creciente v(K), lo
que implica fR'e x(Go) = 0. Este ejemplo se realiza para G = P = @, .

Se puede comprobar que L¥'® y L*¥'°F son espacios vectoriales invariantes
por traslaciones izquierdas de sus funciones, donde [*'° es lineal.

Por razonamiento analogo al del inciso 1.3 se ve que

feL™ o nfe L™

- . . . . R*,
y que si @ es invariante por automorfismos interiores, cada 7,f € L™ ¢y

fR'e mof = A(y) fR,ef,

donde A es el médulo del grupo. Son vilidas las afirmaciones anilogas para
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L®°F_ Debe notarse aqui que A(y) € Q porque 3 'Ky es un subgrupo abierto y
compacto de G. '

1.9. Integracion en grupos cocientes.

TroreEMA 3. Sea G compacto, con la familia @ de subgrupos abiertos y com-
pactos. Sea H un subgrupo compacto normal de @, y considérese el grupo G/H
con la familia ¢’ = {KH/H |K € @}. Sea 7:G — G/H el homomorfismo ca-
nénico. Sea f:G/H — P. Sifor € L**(@),f € L™% (G/H). Son vilidas también
las afirmaciones correspondientes para L® ¢y L*"¢,

Se haré la demostracién para el caso de L*"'®. La misma demostracién, simpli-
ficada, es valida para el caso L®®. La afirmacién para L* ' es consecuencia
inmediata de la afirmacién para L*'® y de la definicién de L*'¢.

Sea m(w(KH)) = m(K) parotodo K € €. Sean K" tales que Nm(s) C K" =
o( Y (forr, 8, £) — [®®for) > N.Sean K’ = K"H/H. Bastars demostrar que,
para cada & con Nm(8') < K, cada Y (f, &, £) es igual a una suma

2 (for, 8, n)
con Nm(3) < K. Sea Nm(s') < K" y
X (5,8, 8) = TiafEmED) = i for(g)m(KD).

Sea K; = 7 'K: N K; es claro que = 'K; = K.H = U}, K,:hi,-‘y-qué'Ké =
(K H). Entonces 3 (1, &, £) = 2iaf(g)m(Ki) = Lt for(E)m(K:) =
Siarifor(E)m(Ky) = Dion 2oiiafor(Ehi)m(K:) = 22 (for, 6, m).

1.10. Integracion de productos.

TroreEMA 4. Sea G compacto. Si € es amplia, el producto de funciones E—¢—
integrables es R—C—integrable.

Segtin el teorema 2 debe demostrarse que si se cumple (1.7.1) para f y para
g, también se cumple para fg. Se tiene

v(f(z)g(x) — f()9(y)) = v(f(z)(9(x) — g(y)) + (f(=) — F(¥))g(¥))
2 inf {inf {v(f(2))}, inf {v(g(y))}}
+ inf {v(g(z) — g(¥)), v(f(=) — f(Y)}.
Por lo tanto, si v(f(z) — f(y)) — we(z™y) > Ny
v(g(x) — g(y)) — welz™y) > N,
se tiene
v(f(x)g(z) — f(9)9(y)) — welz™'y) > N — inf {inf {s(f(2))}, inf {(g(x))}},

que demuestra el teorema puesto que la frontera inferior es constante.



12 FRANCISCO TOMAS

+ 1,11, Dos contraejemplos.

1.11.1. Se da un ejemplo de funcién f € L*® — L*"® para un grupo G con una
familia € no amplia. Se usard la notacién plr] = p*. Sea

G =127, y C = {plr)Z}rz0

Sean fi = plilx( 2 51 pli) + plilZ,), £ = —plilx(2_is pls) + plilZ,). Entonces
f= > 2 (fi + f7) cumple con la condicién requerida porque

feL*™ 'y flpZ, § L*""(pZ,),

segln se comprueba a continuacién:

(a) 2(2 (f, plrZ,, &) — 22 (f, pllZ,, &) 2 inf {o(f(x)) — f(y)) |
z—y € p(r)Z,) + v(plrlZ,) > 27 — 2 = 27 que tiende a « cuando r — .
(b) Sea A = 3 (f, plrZ,, §) — (f, plr + 11Z,, n). Se tiene
A = (plr)f(g) — 28 f(0i)) (plr + 1) + (pIIf(87) — 222 (k)
(plr + 1)~

donde & € D> i=iplil + plrlZ, y los n: representan las distintas clases laterales
lzqulerdas de plr + 1] contenidas en Y i1 plj) + plrlZ », y anilogamente
para £, m y >.izs pljl + plrlZ,. Por lo tanto, como f(&) = X i pli] ¥y
228 f(ai) = plr) 25— pl) + Za=r+1 plj], donde &' 2 r y t' > r, se tiene

(plrlf (&) 7 22 f(al) (ol 4 1D
B = (Pl i Pl + i L)) (ol + 1)
y.anilogamente, o
(plrlf (&) — 2288 £(ni)) (plr + 1)
= —(plr) 2l pl] + 2o pl)) (plr 4+ 17,

de donde A es de forma (Z=plr] D ., pli] £ D 24 pli)) (plr + 1) 7" con s >
ry t.> r, 1o que implica que v(A) > 27. Se concluye de (a) y (b) que f € L™

(c) 8id =2 (flpZy, pINZy, §) — (F19Z,, plr + 1)Z,, ), es claro
que Ay = (plr] 2 e plil + 2254 1] (plr + 1)) 1, de donde »(4A;) =
0yflpZ, ¢ LR'eanp(pr)-

1.11.2. Se da un ejemplo de funcién f € L*® — L¥"°. Considérense los
mismos Gy e@de 1.11.1. Sean f; = plilx(U (5 + pli]Z,)), tomada la unién para
0<;5& p[z —1]—1,yseaf= 2 oifi.Se ve facilmente que D (2 iafi,

[z]Zp ’ E’L ZJ—O P.?] Yy que 1) ZJ—'L+1f.17 p[Z]Zp’ E] > p[z]a de donde Z (f7
plilZ,, &) = 2 icepljl + As, con v(A;) > pli] de donde se concluye que
f € L™°(@); por una repeticién de este argumento para cada o.f y cada p'Z,,
se comprueba que f € L*"¢. Se observa, ademés, que, escogiendo los £;; con-
venientemente, se puede temer Y. (, pl)Z,, E) = > i plj] para todo <.
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Sea 6 la particién formada por los trasladados de p[¢]Z, diferentes de plilZ, ¥
los trasladados de plz + 1]Z, contenidos en p[¢]Z, . Se tiene entonces una suma

Z (f,B 77) 1+ ZJ—Op[JL de donde Z(f} ZP:&) - Z (f)a 77) = —1

lo que muestra que f ¢ L*e

1.12. Sobre familias € amphas Se da, en primer lugar, un ejemplo de una
familia € que no estd contenida en ninguna familia amplia:

" (a) Sea F, el campo de ¢ elementos y T, el conjunto de las matrices triangu-
lares inferiores inversibles de orden 2 con coeficientes en F,. Entonces, T, es
subgrupo de GL(2; F,) de indice ¢ + 1 (puesto que T, tiene (¢ — 1)°q elemen-
tos y GL(2; F,) tiene (¢ — 1)°¢(¢ + 1) elementos). .

(b) Se demuestra que T, es méximo. Sea

X=(Z x)eGL(z F,)

conz = 0,y sea G’ el subgrupo geherado por T,y X. Se consideran vai‘ios casos:
(1) Siac # 0. Entonces

1 2\ _ a z\(7'a 'z 0
(0 1)=4C 0 D).

A= (.fb(::_i bxﬁ a(ac ° bx)_l>

donde

de donde

1 2 U ’
(0 1> € @ para todo 2.

Yy U _(y 0 1 y'iu
v w) v w—y w/\0 1
(y'u>€G'.

\v w/ -

Usando, para u # 0, la igualdad

y u\ _ (1 wiu\ly—w'w 0
» w) \0 1 v w)/’
queda demostrado que G’ = GL (2; F,).

(ii) Sie = 0y c = 0. Entonces X .= (2 g) y

G963 D-Ci der

Siy # 0, se tiene

de donde
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reduciéndose este caso al caso (i)
(iii) Sia # 0y ¢ = 0. Entonces

1 0\/0 = 0 z '
<—c:1(;_1 1><b c)=(b 0>EG’

y este caso se reduce al (ii).
(iv) Sia # 0y ¢ = 0. Como en el caso anterior,

O G R G K

(¢) Para cada potencia p” del primo p existe un primo ¢ con p" | ¢ + 1,
puesto que en la progresién —1, —1 4 p", —1 4 2p", --- | existen una in-
finidad de primos. Sea g, un primo tal que p" | ¢, + 1; sea G = [[izt GL(2; F,)
y sea la familia de subgroupos K, = []izi Ty, X [[m>n GL(2; Fy,). Es claro
que cada K, es subgrupo méximo de K, y, por lo tanto, € no se puede extender,
lo que, al ser © amplia, da el ejemplo buscado.

Finalmente se observa que, dado cualquier grupo G metrizable, se puede for-
mar una familia € que sea amplia. En primer lugar, se toma un subgrupo com-
pacto G’ y una familia de subgrupos mormales de G’ ordenados por inclusién.
Entre cada dos elementos K D K’ de la familia consecutivos se intercalan sub-
grupos K; de tal manera que, en la serie

K/K = KJ/K' D Ky/K' D --- D K,/K' = K'/K,
K/K' sea p-subgrupo de Sylow de K/K' y que [K,+:/K':K,/K'] = p para
r > 0, con'lo que se obtiene una familia amplia.
2. Integral de Lebesgue

Se conservan las mismas suposiciones de la seccién anterior, pero se supone,
ademds, que la familia @ estd totalmente ordenada por inclusién. Como entre
dos elementos K y K’ de € s6lo puede haber un ntdmero finito de elementos de
e, cada K € @ contiene un K’ € € miximo (en @) y es el miximo elemento de
e contenido en un K” € @, esto tltimo con una posible excepeién, si K contiene a
todos los K’ € @. En consecuencia, los elementos de @€ forman una sucesién
{K} estrictamente decreciente, con — @ < ¢ < o, 0 bien,0 < 7 < co.

Se supondrd, ademés, que

limse v(K;) = — 0.
2.1. Valuacion de un conjunto.
DEFINICION 1. Sea A C @. Se define, para 4 # @,
v°(4) = sup {v(K) |K € ey AK = A},
donde se conviene en que sup § = — . Se.completa la definicién con

v°(0) = v%(@) = sup {»(K) | K € ¢}.
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Es claro que la definicién de v°(A) coincide, en el caso de A = K, con la
definicién de v(K), y que si A = 0, v°(A) = — o si y sélo si no existe K € €
con AK = A.

La funcién »°® depende de @, pero se suprimir4 el indice superior y sélo se
usard la notacién completa »® cuando se trate con diferentes familias €.

LEma 1.
(a) v(4AU B) 2 inf {v(4), v(B)},
(b) (4N B) 2 inf {v(4), v(B)},
(c) v(G — 4) = v(4),
(d) v(G) = v(0) = supxce {v(K)}.

Las demostraciones para A = 0 6 B = 0 son inmediatas. Se supondré A = @
y B # 0. (a) es inmediata porque, si AK = A y BK = B, (AU B)K =
AKU BK = AU B. Observando que v(4) = sup {»(K) |K € ey (z € A =
zK € A)} yquev(®) = v(G) 2> v(C) para todo C, se obtiene (b).Si AK = A,
(G— A)K D G — A, de donde v(G — A) < v(A) y, por simetria, se obtiene
(¢). Finalmente, es claro que »(G@) = supgce {v(K)]}.

Por la observacién hecha después de Ia definicién, si v(A) > — o, A es
abierto. En este caso, si A es-acotado, se expresa como unién finita de discos
ajenos y estd definida m(A), teniéndose

v(m(4)) 2 v(4).
2.2. Valuacién de una funcién, G compacto.

Dermicién 2. Sea G compacto; sea f:G — P. Para cada a € Py r 2 v(a),
se definen: »

E.(f,a) = {z[v(f(z) — a) > 1},

v (f, @) = v*(E(f, @),
Wi () = infe {r + v°(f, o) | E:(f, a) 5= 0},
WE(f) = inf{W7(f)}.

También se suprimirin los indices superiores @ en v (f, a), We(f) y WE(f).
Se observa que v, es una funcién decreciente de r, para a fija.
Es importante notar que

v({z|v(f(z)) > r}) 2 infe {0.(f, 0)};

efectivamente, porque si inf, {v.(f, a)} = M > — » existe, por la propiedad
v(K;) > —o, un K; con v(K;) = M y E.(f, a)K: C E.(f, a) para todo a
(con v(a) < r), de donde {z|v(f(2)) > rlK;C {z|v(f(x)) >} ¥y

v(fx [o(f(2)) > r}) 2 M.
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Prorosicion 1.

(a) W(af) = v(a) + W(f),
(b) Wi+ g) 2 nd {W(), W)}

E.(af, b) = B, (f, a’'b), lo que implica que v.(af, b) = Vi@ (f, a’'b),
yr + v(af,b) = v(a) + (r — v(a)) + v, (f, @), lo que implica W.(f) =
v(a) + W, (f) para todo r, de donde se obtiene (a).

Se tiene E.(f + g, @) = E,U E,U E;, donde E; = U(E,(f, b) N E.(g, ¢)),
tomada la unién sobre todas las intersecciones tales que v(b +c¢ — a) > 7,

By = E(f,0) N {x |v(g(z)) > 1}, ¥y
Ey = {z|v(f(z)) > 7} N E.(g, a), de donde
ve(f + g, @) 2 inf {inf {v.(f, b)}, inf {v.(g, )},
de donde
W.(f + g) 2 inf {W.(f), W.(g)},
que implica (b).
Proposicién 2. 8i W(f) > — «, f es continua.
Sea z € G con f(x) = 0ysea N > v(f(z)). Entonces
own(f, f(2)) 2 w(f) — N> —=,
y Ex(f, f(z)) es abierto, de donde f es continua en z. Si f(y) = 0,
Sz lo(f(y)) > N}) 2 inf {ox(f, @)} 2 W(f) =N > —
y f es continua en y.
2.3. La integral de Lebesgue en el caso compacto. Se supone G compacto,
con v(@) = v.
Prorosicién 3.
inf {v(f(z)) |z € G}
= inf {r | existe a conv(a) < ry E.(f,a) =0} > W({f) — v.
CororLARIO 1. W(f) = » & f=0.

El corolario es evidente. La igualdad de la proposicién es inmediata. Por
Gltimo, v,(f, a) < v, de donde r + v.(f, @) < r + ¥, de donde

W(f) < inf {r|existe a conv(a) < ry E.(f, a) &= 0} + v,
de donde la proposicién.

DEFINICION 3. Se dird que f es I-C-integrable, o que f € L"¢(@),si W(f) >
— ® ylimr->oo Wr(f) = .,
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Observacién:
fe e < f es continua y lim,,, W.(f) = .

Ya se ha visto la implicacién de izquierda a derecha. A la inversa, si f es con-
tinua, todo E,(f, a) es abierto y, siendo G compacto, f es acotada, de donde,
como el conjunto Ry = {r | W,(f) < 0y r 2 inf {v(f(z)) |z € G}} es finito,
el conjuncto {r + v.(f, a) | € Roy E.(f, a) # 0} es acotado, de donde W(f) >

— 00,

Trorema 1. El espacio L"® es un espacio vectorial valuado completo sepa-
rado (con la valuacién W). Contiene las funciones caracteristicas x(D) de
discos D € &, que forman un conjunto total en L"®. Se tiene W(x(D)) = (D).
Ademds, L"® consta de functiones continuas y su aplicacién idéntica (inclusién)
en el espacio de las funciones continuas con la topologia de la convergencia
uniforme es una aplicacién continua.

La Proposicién 1 y el Corolario 1 muestran que L"® es espacio vectorial
valuado separado. Se demuestra que es completo:

Sean f; € L', (4 =1, 2,---), con lim;,, W(f.) = «. Entonces 2.:f:
converge uniformemente a una funcién f (segin la Proposicién 3). Se demuestra
primero que f € L"®. Sea N; sea S, tal que 2 > S; = W(f)) > N; sea S,
tal que (r > Sy 1 <7< 8) = W.(fi) > N. Entonces, para cada

r > sup {S1, Sq},
existe S; con 7 > S;=inf {v(fi(z)) |z € G} > r, y se tiene
E.(f,a) = E(2 3], a)

y Wo(f, @) = W22 f:, @) 2 inf {(W,(fi, a) |1 <4< 8 2N, lo que
demuestra que lim,,,, W,(f) = «. Por otra parte, para cada r existe S tal que
i> S8=1inf (p(fi(x)) |z € G} > r, de donde E.(f, a) = B, (D 3sfi, @) ¥
W.(f, @) = Wo(2iafi, @) 2 inf {W,(fi,a) |1 <4< 8} 2> inf Wo(fi,a) 2
inf {W(f;, a)}, de donde

W(f; a’) 2 inf {W<f'l7 a’)}; (231)

que demuestra que f € L"°.

Se demuestra ahora que Y f; converge en L"® a f. Del mismo modo que se
ha demostrado que f € L"® y que se cumple (2.3.1), puede demostrarse que
cada D imnyafi € L'y que W(Ximufi, @) 2 inf {(W(fi, a)|i> n},
de donde es inmediato lo que se quiere demostrar. o

Se comprueba sin ninguna dificultad que x(D) € L"® y que W(x(D)) =
v(D), esto tltimo porque cada E,.(x(D), a) es D 6 bien @, por lo que, en cual-
quier caso v(x(D), @) = v(D) y, como r 2 0, si E.(x(D), a) ¥ 0 se tiene
W.(x(D)) 2 v(D); finalmente como Wo(x(D)) = 0 + vo(x(D), 1) = v(D),
se tiene W(x(D)) = v(D).

Sea ahora cualquier f € L"® y sea N; quiere demostrarse que existe g =
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D raax(D:) tal que W(f — g) > N. Sea ro tal que r > ro = W,(f) > N.
Es claro que cada E,,(f, a) % 0 puede expresarse como unidén finita de discos:
B, (f, a) = U;z,K,. Sea fo = D 2if(ai) x(22:K.), donde la suma se
toma sobre una coleccién completa minima de representantes a de las clases de
P/9,,(9,, = {b € P|v(b) > ro}). Esa suma debe ser finita porque, en caso
contrario, se tendrian una infinidad de puntos z; € G con v(f(z;) — f(z;)) < 7o
para ¢ # jy, habiendo un punto de acumulacién, esto contradiria la continuidad
de f. Falta ahora demostrar que W(f — fo) > N, no habiendo problema para
W.(f — fo) si r < ro porque, en este caso, E.(f — fo, a) = 0. Sea r > 1o
entonces E,.(f — fo, a) puede expresarse como unién de intersecciones

Er(f, b) n Ef(fo ) C)

y conjuntos E,(f, d) y, como cada E,(f, , ¢) esigual a algin E,,(fo,¢) = E,(f,¢),
se tieney segl'm el Lema 17 vr(f - fl)’ a) > lI].f {lnf {vr(f, b)}7 lnf {vfo(fJ b)}} y
r+0.(f—fo, @) 2 inf {(W.(f), r —ro + W, (f)} > N, de donde

Wr(f - fO) > N

para todo r, y W(f — fo) > N.

Ya se ha visto que toda f € L"® es continua. La Proposicién 3 muestra que,
si Z, f: converge en Ll'e, la serie Z fi es uniformemente convergente, lo que
termina la demostracién del teorema.

PROPOSICION 4. Si f = D.2iax(D:), con limi, (v(a:) + v(D;)) = o,
entonces f € L' y W(f) > sup {inf {v(a;) + »(D;)}}, donde la frontera su-
perior se toma sobre todos los posibles a;, D; con las propiedades anteriores.

Como W (a(D:)) = v(a:) + W(x(D:)) = v(a)) + v(Dy), se tiene
W(ax(D:)) — o,

por lo que > i ax(D;) converge en L, a alguna funcién f* € L"®. Como, segin
el Teorema 1, debe converger uniformemente a esa funcién, y puesto que con-
verge uniformemente a f (porque v»(D;) < 7), se tiene f = f’ € L'®.

Ademés, W(f) > inf {W(a:x(D:))}, lo que implica la segunda parte de la
proposicién. ‘

DerFNIcION 4. Sea f continua, con W(f) > — «. Se llamar4d suma de Lebes-
gue de orden r a una suma de la forma

L(f, 7, a:) = > am(E(f, as)),

donde los a; describen un sistema completo minimo de representantes de las

clases de P médulo 9, .
Por ser f acotada, cada suma es finita.

TroreMA 2. Si f € L"®, las sumas de Lebesgue convergen cuando r — o
el limite se denotard por ["®f. La funcién ["° es una forma lineal continua
sobre L'®. Se tiene ["x(D) = m(D), para D € &, y o(["f) > W(f).
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Si {asi), (8 2 0), es una coleccién de representantes médulo 9,45 y si as,i;
son los representantes que cumplen con E,.;(f, as,:;) € E.(f, a:), esto es, con
v(a@s,; — a;) > r, la diferencia entre dos sumas, correspondientes a {a:} ¥y
{as i}, es una suma de términos (as,i; — a;)m(E,1s(f, as,5;)), y el valor v de la
diferencia es >r + v,45(f, a5,5;) > Woqs(f) — 8. Si existe un valor de » que sea
<9, entonces dadas dos sumas L(f, r, a;) y L(f, s, bs) con s > r, siempre existen
sumas L(f, rj, a;;) conrjy —r; S 8yr=1r<n < - < r=s, de donde,
por comparaciones sucesivas, se obtiene que, para cada & con esa propiedad,

o(L(f, 1y @) — L(f, 8, 0)) 2 inf {Wrw(f) |k =0,1,2, -} — 3
2 if {(W(f) [t 2 1} — 6.
Por lo tanto, si » no es discreta, para s > r se cumple
o(L(f, r, @) — L(f, 5, b)) 2 inf {W.(f) [¢ 2 7} (2.3.2)

Por otra parte, si v es discreta, puede tomarse § = 1 en el razonamiento an-
terior y se tiene v(L(f, r, a;) — L(f, s, b)) > W,.u(f) — 1, de donde, para
s 2,

o(L(f, 7, @) — L(f, 8, b:)) 2 Wea(f). (2.3.3)

De (2.3.2) y (2.3.3) se concluye la convergencia de las sumas. Pero, ademés,
se concluye que, para cualesquiera r y s,

oL, 7, @) — L(, 5,8)) > W)  (@234)

Si se toma r = inf {o(f(z)) |z € G}, se tiene v(L(f, r, a;)) 2> inf {r + v(J,
a)} = W(f), lo que, junto con (2.3.4) implica que v(!l‘ef) > W(f).

Se comprueba fécilmente que x(D) € L"® y que [“°x(D) = m(D). Se
demuestra que Y aix(D:) € L'y que ("D i ax(D:) = 2 i am(Dy):
Sea K tal que, si zKN D, # @, «K C D;, y sean z;,K los diferentes trasla-
dados izquierdos de K contenidos en D;; entonces

Yriax(D) = 2k D ax(@iK) = 20 aix(DY),

donde los D; son trasladados de K, y a; es la suma de los a; tales que D; O Dj,
y es claro que Y i am(D;) = D i a;m(D;). Falta sélo demostrar que
>raaix(Dy) € LMy que ["°3 5 aix(Dj) = 2i- am(D;). Lo primero
es cierto porque la funcién es continua y cada v.( i ajx(D;), a) > v(K);
la igualdad es verdadera porque, para cada r > inf {v(a; — ax) | @j # @i},
existe una suma de Lebesgue L( Y 7y ajx(Dj), r, bs) que es igual a

21 aim(D;),

puesto que la funcién es constante sobre cada B, .

Es claro que f"e es continua, porque V(fl'ef) > W(f). Por esto y por la
linealidad de " en el subespacio de combinaciones lineales finitas de funciones
x(D) se concluye que " eslineal, lo que concluye la demostracién del teorema.
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Si ¢ C @, es inmediato que »®" > v°. Las dos valuaciones pueden ser di-
ferentes. Sea, poreJemplo G=7,yP = Qp,ysea.n e ={pZlye={p Z}
entonces »° (pr +1Z) = +1)y :

(P 12,) = —(r+1)° = —(r2+ 1) — 2r.

De ¢ > v° se concluye inmediatamente que WS > WS para cada r, de
donde L"® D L"°. Se puede dar el caso de la 1nclus1c’)n propia, si

lim,., WS (f) =
y no existe lim,.., Wy (f). En el mismo ejemplo anterior,
f — r=0 pr 24y ( r2+1Zp)

estd en L'® y no est4 en L'®
Se observa que la inclusién entre los espacios L relativos a € y a @’ es en sen-
tido inverso que en el caso de la R-integracién. )
lFmalmente siCy €@, con @ C € son amphas v® — 1®esacotada 'y L'"® =
L* ’

2.4. Traslaciones. Se supone G compacto. Las traslaciones izquierdas no
varian la funcién v en con]untos porque transforman discos en discos. En
consecuencia, el espacio L'® es invariante por traslaciones lzqulerda,s de sus
funciones y es inmediato comprobar que ["*® también es invariante. '

De manera parecida a como se han tratado las traslaciones derechas en el
inciso 1.3, pueden tratarse en el caso de la I-C-integracién, y se obtienen los
resultados anilogos.

2.5. I-c-integracién y E-C-integracién. En este inciso se sigue suponiendo que
@ es compacto.
ProposIciéN 5. Sea @ amplia. Entonces L®® < L"®. v
Se supone primero que v no es acotada en G. Sea f € L®®; se tiene que
lim,., [p(f(z) — f(y)) — we(z7y)] = .

Sea N; existe K tal que 27y € K= v(f(z) — f(y)) > N + we(z'y). Sea
cualquier s 2 N — v(K); existen K’y K” coon K" C K'C Ky

»(K') —v(K”) <8
tales que N — v(K’') < s < N — v(K”), de donde
7y € K" = 0(f(x) — f(y)) > N + we(z™y) > N — o(K") > s,

de donde »:(f, a) 2> v(K”),y s+ v(f, a) 2 N —v(K') + o(K”) > N — 8,
que demuestra que lims.,,, W,(f) = o. Observando que f es continua, se obtiene
que f € L"®

Si v es acotada en G, L™ y L"® son el espacio de las funciones continuas.
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Proposicién 6. Si f € L¥'°N L, entonces [™¢f = [“f.

Se tiene f"ef = lim,se L(f, 7, @) = lim,oe D5 am(E,(f, a:)). Para r =
1, 2, --- se obtienen K, tales que E.(f, a;))K, = E.(f, a:) ¥

v(K,) = inf {0.(f, a) | r fija},
implicando esto tltimo que r + »(K,) — «. Entonces E,(f, a;) = UK, y
se tiene ["°f = limw [Do: D05 (@i — f(£:))m(K,) + Doi 2oif(E)m(K,)].
Como v(a; — f(%:)) > ryr + v(K,) — o,
JHof = timgw 205 355 f(E)m(K),

que es limite de sumas de Riemann donde cada £;; se toma arbitrariamente en
su clase y es, por lo tanto, igual a fR’ef.

2.6. I-¢ N K-integrabilidad de f | K. Se supone G compacto. Sea K € @€ fijo.
Se tiene E.(f| K, a) = E.(f, a) N K, de donde v.(f| K, a) > inf {v.(f, a),
2w(K)} y Wo(f| K) 2> inf {W,(f), r + v(K)}. Sif € L"® la dltima desigualdad
implica que W.(f| K) — « cuando r — «. Como f es contmua f| K también
lo es y, segin la observacién de 2.3, resulta que f| K € L" enK(K) Se tiene,
ademés:

Prorosicién 7. f € L'(Q) si y sélo si, para todo K € € y toda clase zK,
(oof) | K € L"*"(K), cumpliéndose entonces

J‘l'ef = Zt fk' G':Bff
donde los z; describen un sistema minimo de representantes de las clases K.

Basta comprobar que (o.f) | K € L'"*"(K) = (o.f) | K € L"%(@), o,
suponiendo que z = e y que f se anula fuera de K, basta demostrar que

f € LK) =f € L"(G).

Pero esto es claro puesto que v7(f, a) = sup {v(K') | E.(f, a)K' = E.(f, a)} =
sup {(v(K'N K) | E.(f, a) (K'N K) = E.(f, a)}, puesto que, si E.(f, a)K' =
E.(f, a), K’ C K, y la tltima frontera superior es w5 (f a).

2.7. La integral de Lebesgue en el caso no compacto. Sea Go = Ug.. K. Se
recuerda que los elementos de € forman una sucesién {K;}, con K; D K1 .

DEF]NICI(SNF 5. Supdngase que G = Go. Se dird que f es [-C-integrable,
o que f € L'"(Gy), si cada f| K € L' (K) y limi_o W(f | Ki — Kiy1) =
. En este caso se define

W(f) = limi—w W(f| KJ);
Jhof = limi—w [£S.
DermiciéN 5. Se dird que £ € L"®(G) si cada (o.f) | Go estd en L"(Go) y
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limaes W((0zf) | Go) = =, entendiéndose por esto que si {Z4}ac4 €5 una colec-
cién completa minima de representantes de la clases zGy, para cada N sélo
existe un nimero finito de indices & € A con W((o.f) | Gy) < N. En este caso
se definen

W(f) = inf W((of) | Go);
Jhof = 2 &5 oud.

TrorEMA 3. L"® es un espacio vectorial valuado (con la valuacién W) com-
pleto. Contiene las funciones caracteristicas de discos, que forman un conjunto
total en L"®. La funcién [*© es lineal continua, y se tiene o( ["f) > W(f).

(a) Se supone primero que G = G,y que Gy ¢ €. Si G, fuera compacto,
no habria nada que demostrar. Sean f y g en L"%(Go); entonces
lims, o W((f+9) |Ki— Kia) = © y

limi_>_w W(af I K«[ - K,;_H) = o0,
de donde f + ¢ y af estdn en L'"®(G,). Ademis,
W(f+ ¢) = lime— W((f + ¢) | Ki) 2 limi.— inf {W(f| K:), W(g | K:)}

= inf {W(f), W(g)}
y, andlogamente, W(af) = v(a) + W(f), lo que demuestra que L"® es espacio
vectorial valuado. Es claro que L"® contiene a cada x(D), puesto que cada
D € & est4 contenido en algin K. Sea cualquier f € L"®(Gy) y sea N; sea
K, tal que W(f | K, — f) > N. Como existe una funcién
g = 2imax(D:) € L"*(K,) < L"%(G)
tal que W(f| K, — g) > N, resulta que las funciones caracteristlcas de discos
forman un conjunto total en L'®. Como fl‘e f=lime o [2¢fy
o([5F) 2 W(f|KJ),

se tiene v(fl °f) > W), ["°es continua, y es lineal, porque ["® (f + g) =
lim,, o [ (f + g) = hm,_,_m [ESf + lim,, ., fK,

Se demuestra que L"® es completo. Sean f; € L' e(Go) con lim;,., W(f;) =

(a.1) Supéngase primero que v es acotada superiormente en Gy, esto es,

que existe V con »(K;) < V para todo <. Supéngase que v(K,4:;) = v(K,) para
todo 2 £ 0, y sea V = v(K,). Se observa que v.(f, a) < V para cualquier fun-
cién f, de donde v,.(f | K, a) = v(E.(f, a) N K;) > inf {v.(f, @), V} = v.(f, a)
y, del mismo modo, »,(f | Ks+:, @) > v.(f, a) para ¢ < 0; por lo tanto,

W(f | Kovi) 2 W(f)

vy W | Koti — Kovia) 2 W(f), para ¢ < 0. Se aplica esta observacién a las
funciones f;. Segin se ha, visto en el caso compacto,

g = 22afi| K. € L"(K.),
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y Z,- fi| K, converge uniformemente a g,. Del mismo modo, para 7 < 0,
Gosi = 21 fi | Koyi — Koia € L' (Kog)

y Z,- fi| Keti — Koyia converge uniformemente a g,i:. Se tiene, ademéis,
W(gs) 2 inf W(fi|Ks) v W(goss) 2 inf; W(f;| Koi — Kopira). Sea g =
D 0 geri = Doim1fi.Sea Ny sea jotal que j > jo= W(fi) > N.Sea i, < 0
tal que (£ <% ¥y 7 <jo) = W({;|Ksti — Keyira) > N. Entonces, para
7 £ %, se tiene

W(g | Keti — Koyina) = W(goss) 2 inf {inf (W (f; | Kors — Koria) |5 2 Job,
inf {W(f; | Ksi — Koqina) |J < jo}} 2 inf {N, N} = N,
lo que demuestra que g € L"®(G,). Ademés,
W(g) = limpsew W (D Zico gogi) 2> limpsw infs (W (f; | Kow)} = inf; {W(F)}.
Del mismo modo se demuestra que D s f; € L"*(Go) ¥y que
W(2Ziefi) 2 i (W () |5 2 8,

lo que demuestra que >.;fi converge en L"®(G,) a la funcién g.

(a.2) Se supone ahora que v no es acotada superiormente en G, . Entonces
v(K;) — o cuando ¢ — — o,y x(Go) € L"®(Gy), teniéndose W (x(Go)) = .
Sean fi = f; — fi(e)x(Go). Debe demostrarse solamente que Y .;fi es con-
vergente en L'®. Se observa que, si la funcién f se anula en e, debe tenerse, para
cualquier E.(f, a) % @, que, si E.(f, a) N K; % @, entonces v.(f, a) < v(Ks).
Por lo tanto, v:(f | Ki, a) = v(E.(f,a) N K;) > v.(f, a), de donde W(f | K;) >
W(f), y, también W(f|K; — Ki11) > W(f). Aplicando este resultado a las
funciones f;, la demostracién se termina como en el caso anterior.

Conviene destacar algunas consecuencias. De (a.l) se obtiene:

(1) Si v es acotada superiormente en Go y si {2 r1f;} es una sucesién
de Cauchy en L"®(@,), entonces _;f; converge uniformemente a una funcién
f € L"(Gy), teniéndose inf {v(2 5-:fi(z))} > inf {(W(f)|j> 8 —V;
ademés, D ;f; converge a f como sucesién de L"®(Gy).

La uniformidad de la convergencia es debida a que, para cadat < 0,y cadat,

inf {o( 27 fi(2) |2 € Kagid 2 W(Ziuf) =V
> inf (W) 1iz28 -V

De (a.2) se obtiene:

(2) Si{D>.7-1fi} es una sucesién de Cauchy en L"®(Gy) y fj(e) = O para
todo j, entonces »;f; converge a una funcién f € L'®(@,) para todo valor
r€G,y >~ ifi converge a f como sucesién de L'®(Gy).

Como consecuencia de (a.2) se tiene también:

(3) Si {D_/1f} es una sucesién de Cauchy en L"®(G,), existen g; con

W(g;) = e tales que cada f; 4+ ¢; se anula en e.
Se prosigue con la demostracién:
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(b) Se supone que G # Gy, donde G, puede ser compacto. Es inmediato
que L"®(®) es espacio vectorial valuado que contiene las funciones caracteristicas
de discos y que ["° es lineal y continua y cumple con v( [%f) > W(f). Sea
cualquier f € L"®; dado N, existen a;, (1 < ¢ < s), tales que

W(f| Uiaza,Go — f) > N;

existen ¢g; que son combinaciones lineales finitas de funciones x(D) tales que
W(f|ze;Go — gi) > N. Por lo tanto, W(f| Ui z.,Go — D i~19:) > N,
que demuestra que el conjunto de las combinaciones lineales finitas de fun-
ciones x(D) es denso en L"°.

Finalmente, se demuestra que L"®(G) es completo. Sean f; € L' con
lim;,, W({f;) = . Para cada « se tiene lim,., W(f:| z.Go) = © y existen,
por lo tanto, f, tales que D _; f: | z.Go converge en L"® a f. , teniéndose W (f,) =
LMy W( D i fi | £aGo) = inf, W(f: | 2.Go). Sea S tal que ¢ > S = W(f)) >
N. Entonces ¢ 2 S = W(f:|z.Gy) > N para todo «, y existe, por lo tanto,
solamente un nidmero finito de indices « para los cuales W(f.) < N, de donde
f= > afe € L"(@). Se demuestra que D_;f: converge a f en L"® por un
procedimiento andlogo al usado en (a), lo que termina la demostracién del
teorema.

Se da el ejemplo de una funcién f, para G no compacto, que ests en L*® y
no estd en L'®. Sea @ = P = Q, 5 © = {9 Z,}recz. Sean fi = x(Z, — pZ,),
fi(x) =0siz ¢ p°Z, — p "7, fi(ap* + 2) = fla(z), 1 <a<p—1);
sean fi = D joff; sean fi(x) =0 si z ¢ p+p %, filp +2) =
fiza(z). La funcién f = Y 21 f: estd en L¥® y no estéd en L"°.

Se demuestran varias proposiciones complementarias:

. . 1,

Proposici6n 8. Si v es acotada superiormente, L' °(GF) es separado y su

inclusién en el espacio de las funciones continuas con la topologia de la conver-
gencia uniforme es una funcién continua.

Es consecuencia de la observacién (1) de este inciso y de la definicién 5.

PROPOSICION 9. Si { D i1 f;} es una sucesién de Cauchy en L'®(G), existen
g; con W(g;) = » tales que la sucesién {> », (f; + g;)} converge a una
funcién f € L"®(@) para cada z € G, y converge a la misma funcién f como
sucesién en L'(@).

En el caso de v acotada superiormente, la proposicién es consecuencia inme-
diata de la Proposicién 8 y del hecho de que L"® es completo. Se supone que v
no es acotada superiormente. Segin las observaciones (2) y (3) de este inciso,
para cada xz. existen g.; que se anulan fuera de x.G, tales que

(225 (0an fi + 02y 9ai))

converge a una funcién ¢, f., que se anula fuera de Gy, en cada punto, y como
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sucesién de L"®(Gy). Segn la Definicién 5, las funciones g; = D acs gaj ¥
f= Z.,E 4 f; cumplen las condiciones de la proposicién.

Prorosicién 10. Si v no es acotada superiormente en G, cada f con W(f) = o«
se puede expresar como f = D ac4 Gax(TaGo).

Segtin la Definicién 5/, basta demostrar que, si f € L"®(Go), f = ax(Go),
lo que equivale a demostrar, puesto que W(ax(G)) = «, que si f(e) =0y
W(f) = «, entonces f = 0. Esto es cierto, porque, segin se ha observado en
(a.2), si f(e) =0, W(f|K:) > W(f) = = para todo %, lo que implica que f
se anula en cada K; .

ProposIcION 11. 8i { D71 f;} es una sucesién de Cauchy de L"®(®) que con-
verge en z, entonces converge en todo punto de zG, .

Basta demostrarlo para = e, y puede suponerse que G = G, . Es claro que,

si g; = —fi(e)x(Gy) v fi = fi + ¢;, la sucesién {2 j_if} converge en 2’
siy sélo si { D71 fi} converge en 2. Ademds, f;(e) = 0. Segtn (a.2) es claro

que { D7 f;} converge en z'.
2.8. 1-c-integracion de productos.

ProposicIéN 12. Sea G compacto. Si f y g estdn en L'®, entonces fg € L,
y se tiene W(fg) 2 inf {W(f) + V., W(g) + Vi}, donde Vi = inf {v(f(z))}
y Vs = inf {v(g(2))}. S

Sea z € E,(fg, a). Se tiene que E,(fg, a) D Er—oen(f, f(2)) N Brovyn (g,
g(x)), y E.(fg, a) puede expresarse como unién de intersecciones de este tipo,

de donde v,(fg, @) 2 inf {inf, {v. @) (f, f())}, infs {v. e (g, 9(x))}}, de
donde W,(fg) 2 inf {inf {W,\.(f) [s 2 —V3} + V3,

inf {W,1.(g9) | s 2 —Vi} + Vi,
lo que demuestra que fg € L'y que W(fg) > inf {W(f) + Vo, W(g) + Vi}.
COROLARIO 2. Sify g estdn en L"®(@) y son acotadas, entonces fg € L'"®(@).

CororArIo 3. Siv es acotada en @, el producto de funciones [-C—integrables
es [-C—integrable.

DerFNICION 6. Se dird que A C G es integrable si x(4) € L"(G).

Prorosicién 13. Si A y B son integrables, AN By AU B también lo son:
y se cumple

Jhex(4) + ["*x(B) = ["*x(AU B) + ["*x(AN B).
AN B es integrable porque x(4AN B) = x(A)ox(B). Entonces,
x(A — AN B) = x(4) — x(AN B) € L'®
y x(AU B) = x(4 — AN B) + x(B) € L"®, cumpliéndose
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" x(AU B) = ["*x(4 — AN B) + ["® x(B)
= [ x(4) — ["*x(4N B) + ["* x(B).

No se cumple, en general, que si f* y ¢° estdn en L"®, fg € L'®. Sea G = Zy,
P = Q,. Como x(Z,) € L"*(Z,), el cumplimiento de esa afirmacién implicaria
que, si f* € L'*(Z,), también f € L'®(Z,), pero esto no es asi, como se com-
prueba con el ejemplo, ya usado, donde

iz €p %7
fi(z) = {p P +p, p-
0 en caso contrario
yf = 22%af:, para el cual f* € L"*(Z,) v f ¢ L"(Z,).

También se puede construir A integrable y f € L' tales que f| A ¢ L"®.
Sea, por ejemplo, para G = P = Q,,f = 2 2.p Mx(p "Z, — p " 1'Z,), con
A>LA—>oyr—N—ow;ysead = UL D, ,conD, Cp’Z,—p "Z,y
v(D,) =7 — A . Se comprueba que f | 4 ¢ L', siendo f € L"°.

3. Un tratamiento axiomatico.

3.1. La condicion (A). En esta seccién se conservan las hipétesis generales
de la Seccién 1, pero en toda la seccién se hard siempre la siguiente hipétesis
adicional:

(A) Para cada K € @ existe A(K) tal que

K’"D K' 5 K=9K'N K”) > o(K") — NK).

Una manera equivalente de expresar la condicién (A) es la siguiente: Para
cada K € € existe AM(K) tal que

(K" D K&v(K'NK”) <v(K") —AMK))=K’"D>DK'. (311)
Un caso particular se obtiene para K’ = K:
(KN K”) < v(K”) — MK) =K”" D K. (3.1.2)

Una consecuencia de (A) a través de (3.1.1), es que si v no es acotada su-
periormente, la familia € es filtrante. Efectivamente, sean K’ y Kq elementos
de @, y sea K = K'N K; ; sea K” tal que v(K’) < v(K”) — MK) y v(Kp) <
v(K”) — AK). Se tiene entonces v(K'N K”) < v(K') < v»(K”) — NMK), ¥y
anslogamente para Kg, de donde K” D K’ y K” D Kq.

" Por lo tanto, existe el subgrupo Go = Uxee K.

Se observa también que, si © es totalmente ordenada, se cumple (A) con
MK) = 0.

Tamién se cumple (A) si v es acotada, con A = 2V si | o(K)| £ V para todo
K ¢ e

Por tltimo, si @ es compacto se cumple (A). Porque (K”:KN K”)m(K) <
m(@), de donde (K”:K” N K) £ m(G)/m(K), lo que implica que »(K”) —
v(K N K”) es acotado por el minimo r tal que p” > m(G@) /m(K), siv(p) # 0,
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y por O si no existe p con #(p) # 0, lo que implica (3.1.2); y ademds
(K":K" 1 K') < m(G)Y/m(K"),

que implica que v(K”) — v(K'1 K”) es acotado por una cota menor que la
anterior, lo que implica (3.1.1).

3.2. El espacio L°. Se sobreentenders siempre que las afirmaciones y de-
finiciones son relativas a una familia €.

Dermicién 1. Se dird que f admite una expresién normal si se puede expresar
como f = 2.2 aix(D:) con limi,e (v(a;) + v(D;)) = «. Una expresién tal
de f se llamars normal.

Lema 1. Siv es acotada superiormente en G (si v(K) < V para todo K € @)
y i = 2iax(D:) en expresién normal, entonces lim;,, v(a;) = o.

Es inmediato

DEFmNicION 2. Se define el espacio vectorial L, con la valuacién W, de este

modo:
(i) L es el espacio de las funciones que admiten una expresién normal;

(i) W(f) = sup {inf {v(a)) + o(DI}|f = 2o:ax(D:) (normal)}.

Mis adelante se demostrard que la valuacién W es igual a la W definida en
la Seccién 2; pero para evitar confusiones, se denotars de momento esta tltima
; 7 :
por W". ,

Lema 2. Si v es acotada superiormente, inf {v(f(z))|z € G} > W({f) — V,
donde V' 2 v(K) para todo K.

_Porque inf {s(f(z))| 2z € G} 2 inf {v(a;)} 2 inf {v(a;)) + v(D;)} — V para
cada expresién normal de f, y para cada ¢ > 0 puede encontrarse una tal expre-
sién con inf {v(a;) + v(D;)} 2 W({f) — e

Lema 3. Si W(f) = o, f es constante en cada zG, .

Sea N; se demuestra que v(f(x) — f(e)) > N para todoz € Gy . Sea z € K;
seaf = 2 iax(D;) (normal) tal queinf {v(a;) + v(D:)} > N + »(K) + AMK).
Para todo 7 con v(a;) < N se tiene v(D;) > v(K) + MK) de donde, segtin (A),
siD; > z,D; D K 3 e, lo que implica que v(f(z) — f(e)) > N.

Se enuncian y demuestran una serie de proposiciones:

Prorosicién 1. Toda f € L es continua.

Sea z € G y sea N. Sea {7;} el conjunto de indices tales que
D;; >z y v(a;;) < N;

ysea D' = (; D, . Sea {1} el conjunto de indices tales que D, d z, Dy ;N D' = 0
yo(ai,) < N.Como limi,e [v(ay) + v(Diy)] = © yo(ay) < N, limgov(Dyy) =
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o, de donde, como D;, D D', segtin (A) el conjunto {4} debe ser finito. Existe
entonces D < D’ con DN D;, = @ y entonces, para todo y € D,

, v(f(z) — f(y)) > N.
Proposicién 2. Sif € L, f| D € L para todo D € €.

Sea {7} el conjunto de indices tales que D;; D D. Entonces lim;,, v(a;;) = o,
de donde Y_; ai;x(Di;) € L. Sea {1} el conjunto de indices tales que

v D,ND=#p 'y D;PD
Entonces, segin (A), v(D;, 1 D) > v(D) — A(D), de donde
limy.e (v(ay) + v(DiyyN D)) = © v D waux(DyN D) € L.
Por lo tanto, f|D = D_; ai;x(Ds;) + > waax(Dy, N D) € L.

Prorostci6n 3. El conjunto de las combinaciones lineales finitas de funciones
x(D) es denso en L.

Para cada N existe S tal que 7 > S = v(aim(D;)) > N. Por lo tanto,
W — 2 ax(D:) = W(2Xisn ax(Ds)) > N.
ProrosiciéN 4. I N L* es denso en L.

Puesto que cada Dt ax(D;) € L®® y el conjunto de estas funciones es
densoen L.

ProPOSICION 5. Si v es acotada superiormente, L es separado. (De donde,
si G es compacto, L es separado.)

81 W(f) = =, por el Lema 2 se tiene inf {v(f(z))|z € G} = «, de donde
f=0.

Prorosticién 6. Toda f con V(f) = « se puede expresar como
f= Z:'o=1 a:x(x:Go)
(v no acotada superiormente).

Sean x; tales que U, 260 D {z|f(z) # 0}. Sea f' = D 21 f(z:) x(z:Go).
Entonces f — f’ se anula en cada z; lo que implica, segtin el Lema 3, que f = f’.

Prorosicién 7. Sif € L, f| A € L siempre que W(x(4)) = 0.

Segtin la Proposicién 6, x(4) = X 2 x(z:Gs). 8i D;N A # @, existe j tal
que D;N 2;Gy # 0.8z € D;, K = 27'D; C Gy = 27%¢,;Gy , de donde

D; c ijo cC A.

Por lo tanto, f| A = > a;;x(Dy;), donde {ij} es conjunto de indices tales que
D;;N A % @,dedondef| 4 € L.
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' . ProPoSICION 8. Si {f,} es una sucesién de Cauchy en L, existen f, € L con
W(f2) = o yf € Ltales quef(z) = limy,o (fu(z) + fn(z)) paratodoz € G,y

f ~ limy5y f. . (Por lo tanto, si v es acotada superiormente, {f,} converge uni-
formemente a f € L tal que f ~ lim.5% £, .) . .

Se supone primero que » no es acotada superiormente. Sean z; tales que
U2, 2.Go D {z | fu(x) 5% 0 para algin n}. Sean fn= =22 2(2:) x(2:Go) , que
‘cumplen con W (f2) = o ylimrse (f. + fn) ~lm:3Y (f.). Entonces {f, -+ fu)
converge en cada x; . Se demuestra que si z € x,Go, {f» + f»} converge en z.
Sean g1 = fi + fiygn = (o +1n) — (fns — fr), paran > 1. Se .demuestra,
por ejemplo, que si lim,,, W(g,) = o« y (D %1g} es convergente en e, es
" convergente en cualquier x € Gy . Supéngase que no existe Y oy gi(z); sean
S y un conjunto de indices {7;} tales que v(g;;(z)) < S;sea K tal quez € Ky
supéngase que para todo i;, W(gs;) > S + v(K) + )\(K) + e Para cada
€ > 0 deben existir expresiones normales g;; = >k aix(D; k) con

O inf{o(al,) + o(Di)} > Wigs) — ¢

y en cada expresién normal se tiene que v(aj,) < S=0(Dj,) > W(gi;) — e —
v(aj,) > S + v(K) + )\(K) — v(aj,) > v(K) + AK), que implica, segin
(A), que siv(ay) < 8 y Dj, > z, entonces D}, 3 e, demostrdndose igualmente
que siv(a;,) < Sy Dj, 3 e, Dj, 3 z. Por lo tanto, v(g%(x) gi;(e)) > 8,
contra la hipétesis de que existe Z g:(e). T
En conclusién, {f, — fJn } es convergente en cada punto de G'
Si v es acotada superlormente {f2} es uniformemente convergente, segin el

Lema 2, y se tomardn fn = 0.
Sea f = lim,e ( fn + 72). Es claro que f se puede expresar en forma normal
de donde f € L, y ademas, W(f) > inf {W(f,)}. Del mismo modo, cada

f—= (fn + f:») = Z:‘o=n+1 g: €L ‘y W(f — (f,,—l—f;)) —, 0,
de donde f ~ Lim%3% (f. + f,,) '

ProprosIciON 9. Sif ~ hm,,w f~ , existen f,, € L con W(fn) = oo tales que
f(x) = limu,o (fu(z) + fn(z)) para todo z. (De donde, si G es compacto
liMpse fa(z) = f(x) para todo z.)

En la demostracién anterior se han encontrado f,., con W(fr) = o tales -que

f'-= liMpsw (fa + fn) € L para todo z y f' ~ lims52 f, . Por lo tanto
W(E—f) == |

y, poniendo fi + f — f" en lugar de f1 , se termina la demostracmn

TeoreMA 1. El espacio L, con la valuacién W, es el tnico que cumple con
el siguiente sistema de axiomas, que son independientes:- : :
I. L es P-espacio vectorial valuado completo.

II. L contiene toda (D), y W(x(D)) > v(D).
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III. 8i la sucesién {f.} C L es convergente en L y lim,.,f.(z) = g(z)
para todo z, entonces g € L'y g ~ lim.5s f .

IV. 8iLy W cumplen con I, IT y III y I/ y W’ cumplen con las condiciones
correspondientes, y si L’ < Ly W/(f) £ W(f) para toda f € L/, entonces
L'=LywW =W.

(a) Se demuestra que el espacio L cumple con I-IV.

(a.I) Es claro que L es P-espacio vectorial valuado. La condicién de ser
completo es consecuencia de la Proposicién 8.

(a.II) Es inmediata.

(a.JII) Se usa la Proposicién 9. Como {f,} es convergente para todo z, lo
mismo sucede con {f,}. Sea f'(x) = lim,.,fn(z) para todo z. Se tiene que
f' € L, porque, como W(f,) = « para todo n, /' se puede expresar en forma
normal. Por lo tanto, f — f’ € L y es claro que {f,} converge a f — f’ para todo
zy quef — f ~ limssx f., puesto que W(f') = .

(aIV) Sif = > ;ax(D) (normal), por II se tiene que

lim,e W (aix(Ds)) =

y por I se tiene que { ) .~y aix(D;)} es convergente en L/, de donde, segtn III,
Diaix(Ds) € I/, esto es, L' = L. Debe entonces demostrarse solamente que,
si se substituye W por otra valuacién W’ tal que W/ (f) < W(f) y que cumpla
las condiciones I-II1, entonces W' (f) = W (f) para toda f € L. Sea

. ‘ f= Diaix(D:) € L,
en expresién normal. Si W/(f) < inf {v(a;) + v(D)}, la sucesién

{2t ax(Di) — f}

seria convergente en (L, W’), por ser suma de sucesiones convergentes, tenién-
dose W'( 21 aix(Ds) —f) = W'(f) para todon, y existirfa g € L con W'(g) =
W) y g ~ misy (D iy ax(Ds) — f). Pero como W’ < W, se tendria
g~ 12l (2 ax(D) — )y W(g) = limg W( 2l aix(Ds) — f) = ,
¥, por la Proposicién 6, W'(g) = « # W'(f), lo que da una contradiceién.

(b) Se demuestra la unicidad. Sea L/, W', otro sistema que cumple con
I-IV.Sif = D :aix(D:) (normal), segin II se cumple lim:, W’ (aix(D:)) =
y, segtn I, la sucesién { ) r aix(D:)} es convergente en (L/, W’), de donde,
segtin ITI, f € L'. Se tiene pues, L C L'. Se demuestra ahora que, para toda
fe€L W < W(f), lo que demuestra, segin IV, que L = L'y W = W'.
Efectivamente, se tiene f ~ lmZ72" >, a:x(D;); entonces

W'(f) = limp.e W' (2 aix(Ds)) 2 inf {o(a;) + (D)}

para cada expresién normal, de donde W' (f) > W ().
(e) Se demuestra la independencia de los axiomas.
(e.IV) Sea ¢ ¢ L (por ejemplo, ¢ = x(z), donde z € G). Sea F = Pe.
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Seal’ = L4 FyW'(f,ap) = W(f).Se comprueba ficilmente que L'y V' cum-
plen con I, IT y IIT pero no con IV.

(c.III) En este caso y los siguientes no serd necesario ocuparse de la condi-
cién IV porque se tratard de construir sistemas que no cumplan alguna de las
tres primeras condiciones, con lo cual se cumple la IV por no cumplirse su hipé-
tesis.

Si en el sistema L, V, se substituye alguna f € L por una funcién ¢ ¢ L,
definiendo V(p) = V(f), el nuevo sistema cumple con I y II, sin cumplir III.

(e.JI) Sea D. Es claro que L' = {ax(D)|a € P}, con W/ (x(D)) = v(D)
cumple con I y III, sin cumplir II.

(c.I) Sea G compacto. Segin la Proposicién 9,

[~ mesy fo = liMpew fa(z) = f()

para todo z. Sea L’ el subespacio de L formado por las combinaciones lineales
finitas de funciones x(D). Kl sistema L', W, deja de cumplir I, se sigue cum-
pliendo II, y se cumple III porque, sif € L — L'y sif ~ lim.> f, en el espacio
original, {f,} deja de ser convergente en el nuevo espacio.

3.3. c-integracion.

DermNiciéN 3. Se llamars integral (@-integral) a una forma lineal continua
en L, que se representars por [€, tal que [® x(D) = m(D).

CororArIo 1. Si existe una integral, es tnica.

Prorosicién 10. Si existe una integral, se cumple v( [©f) > W (f).

Porque, por linealidad y continuidad, fe Dot ax(Dy) = Dt am(D;), de
donde v(f‘E f) 2 inf {v(a;) + v(D;)} para cada expresién normal de f.

Lema 4. Existe la integracién si y sélo si se cumple la siguiente condicién:
(Int). Si D 7 aix(D;) es una expresién normal de la funcién cero, entonces

Z:;o:l azm(D,) = 0.

La necesidad es consecuencia de la linealidad y continuidad de [. Reciproca-
mente, si se cumple (Int), es inmediato que la forma f e > aix(Di) =
>°% . aim(D;) esté bien definida en L y es lineal y continua.

3.4. Integracion local.-

Drermvicién 4. Se dird que existe una C-integral local si, para cada K € C.
con Cx = {K’ € €| K' C K}, existe una Cg-integral sobre el espacio L**(K).
Esto equivale a que, para cada K, se cumpla la condicién (Int) con la hipétesis
adicional de que todos los D; estén en K.

TeoreEMA 2. Existe una integral si y sélo si existe una integral local.

Supéngase que existe la integral. Sea > iax(D;) = 0 (normal), con D; C K.
Es claro que > i am(D;) = 0, luego existe la integral local.
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Supéngase, reciprocamente, que existe la integral local. Se consideran dos
casos.

(a) Supéngase que W es acotada superiormente (v(K) < V para todo
Kce). Sea0 = D 21ax(D:;) (normal) y sea cualquier K € @. Por (A),
v(KN D;) 2 v(D;) — AMK) 6 bien

»(KN D;) = v(K) = v(D;) — (v(D:) — o(K)) 2 v(D:) — V;
se cumple, pues, ¥(K N D,) > v(D;) — sup {\(K), V}, de donde, si D; son
trasladados de K y U7, D; o U7, D;,
Zi am(D;) = Zz aiij(D;' N D,
= 2 2sam(D;N D;) = 0.

(b) Supéngase que W no es acotada superiormente. Sea la misma expresién
de cero, y sean ; tales que Ui, 2,Gy D Ui, D;.Si DN 2;Go % 0,D; Cx,Goy
se tiene f = D 5y f;, donde f; = D iy apx(Dj,), siendo {ji} la coleccién de
indices para los cuales D;, C z;Go . Debe demostrarse que ) sy a;m(D;,) = 0

para cada j. Para simplificar la notacién puede suponerse que, desde un principio,
D; C G, para todo z. Sea K, cualquiera. Sea S tal que

1> 8S=v(a;) +v(D;)) >N

y tal que (¢ > Sy D; D K,) = v(a;) > N. Sea K tal que K D UL, D;y
K>DKo.81D; N K = 0yD, D K, quiere decir que

| w(D:NE) 2 o(D) — MKy,
y entonces se tiene aix(D;) = 271 aix(D: N D}), donde {Dj} es la familia de
los trasladados de K, cumpliéndose que v(a;) + o(D: N D;) > v(a;) + v(D:) —
MEKo) 2 N — \NKo);siDi D K, aix(D:) = 2 iz aix(D7), con v(a;) +v(D7) >
v(as) + v(Ko) = N + v(Ky), siendo los D; trasladados de K. Por lo tanto se
puede expresar f como f = Se i afx(Do) + 2ot af*x(DFY), donde DF < Gy —
K, v(al) + v(DF) > N — sup (MKy), —v(Ky)}, y DI* € K, siendo las dos
sumas expresiones normales. Como Y oy ai x(DF *) = 0, se tiené

Zi aix(D:) = Zz G?X(D?%
de donde v( > fqam(D;)) > N — sup {\(K,y), —v(Ko)} para todo N, de
donde Y _;am(D;) = 0.
3.5. Una condici6én suficiente.

Prorosicién 11. Sea G compacto. Si existe N tal que, para toda coleccién
finita, {K;} € €, (1 < 7 £ n), se cumple

" o(N K > inf (o(K)|1 < i< nf — 2

entonces se cumple la condicién (Int).
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Sea 0 = Y ; aix(D:) (normal). Necesariamente, lim;,. v(a;) = o ; supéngase
que v(aiy1) 2 v(a;) y que a; # 0 para todo 7. Sea f, = >or s ax(Ds); se tiene
v(fu(z)) 2 v(@n41) para todo x € G. Sea D; trasladado de K; y sea

K; = n?=1Ki-

Sean Dy, -« , Dy los trasladados de K, . 8i D,; N D; # 0, con ¢ < 7, entonces
D; D D,;. Por lo tanto, f, es constante sobre cada D,;, con un valor que se
representard por f,(D,;). Como v(f.(z)) = v(an.41), se tiene

V(Ffa(Dr)m(Dnj)) 2 v(@n41) + v(Ks)

¥, puesto_que Z:'o=1 am(D;) = Z;=1fn(DnJ)m(DnJ) + Z:'O=n+l a'im(D'i): sé
tiene v( Dty am(Dy)) > inf {v(a.y) + v(K3), inf {v(am(D))|i > n}}-
Como inf {v(a;) + v(D:)| ¢ > n} — =, para demostrar que &y aim(D;) = 0,
basta demostrar que lim,se (0(@n11) + v(K3)) = . Se tiene, segtin la hip6te-
sis, que

o(K,) 2 inf {o(Di)|7 < n} — X
= inf {inf {»(D;)| 1 < 1 < s}, inf {o(D;)|s <7 < n}} — A
Ahora bien,
inf {o(Dy)|1 < ¢ < s} 2 inf{o(a:) +0(D)[1 <7< s} —v(a)
> inf {o(a) + oD} — (@) = k — v(a),
donde k es constante; ademaés,
inf {v(D;)| s << < n} 2 inf {v(am(D;))]| 2 > s} — v(a),
de donde
v(@nt1) + D(K;) 2 0(Gn41)
+ inf {k — v(a.), inf {v(a;) + v(D:)[ 7 > s} — v(an)}
> iof {k 4+ v(@n1) — v(a), inf {v(a;) + v(D;)|7 > s}}.
Dado N, sea so tal que inf {v(a;) + v(D:)|7 > so} > N,y sea no tal que
V(@) — v(as,) > N — k
para todo n > m,. Entonces, para n 2> no, v(@r41) + »(K3) > N, como se

queria demostrar.

3.6. Integracién y R-integracion, G compacto. En este inciso se supondrd
que G es compacto.

ProposIcién 12. Si € es amplia, L®® < L. Adem4s, si existe la C-integral,
se tiene [ = [*°. .
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Sea f € L™°. Sea una sucesién {K,} tal que
lime v(2(f, Kn ) &) — fR'ef) = .

Puede suponerse que K; D K, D --- Entonces H es un subgrupo cerrado.
Sean z, y con z 'y € H. Cada expresién (f(z) — f(y))m(K,) es una diferencia
de dos sumas de Riemann relativas a K, . Por lo tanto,

litne P (@) — F(3)) + 0(K.)] =

de donde f(z) = f(y); esto es, f es constante sobre cada trasladado izquierdo
de H. Sean D;,, (1 £ 7. £ $»), los trasladados de K, . Se definen

fi= Z?i=1f(fn)x(Dh) Y fo= 25 [f(E) — 2005 fe(E) Ix(Ds),

donde £;, € D;, . Se demuestra que > % _1fa = f. Basta hacer la demostracién
para e; se demuestra, pues, que D2 1 fale) = f(e). Sise conviene en que Dy, =
K., se tiene f.(e) = f(&,) — 25 fulk,) = f(&,) — 2 isi fi(e), de donde
2oiafi(e) = f(&,) v 2iafile) = limu.e f(&,) = f(e), existiendo este

limite porque, si &, es la clase de £, en G/H (izquierda), siendo f continua en
G/H, litse f(&1,) = liMnoen f(&r,) = f(litnree &,) = f(H) = f(e) (con abuso

de notacién). Se demuestra ahora que f € L°®. Como
f= 2 mafn= 2o 2 i Frins ,
donde f,,j,_;, = fu|Dj,—, paran > 1y fi;, = fi, basta demostrar (iue
W (fnnor) =

cuando 7 —> . Del mismo modo que se ha visto que Y ry fk(é) = f(&.),
puede verse que, si D, D Dj,,, v £ € D;,, entonces D i fi(§) = f(£,). Por
lo tanto, D it fu(E) = f(£i ) ¥

(f(&i) — 22051 Ful&))x(Ds,) = (f(&5,) — F(&ia_)) x(Din),

de donde f,;,_, = 2Z (f(¢5,.) — f(£i,_))x(Di,,), donde {jug es el
conjunto de indices j, tales que D;,, € D, _, . Por lo tanto,

W (fayins) = V12505 (£(8,) — f(Em))m(D;u )]
I (78, ) — f(Eia ) )m(Di )] — v(Kny:Ko)
inf, (o[(f(Eine) — F(Einr))m(Dju )]} — 0(Kos:Ky).

Cada (f(%;,,) — f(&._,))m(D;,_,) es una diferencia de dos sumas de Riemann
relativas a K, ;. Por otra parte, como € es amplia, puede suponerse desde el
principio que v(K,—:K,) < 8. Por lo tanto, limuse (fr,5,_,) = .

Se tiene ademéds, si existe la C-integral:

f = n—l ;::1=1 J‘e fn Jn_1
= [Cfi+ 2 2ot 2EETE (£(8,) — f(E_))m(Dy,,)

8

[

Vv
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= Do [ 205t 2E Y £, )m(Dy,,) — 2ot f(E_)m(D;, )]
+ fefl

= 2 [ ha fE)m(KS) — Xt f(En_)m(Kaa)] + f(£1)m(G)

= lim Dogia f(8;,)m(K,) = [*°F.

Se usari la siguie_nte condicién:
(B). Existen Ky A tales que (K’ C Kyv(K') <v(K”) —A) =K' c K”.

Prorosicién 13. Si se cumple (B), entonces L® < L*© y la R-C-integracién
restringida a L°® es una @-integracién.

Sea f = i ax(Ds) (normal). Cada x(D) es R—C—integrable. Sea K’ — K.
SizK' € D, Y (ax(D),K’, §) = am(D);sizK'N D # 0y zK' & D, se tiene
v(K') 2 v(D) — A, de donde, para cada sumando 4 de ) (ax(D), K’, £), se
tiene v(4) > v(a) + v(D) — A. Por lo tanto, para cualquier K’ C K se
cumple »( ) (ax(D), K’, £)) > v(a) + v(D) — sup {0, A}. Como v(a;)
+ v(D;) — o, se tiene Y (f, K', £) = Do > (ax(D:), K', £). Sea 8 tal
que ¢ > S=v(a;) + v(D;) > N + sup {0, A}. Si D; = 2;K;, sea cualquier
K’ c (Ui K, N K. Entonces

2 (K, = Ziaam(D) + Xien 2 (ax(D), K, §),
donde el valor de v en el segundo sumando es 2N, lo que demuestra que
ferte.

Lo anterior demuestra también que ) .;am(D;) = f B¢ f independiente-
mente de la expresién particular de f, lo que demuestra (Int), que muestra
que existe una C-integral, que es la R—C-integral restringida a L.

ProPosIciéN 14. Si € es amplia, L = L*° si y sélo si se cumple (B).

Siendo € amplia, L*'® C L, segtin la Proposicién 12. Por la Proposicién 13,
si se cumple (B), L®°® = L®y [®° es la C-integracién. Se demuestra que, si
no se cumple (B), existe una funcién f que tiene una expresién normal y no
estd en L™,

Al no cumplirse (B) debe existir una sucesién de parejas K;, K7 , y una
sucesién {\;} con lim;, \; = o tales que K; ¢ Ki y o(K:i) = v(K7?) — A,
Ademés, esta sucesién puede tomarse de tal manera que K; € Nzt K7 y
Ki D Ki, para todo 7. Més todavia, como cada K; contiene algin subgrupo
abierto y compacto H; (no necesariamente en @) que es normal, puede suponerse
que Kiy; C H;, de donde (:K:; = ():H:. Entonces H = ;K es un sub-
grupo normal cerrado y compacto, y H < K7 para todo ¢, teniéndose ademés
que, como v(K;) — — «, H no contiene ningtin K € €.

Témese una sucesién {a} P tal que lim;,, (v(a;) + v(Ki)) = o pero
con v(a;) + v(K7) < Ai. Como »(Ki) < »(@), lim;,nv(a;) = . Pueden,

pues, tomarse subsucesiones {K:;}, {K:;}, {\;} con las mismas propiedades
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que las originales pero, ademés, con v(as;,,) > v(as;). Puede suponerse que
las sucesiones originales ya tienen esa propiedad y se aceptard, pues, que

v(aig) > v(a:).

Como limi,,v(a:) = o, existe f = D oy ax(K7) (normal) que tiene la
propiedad de ser constante en todo trasladado izquierdo de H. Sea cualquier
n y considérense dos sumas, $; = >, (f, Kun, £ yS: = X (f, K» , 1), tomando
£ = n; sl & y 7 est4n en un mismo trasladado de K, distinto de Ko y, si se
supone que & y n; estdn en K . ,tomando & € Knyn ¢ K . Entonces Sy — S, =
m(K")[f(£1) — f(m)]. Seam < n el primer indice para el cual & € Kmym ¢ Kn 6
bien & ¢ K, y m € K. Entonces, por la condicién v(aiyn) > v(as),

o[f(&) — f(n)] = v(am) < v(an),

de donde v(S; — S;) < v(K3) + v(a,) = v(am(Kn)) — A < 0, luego no
existe limp,. 2 (f, Kn , £).

Sea ' = G/H, con la familia ¢ = {KH/H |K € @}, y sea m:G — G’ el
homomorfismo candnico. Supdngase ademés que m(@') = m(G), lo que implica
que m(KH/H) = m(K) para todo K € @. Se demostrard que f ¢ L™*(Q)
demostrando que g ¢ L*®' (@), donde g es la funcién tal que ger = f, y usando
el teorema de la Seccién 1 sobre R-integracién en grupos cocientes. Témese
K; = KiH/H. Cada suma ) (f, Ku , £) es igual a una suma 2, (g, Kn, 7€),
de donde, como K; D Ky D -+~ y . K: = {e}, g ¢ L= (). ‘

* CororarIO 2. Si v es acotada, LE es el espacio de las funciones continuas y
existe la @ integral.

Puesto que, en ese caso, @ es amplia y se cumple (B) con cualquier K y
A > 2V, s |o(K)| £ V para todo K. :

3.7. El caso de v acotada (G no compacto).

ProrosiciéN 15. Si v es acotada, existe la C-integracién, y L® es el espacio
de las funciones continuas que se anulan en .

Existe la integracién porque, segin el Corolario 2, existe la integracién local.
Sea f = D..ax(D;) (normal). Sea K € @; existe una sucesién {D;} de trasla-
dados de K tal que f = D oy 2o aix(D:N D;) donde, para cada 7,

2 ax(DiN D))

es una expresién normal y, por lo tanto, est4 en L®. Entonces f puede expresarse
como Z;Ll fi donde cada f; es continua y se anula fuera de un trasladado de K.
Como v(a;) — «, para cada N el conjunto de los f; tales que inf {o(f;(z))} € N
es finito, lo que demuestra la primera parte. Reciprocamente, sea f continua que
se anule en . Deben existir trasladados D: de K tales que U<, D: contiene
al conjunto de los ¢ € G donde f(z) 5 0, y se tiene f = > 7 f;, donde cada
fi se anula fuera de D; y lim,. inf {v(fi(x))} = . Segin el Corolario 1, cada
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fi € L. En la demostracién de 1& Proposicién 12 se ha construido una expresién
normal de f; con términos ax(D) tales que v(a) > inf {v(f:(z))} y, como v es
acotada, se tiene lim;,., W(f;) = o, lo que concluye la demostracién.

3.8. El caso de € totalmente ordenada con v(K;) — — .
Lema 5. L® © L"® y la inclusién es una aplicacién continua.

Segtin el axioma IV y la demostracién de la unicidad, (b), basta demostrar
que el espacio L*® con la valuacién Wl cumple con I, IT y ITI, puesto que en
(b) se ha demostrado que, en este caso, L'® D Ly W' > W. Las condiciones
I y IT son consecuencias inmediatas del Teorema 3 de la Seccién 2 y de la defi-
nicién de W'. En cuanto a la condicién ITI, se ha visto que existen fr, tales que
W' () = o, ¥ {fa + fu} converge en cada punto y como sucesién de L'® a una
misma funcién f € L'® (Ver (a.1) y (a.2) de la Seccién 2), de donde {fs} con-
verge a alguna funcién ¢’ en cada z, que se puede expresar como Z aux(zlh) ¥,
por lo tanto, g’ € Ll ©y W) = =, de donde g = hmnwfn ¢ Lk , de donde
{f.} converge en L"® a g (puesto que { f,.} convergeen L'"®a g').

Proposici6N 16. Existe la C-integral, que es la restriccién de [*® a L.
Porque, por el lema anterior, fl'e restringida a L es lineal y continua.
LeMa 6. W' = Wen L.

Habiéndose demostrado que W' > W, debe demostrarse que W' < W. Si
W(f) = =, no hay nada que demostrar; se supone W (f) £ o. Sea una expre-
sién normalf > iaix(Ds) y sean n tal que ¢ > n=v(a;) + v(D;) > W(f)
Entonces WY QX tens1 aix(D:)) > W(f) y basta demostrar que

W2 ax(Dy) € W(2Xiaax(D:)) = W(f).
Puede suponerse que D; D;= @ parai =5 (1 < 4,5 < n).Sea E,,(f, &), con
s1 = v(@a,); este conjunto contiene Dy y, si mtersecta D;, lo contiene. Sea

( fl = alX(Esx(fr al));

se tiene W'(f)) = s + v, (f, @) > W'(f), de donde W'(f — f1) > W'(f).
Ademés, f — fi se puede expresar como f — f; = >t aix(Dy), donde ai = a; si
D, €E,(f,m) y @i = a; — ay en caso contrario. Repitiendo Ia construceién,
se obtienen f;,---, fr, con r < n tales que W) > W) yf= 2iafs.
Ademis, cada f; es constante en su soporte y, por lo tanto, se puede expresar

como f; = D 3t ayx(Ds,), con
v(a;;) + 0(Ds;) = Wiayx(Dy)) 2 W(f:) 2 W'({).
En conclusién, existe una expresion f — D ry ai(D:) con
v(ai) + (D3 2 W),
lo que demuestra que W(f) 2 Wi(S).
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TeorEMA 3. L'® = L + L{®, donde L¢*® es la adherencia de cero en L'C.
Si v es acotada superiormente, o si la coleccién de los trasladados de Gy es nu-
merable, L'® = L, y la igualdad se cumple solamente en esos casos.

Para la primera parte basta demostrar que, para cada f € L"®, existen a:x(D:)
con lim,,,, W(ax(D:)) = o tales que {2 iy aix(D:)} converge en L"® a la
funcién f. Para cada i existen combinaciones lineales finitas f; de funciones x (D)
tales que W'(f; — f) > 1. Por lo tanto, existen funciones g; del mismo tipo, con
W'(g:) = W(g:) — =, tales que ) ;g: converge a f en L"®. Pero cada g; se
puede expresar como g; = 2 o aix(Ds;) con :

inf {v(a:;) + v(Dij)} 2 W(gs) — ¢

lo que implica que se puede formar una serie ) ; a;x(D:) que converge a f en
L' y existen g; € L{'® tales que Y.; (g; + ax(D;)) converge a f en cada
z € @. Es claro que, si v es acotada superiormente o si la coleccién de trasladados
de G, es numerable, g; € L, y puede, en caso contrario, construirse g € L® que
no esté en L.
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