VARIEDADES ALGEBRAICAS CON CIERTAS CONDICIONES EN SUS
TANGENTES

Por Emiruro Lruis*

1. Introduccion

Sea C una curva en el plano proyectivo tal que todas las tangentes a C en
sus puntos simples pasan por un punto fijo. Supongamos que C' estd definida
sobre un campo k de caracteristica p y que C es irreducible. Sea

(X, X:1,X;) =0
su ecuacién sobre k. Podemos suponer que el punto por donde pasan las tangentés
es (0, 1, 0). Entonces
& = 08/9X; = 0.
Se tiene pues
Xy + Xo®, = md,
siendo &, y ¥, las derivadas parciales correspondientes y m el grado de &.

Sim £ 0 (mod p) ym > 1 entonces ®, , P, son polinomios de gradom —1 > 0
(o bien uno de ellos es cero). Por lo tanto existe al menos un punto P tal que

Bo(P) = &(P) = ®(P) = 0,
es decir C tiene puntos singulares.
Sim = 0 (mod p) y m > 2, se tiene

Xo@o + qu)z = 0,
de donde

&) = X0
@2 = XO\I’,
con ¥ de grado mayor que 0. Los puntos comunes de ¥ y & son entonces puntos
singulares de C.
Asi pues se ha demostrado que sz C no es una recta o una cénica en caracterstica
2, C tiene puntos singulares.

Por otro lado es trivial encontrar ejemplos de c6énicas no singulares en carac-
teristica 2, cuyas tangentes concurran en un punto.

En esta nota se dardn algunas generalizaciones de esta propiedad.

De paso observaremos también la siguiente propiedad de nuestra curva C:

Si el punto por donde pasan las tangentes no estd en la curva entonces m = 0
(mod p) y st dicho punto estd en la curva y es stmple en C, entonces m = 1 (mod p).

* Este trabajo fue parcialmente auspiciado por la National Science Foundation segin
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En efecto, si (0, 1, 0) no esté en C, m®(0, 1, 0) = 0, de donde m = 0 (mod
p). Si (0, 1, 0) esta en C y es simple, entonces, digamos (0, 1, 0) = 0. Esto
significa que en ® figura, con coeficiente no nulo, el término

XX,

Pero como &, = 0, ® es funcién de X7 , de donde m — 1 = 0 (mod p).
Esta tltima propiedad vale también para hipersuperficies en general.

2. Ramas analiticas y ramas analiticas lineales

Sea V una variedad algebraica y V* el modelo (absolutamente) normal
derivado de V y ¢: V* — V la transformacién birracional respectiva. Sea k un
campo comun de definicién de V y V*. Sea P un punto de V, o su anillo local
‘en k(V) y m el ideal méximo de 0. Designaremos con o™ a la cerradura integral
de o en k(V). Este es un anillo semilocal cuyos ideales m4ximos denotaremos con

m;y, ---, myi . Entonces los anillos

*
0; = D

son los anillos locales de los puntos Py, ---, Px de V* que se transforman en
P bajo . Sus ideales méximos son m; = mio; .

Llamaremos ramas analiticas o simplemente ramas de V en P a los puntos
Py, ---, P; del modelo normal derivado V* de V que corresponden a P (o
también si se quiere, a sus anillos locales 0y, - -+ , o).

. Diremos que una rama P;de V en P es lineal si se cumplen las dos condiciones
siguientes: '

(a) P; es un punto simple de V*.

(b) Existen coordenadas uniformizantes 2, - -+, 2, de V* en P; tales que
21, ,2 €0

Por coordenadas uniformizantes de una variedad en un punto P de V se
entiende un conjunto de funciones 2, - - - , 2z, contenidas en el anillo local de
este punto, tales que las diferenciales locales

(dzl)l’ y " (sz)P

formen una base del espacio D3 de las diferenciales locales de V en P (ver [5]

pag. 46).
La condicién (b) puede enunciarse en forma equivalente como sigue:
(b') Si@:V* — V es la aplicacién birracional del modelo normal derivado

V¥deVenVy
051D — 3);-
es la aplicacién lineal del espacio de las diferenciales locales de V en P en el de

las diferenciales de V* en P;, inducida por ¢, entonces ¢* es suprayectiva.
Esto resulta de que en este caso

o"((dy)r) = (dy)z; -
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En efecto, si 21, - - - , 2 son coordenadas uniformizantes de V* en P; tales que
21, -, 2 € o, entonces (dz1)p, -- -, (dz,)r € D} son tales que sus imigenes
(dz1)p, , +* -, (d2,)p, generan D}, , es decir, ¢* es suprayectiva. Inversamente,
supongamos que ¢" es suprayectiva. Sea 1, - -+ , ¥; un sistema de coordenadas
uniformizantes de V en P. Eso significa que (dy1)z, -+, (dy:)r es una base de
7 . Entonces (dy1)s;, -+, (dy:)r; generan D3 . Extrayendo una base de
este sistema de generadores, digamos (dyi)e;, *:, (dys)s;, se obtiene un
sistema de coordenadas uniformizantes uy, -+, ¥, de V* en P; tales que
Y1, -, Ys pertenecen a o.

La condicién (b’) es, por dualidad, equivalent a:

(b”) 8i ¢ :Dp, — Dp es la aplicacién lineal inducida por ¢:V* — V, del
espacio lineal tangente a V* en P; en el espacio lineal tangente a V en P, en-
tonces <p* es tnyectiva.

D. G. Northeott en [3] y [4] define el ntimero de ramas analiticas de una varie-
dad en un punto y el concepto de rama simple. Terminaremos este parrafo
demostrando que el concepto de rama lineal aqui definido coincide con el de
rama simple de Northcott. Por simplicidad supondremos que % es algebraica-
mente cerrado y que P, Py, --- , Pj son racionales sobre k.

Sea 6 la completacién del anillo local o de Pen V' y

0 =mN ---Nm

la descomposicién irredundante del ideal cero de  en ideales primos. El Teorema
2 de [3] asegura que k = h. Segin [4] se dice que la rama correspondiente a n;
es simple si y s6lo si el anillo

5/ n;
es un anillo local regular.

Sea 5* la completacién del anillo semilocal 0* y 5, las completaciones de los
anillos locales o; . Entonces ([1], pags. 693, 700), si ¢, -+ - , & son los elementos
primitivos idempotentes, ortogonales dos a dos, asociados a los ideales miximos
fit¥ del anillo semilocal 5™, se tiene

=05, - @ b,
Ak

ﬁi=06,’.

La inclusién o — 3* induce, ya que m = fif N o (1 < ¢ < k) y que 3 es com-

pleto, un homomorfismo a:5 — #* que es monomorfismo ([1], pag. 699). La
. . * PO ,
inclusién o~ — §; induce, por razones andlogas, un homomorfismo

oak a

AitD — b
cuyo ntcleo es el ideal primo w; de [4]. Andlogamente la inclusién o — ; in-
duce, ya que fit; 1 o0 = m, con fit; = m.0;, un homomorfismo que coincide con

Na:d — B; . El ntcleo de este homomorfismo es 7; 1 8 y en [3] se demuestra que,
ordenando convenientemente los indices, se tiene

mNd=n, (LSi=h=k).
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En esta forma queda definida una inclusién
ﬁ/ n; — b;.

Resulta pues que 8/n; es la cerradura topoldgica de o en el anillo 3; .

Supongamos primero que la rama ¢ es simple, es decir que 3/1; es regular.
Entonces el corolario 3 de [4] asegura que el anillo o; es regular, de donde, como
P; es racional sobre &, P; es un punto simple de V* y se cumple la condicién
(a) de nuestra definicién. Ademé4s en este caso, ya que 5; es la cerradura integral
de 8/n; y 8/n; es integralmente cerrado, 5; = 8/n;, es decir, o es denso en 5;.
Esto implica que

mﬁi = ﬁl,’ .

En efecto, sea a € ;. Entonces ¢ = lim a,, a, € 0 (en la topologia de 3;).
Por lo tanto, para n > N, a, € fit;, de donde a, € ;N 0 = m, es decir a per-
tenece a la cerradura topolégica de m en ;. Esta dltima estd evidentemente

contenida en md; puesto que md; DO m y es cerrado. Es decir, md; D fi;, de
donde md; = fi;. Por consiguiente

m; = fi; N o; — md; N o0; = (moi)ﬁiﬂ 0D; = Mo, .

De esta ultima igualdad se sigue que existen 2y, -+, 2. € m C o tales que
forman un sistema de pardmetros regulares del anillo local o; de dimensién r
(es decir, generan m) lo cual equivale a decir que sus clases z; , - -+ , Z mod m}
son una base del espacio vectorial m;/m? sobre o;/m; = k. Como la correspon-
dencia 2z — (dz)»; es un isomorfismo del espacio m ;/m? sobre D, , se sigue que
2, -+, 2 son pardmetros uniformizantes de V* en P; (es decir, coordenadas
uniformlzantes contenidas en m;) y por lo tanto se cumple también la condicién
(b) y la rama es lineal.

Inversamente, supongamos que la rama P; es lineal. Como % es algebraica-
mente cerrado, por (b) existen parimetros uniformizantes 2, -+, 2 de V*
en P; tales que 21, -+ -, 2. € m. Por lo mencionado arriba, 2;, « -+, 2- son en-
tonces pardmetros regulares del anillo local regular o; y también de su completa-
cién B; . Por el teorema de Cohen de estructura de los anillos locales regulares
completos, 9; es igual al anillo de series formales de potencias k[[z1, « - , ).
Perocomoz, - -+ ,2 € 0 C 5/n;y éste es local completo, 5/n; D k[[z1, - -, 2],
de donde

9; = ﬁ/ n;,
es decir §/n; es regular y la rama es simple. Q.E.D.
3. Curvas en P"

LemA. Sea R un campo de funciones algebraicas de una variable y k su campo
de constantes, que supondremos infinito. St z, Y1, - -+ , Ya Son funciones en R, no
constantes, entonces para cast todo punto (a1, - -+ , a.) de k™ se tiene que

w(y)) =z +ayi+ - +Fawn) G=1,---,n)
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para todo lugar p de R.
Sea p un lugar arbitrario, { un pardmetro uniformizante en p. Sean
z = t"u
y: = t™u¢ (4, u; unidades)
Se tiene entonces
T=zx+ay+ - + yn = "4 + at™ug + -+ + @™ u,.
(1) Supongamos
a=o1 = =0, < A1, ", 0, (0=s=n).
Entonces
E=1t"(u+ o+ - A Gl el U - @™ U)

En el k-homomorfismo del anillo o del lugar p en el campo de residuos L = o/,
v se transforma en % + a1 + - - - + a.4: . Pero v es unidad si y solamente si
esta tltima suma, vale cero, lo cual ocurre solamente para los puntos (a; , «-- , a.)
de k"™ que estdn en la hipersuperficie definida sobre L por la ecuacién

4+ @Xi+ - + @X, =0, (@0).
Por lo tanto, para casi todo (a;, --- , a,) de k",
vb(j) =a= ”»(Zl:’), (.7 =1,--- ,n).

(2) Supongamos ahora,

IIA
IIA

<11="'=a,<a,a3+1,"',an (1 S n)

Entonces
z = tﬂ(tﬂ—“u + aur o et F ettt Uy o A 0t Pu,) = P,

Como antes, la imagen de v es ;% + -+ -+ a.%, ¥y como %; = 0y s = 1, nueva-
mente para casi todo (a1, - -, a.) de k", v es unidad, de donde

vh(j) =B = vh(yf): (.7 = 1’ 7n)'

Los casos (1) y (2) cubren todas las posibilidades para el lugar p y, como v,(z) =
vy(y;) = 0 excepto en un ntmero finito de lugares, el lema resulta de lo anterior.

TrorEMA. Sea C una curva en el espacio proyectivo, tal que todas las tangentes
en sus puntos simples concurren en un punto fijo. Entonces st C no es una recta
o0 una cénica, C tiene puntos singulares con ramas no lineales.

Supondremos ¢ < P**', y sea (x, 41, - +* , ¥») un punto genérico afin de C
sobre un campo k. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que C es irre-
ducible. Podemos asimismo suponer que el punto @ de concurrencia de las
tangentes es el punto al infinito sobre el eje ¥; = --- = ¥, = 0. Sea D una
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k — derivacién de k(z, y1, +++ , ¥a). S1f(X, Y1, -+, ¥,.) es un polinomio con
coefficientes en %, nulo en C, se tiene

0 = Df(z, 41, -+, ¥a) = (3f/0)Dx + 2 14 (8/3y:)Dys,
es decir, el punto (Dz, Dy1, - -+, Dy.) estd en el hiperplano de ecuacién
(3f/0)X + 21 (8f/0ys) Y = 0.

Por lo tanto (Dz, Dy, - -+, Dy.) esté en la tangente a C en el punto (z, ¥,
.-, Ys) ¥ POr consiguiente

Dp=---=Dy,=0
De aqui se sigue que
dyy = -+ = dy, = 0.
Siendo B = k(x, 1, -+, ¥»), usando una transformacién afin del tipo
{x——>x+a1y1—|— o+ aayn (a; €K)
Yi—Yi (1=j5=n)

se puede suponer, de acuerdo con el lema antes demostrado que para todo lugar
p de R se tiene
vV(y.‘i) = ’Up(x) (.7 = 17 Tt n)
Después de dicha transformacién siguen valiendo las condiciones
dp =+ =dy, = 0.

Sea P un punto de C, y » C R su lugar. Consideremos primero el caso en
que p no es polo de z. Entences p tampoco es polo de y;, puesto que v,(x) =
vy(¥;) y por consiguiente x, %1, --, ¥» son coordenadas uniformizantes de

C‘en P, de donde, v
(dz)e, (dy1)p, -+ " (dya)re

generan el espacio Di de las diferenciales locales de C' en P. Sea P; una rama
lineal de C en P. P; es un punto del modelo normal derivado C* de C, y hemos
supuesto que es racional sobre k. Sea p1 C R su lugar. Por la condicién (b) de
linealidad,

¢ ((d2)r), " ((dy1)r), -+, " ((dya)e)

generan el espacio Dy, de las diferenciales locales de C* en P;. Pero
Q"*((dx)l’) = (dx)lﬁ ’ ¢*((dyJ)P) = (dyi)P1 ) €8 decir,

(dx)lﬁ ) (dyl)P1 » T (dy‘")Pl

generan D, . Pero como P, es simple en C*, (dy;)s, es la diferencial inducida
por dy; en P;, de donde

(Y1), = -+ = (dya)r, = 0.
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Por consiguiente (dz)s, # 0, es decir, z es coordenada uniformizante de C* en
P, . Esto significa que

vy (dz) = 0. o
Consideremos ahora el caso en que p es polo de z. En el espacio proyectivo de
coordenadas (Y, , X, ¥y, -, Y,) consideremos el espacio afin X = 0. Entonces

yo/x, yl/xa ) yﬂ/x7 (yﬁ = 1)

es un sistema de coordenadas afines de C en P, puesto que v,(y;) = v,(z). Con
el mismo razonamiento de antes se tiene que en este caso

(d(yﬁ/x))IH y T (d(yn/x))l’l

generan Dy, , el cual, segln la condicién (a), es de dimensién 1. Asi pues, para
cierta ¢ se tiene que (d(y:/x))r, es una base de dicho espacio, es decir, y.,/x es
coordenada uniformizante de C* en P; . Por lo tanto

vy (d(yi/z)) = 0.
Entonces como d(y;/z) = —iyx dz, se tiene
vy (dz) = 20y (2) — vy (ys) = v (x) — (V4 (¥s) — vy (%))
<o, (z) <0 siz=0;
vy, (dz) = 205 (2) <0 siz=0.
Si suponemos pues que todas las ramas en todos los puntos de C son lineales,
tomando en cuenta que todo Iugar ‘“simple” de R (es decir de anillo local inte-

gralmente cerrado) es rama de algln punto de C, se tiene que para todo lugar p
de R,

vp(de) =0,
y que si ademés p es polo de z, |
' vp(dz) = vy(z) < 0.

Como todo polo de dx es también polo de z, la desigualdad anterior implica que
x'y dr tienen exactamente los mismos polos. Sean estos p;, -+, bs. Se tiene
entonces

d’((dz)) = 29 — 2 = 25 d"(p:)vy,(dz) < 0,
de donde el género ¢ = 0y d°((dz)) = —2. Ademés
d'((2)w) = — 22 d’(pe)vp,(2) S — 25 d°(9:)vy,(d2)
= —d'((dv)) = 2,

es decir, d°((¢)w) < 2.Sea (b,b1, -+ - ,bs) en k" tal quebe + by + - -+ + bayn
¢ k. Todo polo de bz + biys + -+ 4+ by, es polo de = puesto que para todo
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lugar g de R,
V(b 4 biyr 4 -+ A+ bayn) = 05(2).
Por consiguiente
d'((bx + biys + -+ F bayn)w) = d((2)w) < 2,
es decir,
(@, y1, =+ 5 Yn)tb(b2 + biys + - -+ + bayn)] = 2.

Asi pues el grado de la curva es uno o dos, con lo cual queda demostrado el
teorema.

En el caso de una recta no hay nada que agregar. Si la curva es una cénica
entonces es plana ([2], teorema 2) y ya se vio que si la caracteristica es distinta
de dos entonces tiene puntos singulares.

4. Una generalizacion
El teorema anterior se generaliza en forma natural como sigue:

TrorEMA. Sea V' una variedad en el espacio proyectivo P". Si el grado de V
es mayor o igual que dos (o bien simplemente mayor que dos st la caracteristica p
es dos) y todas las variedades lineales tangentes a V en sus puntos stimples contienen
una variedad lineal fija de dimension r — 1, entonces V' tiene singularidades.

Sea L™ """ una variedad lineal de P", genérica sobre un campo k de definicién
de V' y C" una componente de LN V (de hecho €' = LN V). Es facil ver entonces
que todas las tangentes a la curva C' pasan por el punto de interseccién de
L™ ¢con la variedad lineal fija de dimension » — 1. Por consiguiente C* tiene
puntos singulares. Consideremos un espacio afin en donde C' tenga algtin punto
singular. Si L es transversal a una variedad lineal tangente a V en un punto de
VN L, simple en V, entonces dicho punto ser4 simple en C ([7], V, §3, Prop. 21).
Por lo tanto, si suponemos que V no tiene singularidades, el siguiente lema
conduce a una contradiccién que demuestra el teorema.

LeMA. Sea V' una variedad en el espacio afin A™ definida sobre un campo k;
sear = sy L™ una variedad lineal de A", genérica sobre k. Entonces L es trans-
versal a-la variedad lineal tangente T"(y) a V en todo punto simple (y) de VN L.

Sean (u;;) 1=27=s1=Z57=n+1) (n 4 1) X s elementos algebrai-
camente independientes sobre k y L™ ° la variedad lineal de ecuaciones

DiatuiiX — Uinn =0, (1=3=5s)
y sea (fi) el ideal de V sobre k. Como (y) es simple, podemos suponer
A =|09f/0y;| #~ Opara i = k,j = n — r. Supongamos que T y L no sean
transversales. Entonces el rango de la matriz

: I ofe/dy;

u (12k=n—-nrnl1=1=s1=2j=n)
i
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seran —r + g < n — r -+ s. Entonces existe un determinante en la matriz
anterior, conteniendo a A, distinto de cero, de orden n — r + ¢, que podemos
suponer es

3fr/ 0y;

w I=gk=s=n—-nrnl=i1=2qgl=sj=n—r+q.
i

Por lo tanto, para todatcon 1 £ 7 < sytodajconl < j < n, se tiene que
uij € k(Y, uap),
en donde
(e,) €L, .-+, g XL, ---,m]Ufg+1, -, s] X[L, -+ ,n—r+g],
y por lo tanto

lIA

dimgy(u) = sn — (s —q)(r —¢) =sn —r+s— 1

Se tiene pues
dimg(u, y) = dimggy(v) + dimg(y) = s 4+ s — 1
y por otro lado
dimg(u, y) = dimge(y) + dimg(u) = sn + s

lo cual es una contradiccién y el lema queda probado.

El autor ignora si al debilitar las condiciones, es decir al suponer que las
variedades lineales tangentes pasan por una cierta L° con s menor que r — 1
(siendo el caso extremo que pasen solamente por un punto) sigue valiendo la
conclusién de que la. variedad tenga puntos singulares.

5. El caso separable de dualidad

Siguiendo las notaciones y la nomenclatura del trabajo [6] de A. H. Wallace
donde se estudia la dualidad sobre campos de caracteristica arbitraria, llamaremos
caso separable de dualidad cuando k(z, y) es una extensién separablemente
generada de k(v), en donde (v) es el hiperplano tangente genérico a V sobre k&
en el punto genérico (z) de V sobre k. Cuando esto ocurre se tiene ([6], teorema, 4)
que la variedad dual de la variedad dual V' de Ves V.

TreOREMA. En el caso separable de dualidad, si V es tal que todas las tangentes a
V en sus puntos simples pasan por un punto fijo, entonces V es una variedad lineal.

Sea V = V" contenida en P". Sir = n no hay nada que demostrar. Supongamos
pues que r < n y sea V' = V'™ la variedad dual de V contenida en P’". Sea @
el punto por donde pasan las tangentes. Si (v) es un hiperplano genérico sobre
k a través de la variedad lineal tangente T(x) a V en (z), ya que T'(x) pasa
por Q se tiene que V'™ est4 contenida en el hiperplano P’”~* de P'" correspondiente
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al punto Q de P". Como el dual de V’ es V entonces V < P™ ", Asi inductivamente
resulta que V" = P', es decir, V" es lineal.

Universipap NacioNAL Aurénoma pe Mfxico, Mfxico 20, D. F.
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