ESPACIOS FIBRADOS POR H-ESPACIOS

Por SAMUEL GITLER

Introduccion

En este trabajo se estudian ciertas relaciones entre la homologia de un H-
espacio y su espacio de lazos. Utilizamos la sucesién espectral de la construceién
barra introducida por J. C. Moore en [7], [8]. Los resultados que se obtienen son
los siguientes: Sea X un H-espacio. Si designamos por Q(H«(X; Z,)) el espacio
vectorial sobre Z, de elementos no factorizables del anillo H«(X; Z,) y por
P(H«(X; Z,)) el espacio vectorial de elementos primitivos, entonces como es
bien sabido, la suspensién en espacios fibrados induce un homomorfismo:

kst Qu(Hx (QX;7Z,)) = Pyn(H(X; Zp))

Moore ([8]) ha demostrado que o4 es epimorfismo si ¢ es par, monomorfismo
si g es impar, para p % 2. En este trabajo se obtiene o+ es isomorfismo si ¢ es
pary ¢ # —2 mod 2p, 6 si ¢ es impar y ¢ # 1 mod 2p, con p # 2.

Ademés si H*(X, Z,) no tiene generadores de altura infinita obtenemos
condiciones necesarias y suficientes en las diferenciales de la sucesién espectral
para que H+(Q2X; Z,) no tenga generadores impares. Esto debe ser dtil para dar
otra demostracién de los resultados de Bott ([1]) acerca de la no torsién en los
espacios de lazos de grupos de Lie.

1. Preliminares sobre estructuras filtradas

En todo este trabajo utilizaremos la terminologia de [6]. Todos los médulos,
4lgebras, etc., tendran coeficientes en un campo K de caracteristica p = 0, 2
a menos que se indique lo contrario. Un 4lgebra A conmutativa sobre K es de
tipo (p") si para toda z € A se cumple que 2” = 0. Es claro que si 4 es de tipo
(p"), entonces 4 es de tipo (p°) para toda s = 7.

Por un 4lgebra filtrada 4 entenderemos un 4lgebra A sobre K con una fil-
tracién regular, creciente compatible con la multiplicacién. Como es bien sabido,
en este caso F°A, el médulo graduado asociado a A4, tiene una estructura canénica
de 4lgebra.

ProrosiciéN 1.1: Sea A un dlgebra conmutativa vy filtrada de tipo (p’), en-
tonces E°A es un dlgebra conmutativa y de tipo (p').

Demostracion: Si A es conmutativa es claro que E°A es conmutativa. Como
(x+y)” = 2" + y*, pues K es de caracteristica p, basta tomar elementos
de E°A de filtracién constante Sea pues x € E, A a E F,A un 1ep1esentante
de z, como a” = 0 y a” es un representante de x” = 0y E’A es de tipo

(p").

1'W. Browder me ha comunicado que él obtiene estos resultados por otros métodos.
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Por una codlgebra C filtrada entenderemos una coédlgebra C' con una filtracién
regular, creciente y compatible con el morfismo diagonal de C, donde a C @ C
le damos la filtracién natural.

Decimos que una codlgebra es coneza si es graduada, Co = Kysiy: C —
C ® C es el map diagonal de C entonces

Y)=2@1+1Qz+ 2 z:® a/

para toda z de dimensién positiva, con dim z;, dim z; > 0. Si C es conexa,
entonces requerimos que la filtracién satisfaga FoC = C,. Todos nuestros mé-
dulos graduados seran localmente finitos.

PrOPOSICION 1.2: Si C es una codlgebra conexa y filirada, entonces E°C es
codlgebra conexa.

La demostracién de (1.2) es standard.

Si C' es una coidlgebra conexa, designamos por P(C) el subespacio de ele-
mentos 2z € C tales que ¥(z) =2 ® 1 + 1 ® z. Los elementos de P(C) son
los elemenios primitivos de C. Sea M un médulo filtrado; € M es de filiracion
g, six € F M pero x ¢ F, .M. Designamos por & la clase de z en E,M.

Prorosicién 1.3: St C es una codlgebra conexa y filtrada, entonces:
x € P(C) implica & € P(E°C).
Demostracién: Si ¢ es el morfismo diagonal de C, designemos por Y el de
E°C.Por (12),¢(3) =2®1+1Q 7+ > y: ® yi ; pero ¢’ esté inducido
por ¢; luego para caleular ¥°(£#) tomamos un representante de Z, sea x este

representante. Como z € P(C), ¥(z) = 2 ® 1 + 1 @ z, luego al pasar a ¢’
debe tenerse que ¥*(Z) = # ® 1 + 1 ® 4, es decir, & € P(EC).

2. Construccion barra

Un 4lgebra A es conexa si es graduada y Ao = K. Pongamos I(4) = D g0dq -
Si M es un médulo graduado, la k-suspensién de M, s*(M) para — o <k < o
es el médulo definido por: s*(M), = M, . Si M es un médulo (M)*, desig-
naré el k-producto tensorial de M consigo mismo (sobre K).

Sea A un 4lgebra conexa; entonces pongamos

A=A4/4,, (A) =K, B(4) = 2azs'(4)", yB(4)=A4® B(4).

B(A) es un A-médulo libre y B(A) ~ K®,4 B(A). Los elementos de s*(4)* y
A @ $"(A)" los escribiremos en las formas

lay | -~ | a4l a'[afll"'lak]-

También escribimos a por af . Deﬁnil_nos una aumentacién e: B(4A) - K
por €(1) =1, ¢(I(4)) =0, e(4 ® s*(A)*) = 0. Definimos un operador de
contraccién 7 en B(A) por

ralag | o+ |ax) =[a|ar| -+ | axl.
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Supongamos que A es un &lgebra diferencial. Entonces definimos un operador
frontera 8 en B(A) por las férmulas inductivas (1) = 0, d(azx) = (da)z + @
(a)adr para © € A, x € B(A), d el operador diferencial en A, y d+(x) +
r0(z) =z — (ex) ([4]). Aqui ®(a) = (—1)4me § induce un operador dife-
" rencial 9 en B(A). 8 y 3 se descomponen en dos operadores y hacen B(A4) y
B(A) en complejos dobles. A continuacién damos la férmula explicita para
estos operadores parciales:

da| - lanl = = 2" Olar | -+ | @al) [ | -+ [daw | -+ | aal,
dlar |+ -+ | an] = alag | - -+ | anl
7 + 2" Olar ] a) [ ] - | @i | - - | @l
y o = 8, + 9; . Andlogamente d = 3, + J; con
3a| - lanl = =2 @l | -+ [@sa]) lar | -+ [ dax | - - | @]
6s[a1| |an] = Zk=1n_1 (P([al[ Iak]) [01[ |akak+1| !an]-

Prorosicion 2.1: 87 f: A — C es un morfismo, f induce un morfismo
f:B(A) — B(0).
En B(A) definimos un morfismo diagonal A : B(4) — B(A) ® B(A) por la
férmula,
Ala| - @] = 2™ | -+ laia] ® a7 | -+ [ aa].
Prorosicién 2.2: A es un morfismo de mdodulos diferenciales que es natural con
respecto a morfismos inducidos.

La verificacién de (2.2) es tediosa pero no presenta dificultades.

Consecuentemente B(A) es una coélgebra diferencial conexa y por lo tanto
H.«(B(A)) tambien lo es.
Si A es un algebra diferencial conexa, definimos la suspension

ox * Hy(A) = Hon(B(4))
como sigue:

Sea x € H,(A), u un ciclo representante de x, entonces d[u] = 0 en B(A) y
la clase de [u], {[u]} € H,2(B(A)) es por definicién o«(z). Se verifica facil-
mente que o4 estd bien definida y que es aditiva.

Dada un algebra conexa 4, sea D(A) el submédulo de elementos factorizables
de A, es decir el submdédulo generado por productos ab de elementos a, b €
I (A). Sea Q(A) = A/D(A). Los elementos de Q(A) se dicen no factorizables.

PrOPOSICION  2.3: o4 induce un homomorfismo que también designamos por o ,
o Qu(H(A)) = Pra(H(B(A)).

Demostracién: Primero veamos que o (D(H(A)) = 0. Sea & = yz, con dim
y, dim z > 0; u, v representantes de y, 2; entonces uv es representante de z,
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luego o«(z) = {[uv]}, pero d[u|v] = ®([u]) [uv]. Como o es aditiva, se sigue que
ox(D(H(A)) = 0. Por otra parte Axox(z) = ox(z) @ 1 + 1 ® o4 (x) pues si
u es ciclo representante de z, [u] es ciclo representante de o«(z) y Alu] = [u] ®
14+ 1 ® [u]. De donde (2.3) se sigue.

Sea ahora A un 4lgebra con diferencial trivial. Si z € 4., es tal que z" = 0,
formemos [z | 2" '] € B(A) entonces d[z | 2" "] = —[z"] = 0; luego [z | 2"7'] es
ciclo y su clase la designamos por ¢n(x). ¢n(z) es la transpotencia de Cartan. En
general ¢;, no es aditiva. Sin embargo tenemos

Prorosici6N  2.4: 8¢ A es conmutativa y K = Z, , entonces ¢n para h = p" es
aditiva.

Demostracién: Primero observamos que [z | 2*y" %] — [y | 2"y ke ] es ciclo
frontera en B(A) si z, y son elementos de A, pues:
|y |ay" ™=yl |ay" ™) = |y — y| 2"y (2.5)
Sea h = p’, 2" = y* = 0. Formemos ¢1(z + ¥), del cual un ciclo representante
es
@+ I+ 1=l T+ 1+ B,
donde

B = Zk_o ( > EIE: k h—l—k] + kh;i (h ; 1) vy xkyh-l—k]_

B es suma directa de términos

B, — <h ; 1> [z | 9" + (k N }) [y | &y,

Pero (h n 1) + <h N 1) = 0 mod p; entonces, por (2.5), By resulta frontera.

=

E+1
Como B = Y By, B es frontera, luego ¢ es aditiva.

.Pongamos A” = {z | 2”" = 0}, A” es un ideal en A ademéss tenemos A =
0cA® c.--c AP c .- c A4 = 4. Sea Q(A™) el cociente de A
por el ideal I(A)A®. Los elementos de Q(A™) se llaman por analogia los ele-
mentos no factorizables de 4.

Proposicién 2.6: Si A es conmutativa, K = Z, , entonces ¢, induce un mor-
fismo

o Qul(A?) > Pyr gy (H(B(A)).
Demostracion:
(7) Supongamos que z = ab, a € I(A), b € A”, y pongamos h = p’
dlab | b(ab)"* | a] = [ab | (ab)"] = [& | "],
por 1o que ¢, esté definida en Q(A®).
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(5) Dado z € A, tenemos
Az 2" = k]2 @ 1+ 18 ]2+ ] ® &7,
Pero si D es el operador diferencial en B(4) ® B(A), tenemos que
- D(fe] ® [e|2"7) = [e] ® ["7],
por lo que ¢, (z) es primitivo.

Sea E(x, n) el dlgebra de Hopf con un solo generador x de dimensién impar n
conz =0y Alx) =2® 1+ 1® z; P(y, m), el slgebra de Hopf en un solo
generador y de dimensién par cony”* = 0 todak, A(y) =y ® 1 + 1 ® . Sea
£ (y) = y”k, entonces pongamos P®(y, m) = P(y, m)//(£y), 4lgebra de
Hopf cociente de P(y, m) por el ideal generado por £y; T'(z, m) es el dlgebra
de Hopf dual de P(y, m).

En [4] Eilenberg y MacLane definen un producto * en B(A) cuando A4 es
conmutativa, que hace B(A) 4lgebra de Hopf diferencial conmutativa.

Este producto * est4 dado como sigue: SiA = [a1 | --- |aul vy = b | --- | by,
entonces

Ay =D 0(mAY) [Crw | -+ | Crierd)], (2.7)

-donde la suma se extiende sobre todas las (k, ¢) barajadas 7, Cry = ax 6 b;
dependiendo de la permutacién =; ®(w, A, v) = (—1) elevado a > dim [a,]
dim [b;], donde «(2) > #(k + 7). . :

Propos1IciON 2.8: Tenemos los stguientes isomorfismos de dlgebras de Hopf:
i) Tor**"(Z,Z,) =~ T(s(z),n + 1);
(i) Tor* ™ (Z,, Z,) ~ E(e(z), m + 1);
(i) Tor™"“™(Z,,2,) ~ Blo(y), m + 1) ® Tem(y), p'm + 2).

Demostracion: i
(i) Definimos fi: I'(o(z),;n + 1) — B(E(z, n)), por fi(v.(z)) =
[z | -+ | . fi resulta isomorfismo de 4lgebras de Hopf, pero B(E(z, n)) =

LTOI'E(I,")(ZP s Zp)-

(ii) Definimos f2 : E(a(y), m + 1) — B(P(y, m)), por fa(e(y)) = [yl.
fa es morfismo de 4lgebras de Hopf pues [y] es de dimensién impar con [y] *
[y] = 0. Es fécil verificar que f; es equivalencia de cadena.

(iii) Definimos f;: E(o(y),m + 1) ® T(ew(y),p'm + 2) —
B(P®(y,m)), por file(y)) = [yl filew(y)) = ly|y” "] Es fdcil verificar
que f3 extiende a un morfismo de dlgebras de Hopf que es equivalencia de cadena.

Prorosicién 2.9: St A, T son dlgebras graduadas conmutativas sobre Z, con
diferencial trivial, entonces el map natural

a:Tor* (Z,, Z,) ® Tor' (Z,,Z,) — Tor*® (Z,, Z,)

es 1somorfismo de algebras de Hopf.
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Por el teorema de Eilenberg-Zilber en [5] (ver también (3.2)), existe una
transformacién natural f:B(A) ® B(T') —» B(A ® T') que es equivalencia de
cadena y conmuta con los morfismos diagonales. Como A, T’ son conmutativas,
f es multiplicativa e induce « con las propiedades requeridas.

Si V_; es un médulo con elementos todos de dimensién impar, E(V_;)
designarg el 4lgebra exterior generada por V_;.8i V., » = 0 es un médulo con
elementos todos de dimensién par, P”(V,) designars el algebra P(V,)//
(£V,) donde ponemos para r = 0, P¥(Vy) = P(V,). Todas estas &lgebras
tienen estructura de 4lgebra de Hopf candnica.

TrorEMA 2.10: & A E(V) ® (®-50 P (V.)) como dlgebras, entonces:
Tor* (Zy,Z,) R T(e(Va)) ® (@r20 E(0(V1))) ® (@50 T(0pr(V:))).
como dlgebras de Hopf. Luego
P(Tor" (Zy, Z5)) R o(Va) + 2z o(Ve) + 2o epr( Vo).
El teorema (2.10) se sigue facilmente de (2.6), (2.8) y (2.9).
3. B(A) como slgebra de Hopf

Sean A y C dos 4lgebras diferenciales conexas. Hacemos 4 ® C 4lgebra
diferencial conexa de la manera usual. Definimos una transformacién

f:B(4) ® B(C) —» B(A ® C)

domo sigue: - - )
Sean m = [a| - |ap) € BlA),n=1ci| - |c]] € B(C), Gi=0a; ®1,
¢i=1®c; € A ®C. Entonces
Jm®1) =la| - |dl,
JA1en) =lal---]¢é)l, (3.1)
f(m®n)=Ze(:“;V:m)n)[Ell"'IEP-I—Q]’ Slp>0>9>0;
donde la suma se extiende sobre todas las (p, ¢) barajadas (u, ») de @y, - - -,
Ap, Gy 56 Y [&1] - | £pra es el elemento de B(A ® () asociado a la

barajada (u, »); el coeficiente e(u, », m, n) es el signo que hay que poner para
llevar [&] ® -+ @ [£p4g al elemento [@] @ - @ [@,)] @ [a] ® -+ ® [,
observando que [£] ® [£i41] se transforma en e([£], [£iqd]) [£i1a] ® [£], donde
é(a, b) — (_l)dima dimb.

Extendemos fa B(A) ® B(C) por (A ®.C)-linealidad. Esta férmula aparece
sin signos en [3] debido a que no consideran algebras diferenciales.

Proposicién 3.1: La transformacién f definida por (8.1) conmuta con la dife-
rencial, e induce f: B(4) ® B(C) — B(A ® C) que es una equivalencia de ca-
dena.

(3.2) es el teorema de Eilenberg-Zilber ([5]) y la demostracién se hace en
forma enteramente andloga a como aparece en [3].
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Sea {: M ® N— N ® M el morfismo de médulos graduados definido por
t(m ® n) = e(m,n)n @ m. En (2.2) definimos un morfismo diagonal en B(4).
Definimos ahora un morfismo diagonal en B(4;) ® B(A4,), A por

A= (1Q®1Q1) (A ® A), (3.3)

donde A; es el morfismo diagonal en B(A,), ¢ = 1, 2. Sea A el morfismo diagonal
en B(4; ® A;); entonces tenemos

PrOPOSICION 3.4: f tiene la propiedad de hacer el siguiente diagrama conmuta-
tivo

B(4) ® B(4) —L— B4, ® 4),

Agp A

(B(4) © B4 —L81. (B4 @ 4u)

donde A;; estd definido por (3.3).
La demostracién de (3.4) se hace por verificacién directa, ya que tenemos
férmulas explicitas.

ProrosiciéN 3.5: Sea A un dlgebra conexa, g:A @ A — A un morfismo de
dlgebras; entonces B(A) es un dlgebra de Hopf con multiplicacién ¢ = §f, y mor-
fismo diagonal A. : o

Demostracién: Como g es morfismo, g induce §: B(4A ® A) — B(A) por
(22),y f: B(A4) ® B(A) — B(A), como en (3.2), hace a B(4) un 4lgebra
con multiplicacién ¢. Basta hacer ver que A es morfismo de 4lgebras. Para eso
consideremos el diagrama:

(B4 —I s Bued) —I B

JAI,I

(B 8L, (34 ea) LBL, ()

En este diagrama los cuadrados son conmutativos por (2.2) y (3.4); luego
B(A) es 4lgebra de Hopf con multiplicacién ¢ y morfismo diagonal A.

4. Sucesién espéctral de B(A) en homologia
En §2 hemos visto que B(A) es un complejo doble. Filtramos a B(A4) por
Fo(B(A)) = 2kses" (A" (4.1)

La sucesién espectral correspondiente es esencialmente la que Moore considera
en [7], [8].
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Calculamos ahora los términos E°, E' y E°, de esta sucesién espectral. En
virtud de (4.1) resulta que

o B~ sU(A)Y,
y d° se identifica con d,, por lo que
B T (A
donde o' estd definido como sigue: Una base para los ciclos en E,” est4 dada por

los elementos [a; | - - - | ag] tal que a; es ciclo en A; entonces o' {[a; | - - | agl}

= [@ |-+ |a,], donde a;esla clase de homologia de a; . Resulta que o':E" =,
B(H(A)). Como H(A) tiene diferencial trivial, B(H(A)) tiene una sola
diferencial 8, y queremos ver que o' es isomorfismo de médulos diferenciales.
Pero tenemos

3o {lar | -+ | ag} = duar| -~ - | ad
=20 (al - lad) (@] |G| @] - |al
= aldl{[all |aq]}-

Sea Tor"™™ (K, K) la homologia de B(H(A)), resulta pues que o' induce
2B s TorH® (K, K). Obtenemos asi:
| TEOREMA 4.2: En la sucesién espectral de B(A) determinada por (4.1) tenemos
E'~ B(H(A)),
E'~ Tor"™ (K, K).

4.3. Condicién L. : Un 4lgebra A sobre K satisface la condicién L, si: (i)
existe un morfismo g:4 ® A — A de 4lgebras que es homotépico a la multi-
plicacién y (ii) H(A) es 4lgebra de Hopf conmutativa y asociativa.

Prorosicién 4.4: St A satisface la condicion Ls , los terminos E™ de la sucesion
especiral de B(A) son dlgebras de Hopf conmutativas y asociativas para r > 1.
Los operadores d son derivaciones de dlgebra de Hopf.

Demostracion: Como A satisface L,, B(A) es 4lgebra de Hopf por (3.5).
Ademé4s es claro que la filtracién (4.1) es compatible con la estructura de algebra
de Hopf de B(A), luego E" para r = 0 es 4lgebra de Hopf y d’ es derivacién
de 4lgebras de Hopf, por lo que basta hacer ver que E' es 4lgebra de Hopf con-

mutativa y asociativa. Tenemos al:ElﬁeB(H (A)) y como H(A) es con-
mutativa por (ii) de la condicién L, B(H(A)) es 4lgebra de Hopf conmuta-
tiva con producto * definido por (2.6), y morfismo diagonal A.

Sea ¢":E' ® E'— E' el morfismo que hace E' 4lgebra, tenemos que si A =



ESPACIOS FIBRADOS POR H-ESPACIOS 79

lar]| -+ |aul, ¥y =[] -+ | by son ciclos de E:
oo (N @ (M=o (2@ (mNy) {leew | -+ | eraesal})
=2 @ (1, \7) s | -+ | Ereto))
= A7
donde N=[a| ---|la@lyy =[]+ -|bJ, pues en E' el morfismo g y la

multiplicacién coinciden por (i) de la condicién L, , luego o' es isomorfismo de
4lgebras. Andlogamente si A:E'— E' ® E' es el morfismo diagonal en E',
N =la1| --- | @] entonces:

(@ @a)A (N = (' ®@a) 2 {la] -+ | @]} ® {las| -+ | aul}
= Z[dl| cee | @) @ (@i ] - | @l
= Ad' (N},

por lo que o' es isomorfismo de 4lgebras de Hopf diferencia:les.
En [4] se demuestra que si A es conmutativa, tanto B(A) como H(B(4))
tiene potencias divididas, por lo que obtenemos:

Proposicion 4.5: St A satisface la condicion Ly , K = Z, , entonces
MBS s B(H(A)),
oSBT (K, K)

son isomorfismos de dlgebras de Hopf, en particular E* y E” tienen potencias divi-
didas; en E" los elementos primitivos son de filtracion <2 y no factorizables.

Lo tnico que falta ver es que en E’ los primitivos son de filtracién <2 y no
factorizables. Pero si A satisface I, , H(A) satisface las condiciones del teorema
de Borel y luego H(A) =~ A; A de (2.10) por lo que sabemos cuales son los
primitivos en E* y en la demostracién de (2.8) se observa que estos primitivos
son de filtracién =2 y no factorizables.

5. Sucesién espectral de B(A) en cohomologia

Sea A un 4lgebra, B(A) la construccién barra en A, pongamos B(4)* =
Hom(B(A) Z,). Si A satisface la condicién Ly , B(A)* es 4lgebra de Hopf dual
a B(A) y la filtramos por F*(B(A4))* = Hom(F,(B(A)), Z,). Resulta como es
bien conocido que en la sucesién espectral correspondiente, E, es dlgebra de
Hopf dual a E" por lo que obtenemos

TrorEMA 5.1: 87 A satisface la condicién Ly, en la sucesién espectral de co-
homologta de B(A) los términos E, son dlgebras de Hopf conmutativas para r = 1,
d, es derivacion de dlgebras de Hopf. E» como dlgebra de Hopf es producto tensorial
de dlgebras polinomiales y de dlgebras exteriores primitivamente generado por
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elementos de filtracton =2. Los no factorizables impares son de filtracion 1. Los
elementos primitivos pares son de filtracién p™ 6 2p'.

(5.1) se sigue, por dualidad, de (4.4) y (4.5).
Ahora veremos que la sucesién espectral tiene cierta periodicidad.

TrorEMA 5.2: St A satisface la condicion Ly , las vunicas diferenciales no nulas
en la sucesion espectral de cohomologia son las de la forma dyr—1 Y dopr—1 . Ademds
E, para r = 2 es primitivamente generada por elementos de filtraczon =2.

Demostracién. Por (5.1) tenemos que
= E(U) @ P(V) @ P(W),

como 4lgebras de Hopf con U, V de filtracién 1 y W de filtracién 2, todos ellos
generadores primitivos. Para analizar d; basta ver que sucede con los elementos
de U, V, W. En E, los primitivos impares son de filtracién 1. Siz € Véx € W,
dqx es primitivo impar de filtracién 3 6 4 respectivamente, luego dsV = d,W = 0.
S¢ y € U, dyy es primitivo par de filtracién 3. S¢ p = 3, dyy puede ser no nulo,
pero si p > 3, E, no tiene elementos primitivos pares de filtracién 3; luego si
p = 3, dp puede ser distinta de 0; si p > 3, Ey, = E3.

El mismo argumento hace ver que si p > 3, E3; = E, y si p = 5, ds puede ser
no nula. Si p > 5, By = E5 = Esy asi procedemos por induccién para obtener
E2 = Ep_l .

Como E; = E,;, los primitivos impares de E,_; son de filtracién 1, por lo
que dpy1 (V) = dpy (W) = 0.8iy € U,dp1y es primitivo par de filtracién p,
pero los Unicos primitivos de filtracién p son £(V) luego:

-1 . U—)E(V)_
Resulta pues que si ponemos U, = ker d,_;, £(V,) = Imdp1,
E,~ E(U,) ® P(V)//&(V,) ® P(W)

como algebras de Hopf. Luego £, es primitivamente generada por elementos de
filtracién 1 y 2, los primitivos impares son de filtracién 1 y los pares de filtracién
p" 6 2p". El mismo anélisis hace ver entonces que £, = Eyp; .

Hipétesis de induccion: Supongamos que para s < k:
(7) E, es primitivamente generada por elementos de filtracién =2, los
primitivos impares son de filtracién 1, los primitivos pares tienen filtracién
" 62p, y son potencias de generadores primitivos.
(ii)d; = 0 amenos ques = p’ —16s = 2p’ — 1.

Queremos ver entonces que (Ey , di) satisface (i), (ii).
a)Slk#p —1yk =2 —1, entoncesk— pP—14r6k=2p —1+r,
0<r<p. Supongamos que k = p’ — 1 4+ r. Entonces por hipétesis de indue-
cién Epi = Epiy1 = -+ = Ep. Si z es generador par de Ej, dx = 0, pues
dyx es primitivo de ﬁltracién k4 16 k + 2, pero por hipé6tesis E,_; = Ej tiene
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primitivos impares de filtracién 1. Si z es generador impar dyx es primitivo par
de filtracién k + 1 5 p” 6 2p”, luego diz = 0. El caso en que k = 2p° — 1 + r
se resuelve de manera andloga.

b) Sik=p’— 1,dr = 0 en los generadores pares, pues dyxr es prumtlvo
impar que, por h1p6tes15, es de filtracién 1. Si = es generador impar, dir es pri-
mitivo par, que por hipétesis es p’-potencia de un elemento generador de fil-
tracién 1 y de dimensién par. En Ei,1, (z, y) da origen a P (y). Resulta que
Ej1 estd generada por elementos primitivos de filtracién 1 y 2, por lo que Ejyy
siendo 4lgebra de Hopf conmutativa tiene la forma

B ~ E(M_;) ® P(Mo) @ (®50 P (M)

como algebra, con Y i M; C P(E;1). Esto dltimo implica que Ejy; tiene
esta forma como 4lgebra de Hopf, por lo que los primitivos de filtracién >2 se
obtienen al tomar p"-potencias de generadores pares, y Ej4 satisface la hipétesis
de induccién. El caso k = 2p’ — 1 se resuelve andlogamente.

De la demostracién (5.2) obtenemos los siguientes resultados:

TeorEMA 5.3: St A satisface la condicién Ly , entonces:
(i) E, es primitivamente generada por elementos de filtracion =2; los primi-
tivos son de filtracion p* 6 2p* y los impares de filtracion 1.

(ii) Q2q(Er) X Q2q(Er+l)
(iii) 8% depry # 0, € = 1, 2, E,, tiene elementos de altura p*. .

Las partes (i), (ii) de (5.3) al pasar a la hofnologia dan

ProposiciON 5.4: Si A satisface la condicion L., entonces en la sucesion es-
pectral de homologia tenemos:

2. 2 )
Ko 2 Bi9g11” = Big1
es isomorfismo, y en B los primitivos impares son de filtracion 1.
La parte (iii) tiene como consecuencia

PRrOPOSICION 5.5: Si A satisface la condicién Ly, y H*(B(A); Z,) es de tipo
(p") entonces: Eypr = B, .

Demostracién: Por (1.1) E, es de tipo (p"). Si Eepr 3% Ew, depe_y %~ 0, € =
162,s > r, pero por (5.3) E, tendria elementos de altura p° que es una contra-
diccién. (5.2) y (5.4) dan el siguiente teorema debido a J. C. Moore ([8]):

TeoreEMA 5.6: St A satisface la condicién Ls , entonces:
(1) o4 Qogr1 (H(A)) — Pogsie (Tor (Zy,Z,)) es monomorfismo.
(i) o4 Qug(HA)) = Pagys (Tor* (Z,, Z,)) es epimorfismo.

Demostracién: Observamos que Ej, s~ se identifica de una manera natural con
. A . N o «,
un subespacio de Tor (Z,, , Zp) y que Im oy = Ej, 4" bajo esta identificacién.

Ademés ;' : [Q(H(A))] =, E.,i’. De tal suerte que para analizar o4 basta

-



82 SAMUEL GITLER

ver que sucede con Ey,," a traves de la sucesién espectral hasta llegar a E®.

POI‘ (5.4) sz : El,2q+l _‘N_) El,gq_Hw, luego (i) se sigue.

Por otra parte como d” baja la filtracién en r unidades, z € E; 4 es ciclo bajo
todas las diferenciales d”, 7 = 2y k. ¢ Biag — E12," es epimorfismo. Por (5.4)
Py i (E®) = E,,,° y por (1.3) los primitivos impares de Tor*(Z,, Z,) son
todos de filtracién 1. Sea g: Tor*(Z, , Z,) — E” la transformacién (no es homo-
morfismo en general) g(x) = & como en (1.3); entonces

g: P2=1+1(TOI'A(ZP 1 Zp)) = Biag
si resulta homomorfismo pues todos los elementos tienen filtracién constante y
es monomorfismo. Es ficil comprobar que g es el inverso de la inclusién
Ey 5" — Tor*(Z,, Z,), por lo que Eis” = Pyu(Tor*(Z,,Z,)) vy (ii) se
sigue.

Ademas obtenemos el siguiente refinamiento de (5.6).

TeorEMA 5.7: Si A satisface la condicion L, , entonces
(i) o Qugs (H(A)) = Pagys (Tor"(Z, , Z,)) es epimorfismo st ¢ # 0
mod p
(ii) o4 2 Qu(H(A)) = Pogys (Tor*(Z,, Z,)) es monomorfismo si ¢ # —1
mod p.

Demostracién: (i) En la demostracién de (5.2) observamos que los elementos
de B, + pasan a E; +«*. Ahora por (1.3), 2 € Pagys (Tor*(Z,, Z,)), luego & € E*
es primitivo, pero en E” los tnicos primitivos son de filtracién 1 6 2. Los de
filtracién 2 tienen dimensién tipica 2pn + 2, luego si ¢ # 0 mod p, T es de
filtracién 1, es decir x € Im a4 .

(ii) Sea z € @y, (H(A)), entonces sz € Ej 5, Ahora por (5.2) si o(z) = 0,
debe tenerse que dpr_yypr(sy) = sz, pero entonces dim sz = p*(2m) — 1,0
sea que dim z = p*(2m) — 2, por lo que si ¢ % —1mod p, ox(z) # 0 que es
(ii).

Tenemos ahora otra consecuencia,

ProPOSICION 5.8: Si A satisface la condicion Ly y H*(B(A)) es de tipo (p)
entonces E, es de tipo (p), Eyp = By P(E,) = Q(Ey).

Demostracion: Como H*(B(A)) es de tipo (p), E., es de tipo (p), por (1.1)
y por (5.5), By = E, . Por (5.3) (i) E. es primitivamente generada, es decir
P(E,) — Q(E.) es sobre. Pero tenemos una sucesién exacta

0— P(tE,) — P(E,) — Q(E.)

(ver [6], [7]) donde tE, = {z” |z € E,} y, como E, esde tipo (p), £, = 0y
(5.8) resulta.

Por dualidad obtenemos

PRrOPOSICION 5.9: Si A satisface la condicion Ls y H*(B(A)) es de tipo (p),
entonces E® = E® y P(E”) = Q(E®).
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TroreMA 5.10: S A satisface la condicion Ly sobre Z, y H*(B(4)) no tzene
elementos de altura infintta, entonces
(1) Hw(4; Z,) no tiene generadores pares de altura finita si y solo st las wnicas
diferenciales no nulas son las de la forma dpr—y .
(ii) H+(A; Z,) no tiene generadores impares st y solo st las dnicas diferen-
ciales no nulas son las de la forma dopr—y .

~ Demostracion:

(i) a) Si H«(4; Z,) no tiene generadores pares de altura finita, E, no tiene
generadores de filtracién 2. En (5.2) vimos que para estudiar dgpry ¢ Eopry —
E,,r_; bastaba ver el efecto de dpry en los primitivos impares. Como dapr_s
es derivacién, z primitivo impar implica dg,r_yx es primitivo de filtracién 2p"
ya que z es de filtracién 1, pero. como E; solo tiene elementos primitivos de
filtracién 1, Eqpr_; no tiene elementos de filtracién 2p” y dapr_y €s 0.

b) Reciprocamente si H«(A4; Z,) tiene generador par z tal que z” = 0
entonces ¢pr(z) € Eas* (B(A)), es decir existe un generador y en E,"*. Por
(5.3) y* ’ para k suficientemente grande debe aniquilarse en la sucesién espectral,
pero y° * tiene filtracién 2p" siendo ademés primitivo. Luego el argumento de
(5.2) hace ver que dszp+_; es no nulo.

(ii) (a) Si H«(4; Z,) no tiene generadores impares, E. no tiene generadores
pares de filtracién 1, y un razonamiento enteramente andlogo a (i) (a) hace ver
que dyr—y = 0 toda 7.

(b) Se sigue de una manera andloga a (i) (b) pues si suponemos x €
H3p1(A) es generador, sz € By 4", luego existe y € Ey'™ generador par tal que
{y, sz) # 0, pero entonces y” vt para alguna % debe aniquilarse en la sucesién
espectral, pero y” * tiene filtracién p" por lo que dy+_; es no nula.

6. Relacién de Tor*(Z, , Z,) con la homologia de H-espacios

Lo que hemos hecho en los pérrafos anteriores es estudiar una resolucién
proyectiva particular de Z, sobre 4 en el sentido de [8].

Los teoremas (7.1) y (7.2) de [8] son la clave para las aplicaciones geométricas.
Los enunciamos como sigue:

TroreEMA 6.1: Sea 7:E — X una fibracién actclica con fibra M tales que X y
M son H-espacios, entonces: Tor®™ (Z,,Z,) =~ H«(X; Z,) como codlgebras y
la suspensién geometrica ks H(M) — H(X) coincide con lo suspensién alge-
brdica ox: H(M) — Tor’™(Z,,Z,) bajo la identificacion.

Si en particular 7 : £ — X es la fibracién del espacio de curvas sobre X, con

© X el espacio de lazos sobre X, entonces tenemos

Lema 6.2: St X es H-espacio simplemente conexo, @ X su espacio de lazos,
entonces A = C(QX; Z,) satisface la condicion Lo .

_ Demostracién: Como X es H-espacio, existe una transformacién continua
h: X XX—X. h induce Q(h):2(X X X) — Q(X) pero como £ (X X X)
es homeomorfo a QX X QX obtenemos una transformacién A:2X X QX —



84 SAMUEL GITLER

QX. Por otra parte existe g:QX X QX — QX que es composicién de lazos. Es
facil verificar que h(g X g) = g(h X h) y que h = ¢g. Pasando a cadenas ob-
tenemos un morfismo h:4 ® A — A compatible con la multiplicacién inducida
por g. Por otra parte X es homot6picamente conmutativo y asociativo ([2]).
Luego A satisface la condicién L, que es (6.2).

Obtenemos asi:

TrorEMA 6.3: Sea X wun H-espacio 1-conexo, (2X, E, X) la fibractén del
espacio de curvas en X basadas en xo ; entonces, st p # 2,

ks 2 Qo (H+(QX;5Z,)) = Poyn (H«(X; Z)))

es monomorfismo si q es tmpar, es epimorfismo st q es impar y ¢ # 1 mod 2p, es
eptmorfismo st q es par y es monomorfismo st q es par y ¢ Z —2 mod 2p.

(6.3) se sigue de (5.6) (5.7) (6.1) y (6.2).
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