
ESPACIOS FIBRADOS POR H-ESPACIOS 

PoR SAMUEL GITLER 

Introducción 

En este trabajo se estudian ciertas relaciones entre la homología de un H­
espacio y su espacio de lazos. Utilizamos la sucesión espectral de la construcción 
barra introducida por J. C. Moore en [7], [8]. Los resultados que se obtienen son 
los siguientes: Sea X un H-espacio. Si designamos por Q(H*(X; Zp)) el espacio 
vectorial sobre ZP de elementos no factorizables del anillo H *(X; Zp) y por 
P(H *(X; ZP)) el espacio vectorial de elementos primitivos, entonces como es 
bien sabido, la suspensión en espacios fibrados induce un homomorfismo: 

le*: Qq(H* (nX;Zp))------+Pq+1(H*(X;Zp)) 

Moore ( [8]) ha demostrado que a-* es epimorfismo si q es par, monomorfismo 
si q es impar, para p ,zf 2. En este trabajo se obtiene a-* es isomorfismo si q es 
par y q ,i -2 mod 2p, ó si q es impar y q ,i 1 mod 2p, con p ,zf 2.1 

Además si H*(X, ZP) no tiene generadores de altura infinita obtenemos 
condiciones necesarias y suficientes en las diferenciales de la sucesión espectral 
para que H *(QX; ZP) no tenga generadores impares. Esto debe ser útil para dar 
otra demostración de los resultados de Bott ( [1]) acerca de la no torsión en los 
espacios de lazos de grupos de Lie. 

l. Preliminares sobre estructuras filtradas 

En todo este trabajo utilizaremos la terminología de [6]. Todos los módulos, 
álgebras, etc., tendrán coeficientes en un campo K de característica p ,zf O, 2 
a menos que se indique lo contrario. Un álgebra A conmutativa sobre K es de 
tipo (pr) si para toda x E A se cumple que xpr = O. Es claro que si A es de tipo 
(pr), entonces A es de tipo (p") para todas ~ r. 

Por un álgebra filtrada A entenderemos un álgebra A sobre K con una fil­
tración regular, creciente compatible con la multiplicación. Como es bien sabido, 
en este caso EºA, el módulo graduado asociado a A, tiene una estructura canónica 
de álgebra. 

PROPOSICIÓN 1.1: Sea A un álgebra conmutativa y filtrada de tipo (pr), en­
tonces EºA es un álgebra conmutativa y de tipo (pr). 

Demostración: Si A es conmutativa es claro que EºA es conmutativa. Como 
(x + y)Pr = xpr + ypr' pues K es de característica p, basta tomar elementos 
de EºA de filtración constante. Sea pues x E E/A, a E FºA un representante 
de x, como ap' = O y apr es un representante de xpr' xP' = O y EºA es de tipo 
(pr). 

1 W. Browder me ha comunicado que él obtiene estos resultados por otroR mM,odos. 
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Por una coálgebra C filtrada entenderemos una coálgebra C con una filtración 
regular, creciente y compatible con el morfismo diagonal de C, donde a C © C 
le damos la filtración natural. 

Decimos que una coálgebra es conexa si es graduada, Co = K y si,{;: c ·­
C © C es el map diagonal de C entonces 

,/;(x) = x © 1 + 1 © x + ¿Xi© x/ 

para toda x de dimensión positiva, con dim Xi, dim x/ > O. Si C es conexa, 
entonces requerimos que la filtración satisfaga FoC = Co. Todos nuestros mó­
dulos graduados serán localmente finitos. 

PROPOSICIÓN 1.2: Si C es una coálgebra conexa y filtrada, entonces E°C es 
coálgebra conexa. 

La demostración de ( 1.2) es standard. 

Si C es una coálgebra conexa, designamos por P( C) el subespacio de ele­
mentos x E C tales que ,/;(x) = x © 1 + 1 © x. Los elementos de P(C) son 
los elementos primitivos de C. Sea M un módulo filtrado; x E M es de filtraci6n 
q, si x E FªM pero x EE Fª_ 1M. Designamos por x la clase de x en E/M. 

PROPOSICIÓN 1.3: Si C es una coálgebra conexa y filtrada, entonces: 

x E P(C) implica x E P(E°C). 

Demostración: Si ,{; es el morfismo diagonal de C, designemos por ,{;° el de 
EºC. Por (1.2), ,{;°(x) = x © 1 + 1 © x + ¿ Yi © y/; pero,{;° está inducido 
por ,{;; luego para calcular ,{;°(x) tomamos un representante de x, sea x este 
representante. Como x E P(C), ,/;(x) = x © 1 + 1 © x, luego al pasar a ,{;°, 
debe tenerse que ,{;°(x) = x © 1 + 1 © x, es decir, x E P(EºC). 

2. Construcción barra 

Un álgebra A es conexa si es graduada y Ao = K. Pongamos I(A) = Lª>ºAª. 
Si Mes un módulo graduado, la k-suspensión de M, s\M) para - oo < k < oo 
es el módulo definido por: s\M)ª = Mq-k. Si M es un módulo (M/, desig­
nará el k-producto tensorial de M consigo mismo (sobre K). 

Sea A un álgebra conexa; entonces pongamos 

A = A/Ao, (.A)º= K, B(A) = Lk~o l(A)\ y B(A) =A© B(A). 

B(A) es un A-módulo libre y .B(A) ~ K©A B(A). Los elementos de s"(.A)" y 
A © l (.A) k los escribiremos en las formas 

[ar 1 • • • 1 ak], a[a1 1 • • • 1 a"]. 

También escribimos a por a[ ]. Definimos una aumentación E: B(A) - K 
por E(l) = 1, E(J(A)) = O, E(A © s"(.A)k) = O. Definimos un operador de 
contracción r en B(A) por 

r a[ar 1 • • • 1 ak] = [a l ar 1 • • • l ak], 
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Supongamos que A es un álgebra diferencial. Entonces definimos un operador 
frontera a en B(A) por las fórmulas inductivas a(l) = O, a(ax) = (da)x + CP 
(a)aax para x E A, x E B(A), d el operador diferencial en A, y éfr(x) + 
ra(x) = x - (Ex) ([4]). Aquí CP(a) = (-l)dima. a induce un operador dife­
rencial a en B(A). a y a se descomponen en dos operadores y hacen B(A) y 
B(A) en complejos dobles. A continuación damos la fórmul~ explícita para 
estos operadores parciales: 

ar[a1 1 ... 1 an] = - Lk=t CP([a1 1 ... 1 ªk-1]) [a1 1 ... 1 dak ¡ ... ¡ an], 

a.[a1 1 • • • l anl = a1la2 1 • • • l anl 

+ L1c=1 n-l CP( [a1 1 • • • 1 ak]) [a1 1 • • • l akak+l 1 • • • l anl, 

y a = a, + a. , Análogamente a = a, + as con 

ar[a1 1 ... l an] = - Lk=l n CP( [a1 1 ... 1 ª1c-1]) [a1 1 ... 1 dak 1 ... l an] 

as[a1 1 ••• l an] = Lk=l n-l CP( [a1 1 ••• l ak]) [a1 1 ••• 1 ªkªk+l 1 ••• ! an], 

PROPOSICIÓN 2.1: Si f: A - C es un morfismo, f induce un morfismo 

J: B(A) - B(C). 

En B(A) definimos un morfismo diagonal~: B(A) - B(A) @ B(A) por la 
fórmula, 

PROPOSICIÓN 2.2: ~ es un morfismo de módulos dij erenciales que es natural con 
respecto a morfismos inducidos. 

La verificación de (2.2) es tediosa pero no presenta dificultades. 

Consecuentemente B(A) es una coálgebra diferencial conexa y por lo tanto 
H *(B(A)) tambien lo es. 

Si A es un álgebra diferencial conexa, definimos la suspensión 

u*: Hª(A) - Hª+i(B(A)) 
como sigue: 

Sea x E Hq(A), u un ciclo representante de x, entonces a[u] = O en B(A) y 
la clase de [u], {[u]l E Hª+i(B(A)) es por definición u*(x). Se verifica facil­
mente que u* está bien definida y que es aditiva. 

Dada un álgebra conexa A, sea D(A) el submódulo de elementos factorizables 
de A, es decir el submódulo generado por productos ab de elementos a, b E 
I (A). Sea Q(A) = A/D(A). Los elementos de Q(A) se dicen no factorizables. 

PROPOSICIÓN 2.3: u* induce un homomorfismo que también designamos por u*, 

u*: Qª(H(A)) - P 1+1(H(B(A) ). 

Demostración: Primero veamos que u* (D(H(A)) = O. Sea x = yz, con dim 
y, dim z > O; u, v representantes de y, z; entonces uv es representante de x, 
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luego u*(x) = {[uv]}, pero a[u I v] = CP([u]) [uv]. Como u* es aditiva, se sigue que 
u*(D(H(A)) = O. Por otra parte A*u*(x) = u*(x) ® 1 + 1 ® u* (x) pues si 
u es ciclo representante de x, [u] es ciclo representante de u*(x) y A[u] = [u] ® 
1 + 1 ® [u]. De donde (2.3) se sigue. 

Sea ahora A un álgebra con diferencial trivial. Si x E A 2ª es tal que xh = O, 
formemos [x I xh-I] E B(A) entonces a[x I xh-r] = -[xh] = O; luego [x I xh-r] es 
ciclo y su clase la designamos por <Ph(x). <Ph(x) es la transpotencia de Cartan. En 
general <Ph no es aditiva. Sin embargo tenemos 

PROPOSICIÓN 2.4: Si A es conmutativa y K = ZP , entonces <Ph para h = pr es 
aditiva. 

D ·' p • b [ 1 k n-k] [ J k+I n-k-I] • l emostracion: rimero o servamos que x x y - y x y es c1c o 
frontera en B(A) si x, y son elementos de A, pues: 

ª-[ 1 1 k n-k-I] [ 1 1 k n-k-I]) [ 1 k n-k] [. 1 k+I n-k-1] xyxy -yxxy =xxy -yx y . (2.5) 

Sea h == p', xh = yh = O. Formemos <Ph(x + y), del cual un ciclo representante 
es 

donde 

B = '"'h-2 (h - 1) [ 1 k h-I-k] + '"'h-1 (h - 1) [ 1 k h-I-k] ~k=O k X X y ~k=l k y X y . 

B es suma directa de términos 

• Bk = (h ; l) [x I xkl-I-k] + G ~ ! ) [y I xk+Il-k-2]. 

Pero (h ~ 1) + (1 ~ D = O mod p; entonces, por (2.5), Bk resulta frontera. 

Como B = ¿ Bk , B es frontera, luego <Ph es aditiva. 

, Pongamos A (r) = { x I xP' = O}, A (r) es un ideal en A además tenemos A (o) = 

O e A <r) e · · · e A <n) e · · · e A (oo) = A. Sea Q(A (r)) el cociente de A <r) 

por el ideal I(A)A(r). Los elementos de Q(A<r)) se llaman por analogía los ele­
mentos no factorizables de A (r). 

PROPOSICIÓN 2.6: Si A es conmutativa, K = ZP, entonces <;?pr induce un mor 
jismo 

Demostración: 

(i) Supongamos que x = ab, a E I(A), b E A <r\ y pongamos h = pr 

a[ab I b(ab/- 2 
I a]= [ab 1 (ab)h-l] = [x I xh-l], 

por lo que <;?pr está definida en Q ( A (r)). 
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( ii) Dado x E A <r), tenemos 

.6[x I xh-l] = [x I xh-l] ® 1 + 1 ® [x I xh-1] + [x] ® [xh-1]. 

Pero si Des el operador diferencial en .B(A) ® B(A), tenemos que 

D([x] ® [x I xh-2]) = [x] ® [xh-1], 

por lo que cppr ( x) es primitivo. 
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Sea E(x, n) el álgebra de Hopf con un solo generador x de dimensión impar n 
con x2 = O y .6(x) = x ® l + 1® x; P(y, m), el álgebra de Hopf en un solo 
generador y de dimensión par con yk ~ O toda k, Á (y) = y ® l + 1 ® y. Sea 
~k(y) = yP\ entonces pongamos p<k)(y, m) = P(y, m)//(f"y), álgebra de 
Hopf cociente de P(y, m) por el ideal generado por ~ky; r(z, m) es el álgebra 
de Hopf dual de P(y, m). 

En [4] Eilenberg y MacLane definen un producto * en .B(A) cuando A es 
conmutativa, que hace .B(A) álgebra de Hopf diferencial conmutativa. 

Este producto * está dado como sigue: Si X = [a1 1 • • • 1 uk] 'Y = [b1 1 • • • 1 bq], 
entonces 

(2.7) 

donde la suma se extiende sobre todas las (k, q) barajadas 1r, C1r(i) ak ó bi 
dependiendo de la permutación 1r; CP(1r, X, 'Y) = (-1) elevado a ¿ dim [ai] 
dim [b¡], donde 1r(i) > 1r(k + j). • 

PROPOSICIÓN 2.8: Tenemos los siguientes isomorfismos de dlgebras de Hopf: 

(i) TorE(x,niczp Zp) ~ I'(<T(x), n + l); 

(ii) TorP(y,m>czp, Zp) ~ E(<T(x), m + l); 

(iii) Torp(k)(y,m>czp, Zp) ~ E(<T(y), m + l) ® I'(cppk(y), pkm + 2). 

Demostración: 
(i) Definimos f1: I'(<T(x),n + 1) - B(E(x, n)), por f1('Yn(x)) 

[x 1 • • • 1 x].f 1 resulta isomorfismo de álgebras de Hopf, pero B(E(x, n)) 
TorE(x,n) (Zp ' Zp). 

(ii) Definimos f2: E(<T(y), m + l) - B(P(y, m)), por f2(<T(y)) = [y]. 
f 2 es morfismo de álgebras de Hopf pues [y] es de dimensión impar con [y] * 
[y] = O. Es fácil verificar que f2 es equivalencia de cadena. 

(iii) Definimos fa: E(<T(y),m + 1) ® I'(cppk(y),pkm + 2) -
B(P<k\y, m)), por fa( <T(y)) = [y], fa( cppk(y)) = [y I ypk-1]. Es fácil verificar 
que fa extiende a un morfismo de álgebras de Hopf que es equivalencia de cadena. 

PROPOSICIÓN 2.9: Si A, r son dlgebras graduadas conmutativas sobre ZP con 
diferencial trivial, entonces el map natural 

a: TorA (Zp, ZP) ® Torr (ZP, ZP) - TorA0 r (Zp, ZP) 

es isomorfismo de algebras de H opf. 
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Por el teorema de Eilenberg-Zilber en [5] (ver también (3.2) ), existe una 
transformación natural f:B(A) 0 .B(r)--+ B(A 0 r) que es equivalencia de 
cadena y conmuta con los morfismos diagonales. Como A, r son conmutativas, 
fes multiplicativa e induce a con las propiedades requeridas. 

Si V _1 es un módulo con elementos todos de dimensión impar, E ( V _1) 

designará el álgebra exterior generada por V _1 . Si Vr , r ~ O es un módulo con 
elementos todos de dimensión par, pCr)(Vr) designará el álgebra P(Vr)// 
ffVr) donde ponemos para r = O, pCº)(V0 ) = P(V 0 ). Todas estas álgebras 
tienen estructura de álgebra de Hopf canónica. 

TEOREMA 2.10: Si A~ E(V-1) 0 ( ©r;,,o pC'\Vr)) como álgebras, entonces: 

TorA (Zp,Zp) ~ r(IT(V-1)) 0 (®r~oE(IT(Vr))) 0 (®r>oI'(i¡opr(Vr))). 

como álgebras de H opf. Luego 

P(TorA (Zp,Zp)) ~IT(V-1) + _Lr;,,o!T(V,) + Lr>O\Opr(Vr), 

El teorema (2.10) se sigue facilmente de (2.6), (2.8) y (2.9). 

3. B(A) como álgebra de Hopf 

Sean A y C dos álgebras diferenciales conexas. Hacemos A 0 C álgebra 
diferencial conexa de la manera usual. Definimos una transformación 

f:B(A) 0 B(C)--+ B(A 0 C) 

cómo sigue: 
Sean m = [a11 • • • l ap] E B(A),n = [c11 • • • 1 Cq] E B(C), ti;= a; 0 1, 

e; = 1 0 Cj E A 0 C. Entonces 

f(m 0 1) = [ti1 1 • • • / tip], 

f(l 0 n) = [c1 1 .. • 1 cq], (3.1) 

f(m 0 n) = _LE(µ, v, m, n) [h 1 • • • 1 tp+ql, si p > O, q > O, 

donde la suma se extiende sobre todas las (p, q) barajadas (µ, v) de ti1 , • • • , 
tip, c1, • • • , Cq y [h 1 • • • 1 tp+ql es el elemento de B(A 0 C) asociado a la 
barajada (µ, v); el coeficiente E(µ, v, m, n) es el signo que hay que poner para 
llevar [h] 0 • • • 0 [tp+ql al elemento [ti1] 0 • • • 0 [tip] 0 [ci] 0 • • • 0 [eª], 
observando que [t;] 0 [t;+1l se transforma en E( [t;], [t;+1D [t;+il 0 [t;], donde 
€(a, b) = (-l)dima dimb_ 

Extendemos! a B(A) 0 B(C) por (A 0 C)-linealidad. Esta fórmula aparece 
sin signos en [3] debido a que no consideran álgebras diferenciales. 

PROPOSICIÓN 3.1: La transformación f definida por ( 3.1) conmuta con la dife­
rencial, e induce f:B(A) 0 B(C)--+ B(A 0 C) que es una equivalencia de ca­
dena. 

(3.2) es el teorema de Eilenberg-Zilber ([5]) y la demostración se hace en 
forma enteramente análoga a como aparece en [3]. 
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Sea t: M © N - N © M el morfismo de módulos graduados definido por 
t(m © n) = E(m, n)n © m. En (2.2) definimos un morfismo diagonal en B(A). 
Definimos ahora un morfismo diagonal en .B(A1) © B(A2), Á12 por 

(3.3) 

donde Á; es el morfismo diagonal en B(A;), i = 1, 2. Sea Á el morfismo diagonal 
en .B(A1 © A2); entonces tenemos 

PROPOSICIÓN 3.4: J tiene la propiedad de hacer el siguiente diagrama conmuta­
tivo 

J 

J©J 

donde Á12 está definido por ( 3.3). 
La demostración de (3.4) se hace por verificación directa, ya que tenemos 

fórmulas explicitas. 

PROPOSICIÓN 3.5: Sea A un dlgebra conexa, g: A © A - A un morfismo de 
dlgebras; entonces B(A) es un dlgebra de Hopf con multiplicación cp :'e' gJ, y mor­
fismo diagonal Á. 

Demostración: Como g es morfismo, g induce g: B(A © A) - B(A) por 
(2.2), y J: B(A) © B(A) - B(A), como en (3.2), hace a B(A) un álgebra 
con multiplicación cp. Basta hacer ver que Á es morfismo de álgebras. Para eso 
consideremos el diagrama: 

(B(A)) 2 J B(A © A) 
g 

B(A) 

(B(A) )4 J ©J, (B(A©A)) 2 
g © g, 

(B(A))2 

En este diagrama los cuadrados son conmutativos por (2.2) y (3.4); luego 
B(A) es álgebra de Hopf con multiplicación cp y morfismo diagonal Á. 

4. Sucesión espectral de B(A) en homología 

En §2 hemos visto que B(A) es un complejo doble. Filtramos a B(A) por 

( 4.1) 

La sucesión espectral correspondiente es esencialmente la que Moore considera 
en [7], [8]. 
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Calculamos ahora los términos Eº, E 1 y E2, de esta sucesión espectral. En 
virtud de ( 4.1) resulta que 

a0 : E/~ sª(A)ª, 

y dº se identifica con ª" , por lo que 

a 1 : E/ ~ sª(El(A)ª, 

donde a 1 está definido como sigue: U na base para los ciclos en E/ está dada por 
los elementos [a1 1 • • • l aª] tal que ai es ciclo en A; entonces a 1 { [a1 1 • • • l aªl} 

= [a11 ···laª], donde aieslaclasedehomologíadeai. Resulta que a1:E1 ~ 
B ( H (A) ) . Como H (A) tiene diferencial trivial, B ( H (A) ) tiene una sola 
diferencial a. y queremos ver que a 1 es isomorfismo de módulos diferenciales. 
Pero tenemos 

a.a1 ¡ [a1 1 • • • 1 aªl} = a.[a1 1 • • • 1 aªl 

= L CP ( [a1 1 • • • 1 ai]) [a1 1 • • • l ai-1 l aiai+1 1 • • • l aª] 

= aW {[a1 1 • • • l aªl}. 

Sea TorH<A) (K, K) la homología de B(H(A)), resulta pues que a 1 induce 

a 2 :E 2 ~ TorH(A) (K, K). Obtenemos así: 

TEOREMA, 4.2: En la sucesión espectral de B(A) determinada por (4.1) tenemos 

E1 ~ B(H(A) ), 

E 2 ~ TorH(A) (K, K). 

4.3. Condición L2 : Un álgebra A sobre K satisface la condición L2 si: (i) 
existe un morfismo g:A ® A -A de álgebras que es homotópico a la multi­
plicación y (ii) H(A) es álgebra de Hopf conmutativa y asociativa. 

PRoPosrcróN 4.4: Si A satisface la condición L2 , los terminos E" de la sucesión 
espectral de B(A) son álgebras de Hopf conmutativas y asociativas para r > l. 
Los operadores dr son derivaciones de álgebra de H opf. 

Demostración: Como A satisface L2 , B(A) es álgebra de Hopf por (3.5). 
Además es claro que la filtración ( 4.1) es compatible con la estructura de álgebra 
de Hopf de B(A), luego E" parar~ O es álgebra de Hopf y d" es derivación 
de álgebras de Hopf, por lo que basta hacer ver que E1 es álgebra de Hopf con-

mutativa y asociativa. Tenemos a1:E 1 ~ ➔B(H(A)) y como H(A) es con­
mutativa por (ii) de la condición L2 , B(H(A)) es álgebra de Hopf conmuta­
tiva con producto * definido por (2.6), y morfismo diagonal~-

Sea qhE 1 ® E 1 - E1 el morfismo que hace E1 álgebra, tenemos que si ;\ = 
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[a1 1 • • • 1 ak], 'Y = [b1 1 • • • 1 bq] son ciclos de Eº: 

a\/ {X} © {'Y} = a1 ( L <P ( '11', X, 'Y) { [Cir(l) J • • • J Cir(k+q)]}) 

= I: <P e '11', X, 'Y) [C,r(l) 1 • • • 1 C,r(k+q)]) 

= x * i' 
donde X = [a1 1 • • • 1 ak] y 'Y = [b1 1 , • • 1 bq], pues en E 1 el modismo g y la 
multiplicación coinciden por (i) de la condición L2 , luego a 1 es isomorfismo de 
álgebras. Análogamente si tl: E1 --+ E1 © E1 es el morfismo diagonal en E1, 
X = [a1 1 • • • 1 ak] entonces: 

(a 1 @ a 1)A1 {X} = (a 1 © a 1) • L {[a1 J • • • J ªi-1]} © {[ai 1 • • • 1 ak]} 

= I: [a1 1 • • • J ai-il @ [ai 1 • • • J ak] 

= Aa1 {X}, 

por lo que a 1 es isomorfismo de álgebras de Hopf diferenciales. 
En [4] se demuestra que si A es conmutativa, tanto B(A) como H(B(A)) 

tiene potencias divididas, por lo que obtenemos: 

PROPOSICIÓN 4.5: Si A satisface la condición L2 , K = ZP, entonces 

~ 
- B(H(A)), 

son isomorfismos de álgebras de H opf, en particular E 1 y E 2 tienen potencias divi­
didas; en E 2 los elementos primitivos son de filtración ~ 2 y no factorizables. 

Lo único que falta ver es que en E 2 los primitivos son de filtración ~ 2 y no 
factorizables. Pero si A satisface L2, H(A) satisface las condiciones del teorema 
de Borel y luego H(A) ~ A; A de (2.10) por lo que sabemos cuales son los 
primitivos en E 2 y en la demostración de (2.8) se observa que estos primitivos 
son de filtración ~ 2 y no factorizables. 

5. Sucesión espectral de B(A) en cohomología 

Sea A un álgebra, B(A) la construcción barra en A, pongamos B(A)* = 
Hom(B(A) ZP). Si A satisface la condiciónL2, B(A)* es álgebra de Hopf dual 
a .B(A) y lafiltramosporFº(.B(A))* = Hom(Fq(.B(A)), Zp), Resulta como es 
bien conocido que en la sucesión espectral correspondiente, E, es álgebra de 
Hopf dual a E' por lo que obtenemos 

TEOREMA 5.1: Si A satisface la condición L2 , en la sucesión espectral de co­
homologia de B(A) los términos E, son álgebras de Hopf conmutativas parar ~ 1, 
d, es derivación de álgebras de H opf. E2 como álgebra de H opf es producto tensorial 
de álgebras polinomiales y de álgebras exteriores primitivamente generado por 
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elementos de filtración ;:;; 2. Los no factorizables impares son de filtración 1. Los 
elementos primitivos pares son de filtración pr ó 2pr. 

(5.1) se sigue, por dualidad, de (4.4) y (4.5). 

Ahora veremos que la sucesión espectral tiene cierta periodicidad. 

TEOREMA 5.2: Si A satisface la condición L2, las únicas diferenciales no nulas 
en la sucesión espectral de cohomologia son las de la forma dpr_1 y d2pr_1 . Además 
Er para r ~ 2 es primitivamente generada por elementos de filtración ;:;; 2. 

Demostración. Por (5.1) tenemos que 

E2 = E(U) 0 P(V) 0 P(W), 

como álgebras de Hopf con U, V de filtración 1 y W de filtración 2, todos ellos 
generadores primitivos. Para analizar d2 basta ver que sucede con los elementos 
de U, V, W. En E2 los primitivos impares son de filtración l. Si x E V ó x E W, 
d2x es primitivo impar de filtración 3 ó 4 respectivamente, luego d2 V = d2 W = O. 
Si y E U, d2y es primitivo par de filtración 3. Si p = 3, d2y puede ser no nulo, 
pero si p > 3, E2 no tiene elementos primitivos pares de filtración 3; luego si 
p = 3, d2 puede ser distinta de O; si p > 3, E2 = E 3 . 

El mismo argumento hace ver que si p > 3, E3 = E4 y si p = 5, d4 puede ser 
no nula. Si p > 5, E4 = Es= E6 y así procedemos por inducción para obtener 
E2 = Ep-1. 

Como E 2 = Ep-1, los primitivos impares de Ep-I son de filtración 1, por lo 
que dp-I (V) = dp-1 (W) = O. Si y E U, dp-1 y es primitivo par de filtración p, 
pero los únicos primitivos de filtración p son H V) luego: 

dp-1: U-+ HV). 

Resulta pues que si ponemos U P = ker dp-1 , H V P) = Im dp-1 , 

como álgebras de Hopf. Luego EP es primitivamente generada por elementos de 
filtración 1 y 2, los primitivos impares son de filtración 1 y los pares de filtración 
pr ó 2pr. El mismo análisis hace ver entonces que EP = E2p-1. 

Hipótesis de inducción: Supongamos que paras < k: 
(i) E. es primitivamente generada por elementos de filtración ;:;;2, los 

primitivos impares son de filtración 1, los primitivos pares tienen filtración 
pr ó 2pr, y son potencias de generadores primitivos. 

( ii) d. = O a menos que s = pi - 1 ó s = 2pi - l. 

Queremos ver entonces que (Ek, dk) satisface (i), (ii). 
a) Si k ~ pi - 1 y k ~ 2pi - 1, entoncesk = pi - 1 + r ó k = 2pi - 1 + r, 

O < r < pi. Supongamos que k = pi - 1 + r. Entonces por hipótesis de induc­
ción Epi = Epi+1 = • • • = Ek. Si x es generador par de Ek, dkx = O, pues 
dkx es primitivo de filtración k + 1 ó k + 2, pero por hipótesis Ek-I = Ek tiene 
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primitivos impares de filtración l. Si x es generador impar dkx es primitivo par 
de filtración k + 1 ~ pr ó 2p", luego dkx = O. El caso en que k = 2pi - 1 + r 
se resuelve de manera análoga. 

b) Si k = pi - 1, dk = O en los generadores pares, pues dkx es primitivo 
impar que, por hipótesis, es de filtración l. Si x es generador impar, dkx es pri­
mitivo par, que por hipótesis es pi-potencia de un elemento generador de fil­
tración 1 y de dimensión par. En Ek+1 , (x, y) da origen a pW (y). Resulta que 
Ek+1 está generada por elementos primitivos de filtración 1 y 2, por lo que Ek+1 
siendo álgebra de Hopf conmutativa tiene la forma 

Ek+l ~ E(M-1) ® P(Mo) ® ( ®r>O p(r) (Mr)) 

como álgebra, con Li~i°º Mi e P(Ek+1), Esto último implica que Ek+i tiene 
esta forma como álgebra de Hopf, por lo que los primitivos de filtración > 2 se 
obtienen al tomar pr-potencias de generadores pares, y Ek+1 satisface la hipótesis 
de inducción. El caso k = 2pi - 1 se resuelve análogamente. 

De la demostración (5.2) obtenemos los siguientes resultados: 

TEOREMA 5.3: Si A satisface la condición L2 , entonces: 
(i) Eres primitivamente generada por elementos de filtración ~2; los primi­

tivos son de filtración pk ó 2pk y los impares de filtración 1. 
(ii) Q2q(Er) ~ Q2q(Er+1) 
(iii) Si d,pk_1 ~ O, t = 1, 2, E"' tiene elementos de altura pk . . 

Las partes (i), (ii) de (5.3) al pasar a la homología dan 

PROPOSICIÓN 5.4: Si A satisface la condición L2, entonces en la sucesión es­
pectral de homología tenemos : 

K} : E1,2q+i2 - E1,2q+i"' 

es isomorfismo, y en E" los primitivos impares son de filtración 1. 

La parte ( iii) tiene como consecuencia 

PROPOSICIÓN 5.5: Si A satisface la condición L2, y H*(B(A); ZP) es de tipo 
(pr) entonces: E2pr =E"'. 

Demostración: Por (1.1) E"' es de tipo (pr). Si E2pr ~E"', d,p•-i ~ O, t = 
1 ó 2, s > r, pero por (5.3) E"' tendría elementos de altura p 8 que es una contra­
dicción. (5.2) y (5.4) dan el siguiente teorema debido a J. C. Moore ([8]): 

TEOREMA 5.6: Si A satisface la condición L2 , entonces: 
(i) u*: Q2q+1 (H(A)) - P2q+2 (TorA (ZP, ZP)) es monomorfismo. 
(ii) u*: Q2q(HA)) - P2q+1 (TorA (Zp, ZP)) es epimorfismo. 

Demostración: Observamos que Ei.*"' se identifica de una manera natural con 
un subespacio de TorA(ZP, ZP) y que Im u* = E1,*"' bajo esta identificación. 

Además K}: [Q(H(A))] ~ E1./. De tal suerte que para analizar u* basta 
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ver que sucede con E 1,*2 a traves de la sucesión espectral hasta llegar a E"'. 

Por (5.4) K}: E1,2q+1 ~ E1,2q+i"', luego (i) se sigue. 
Por otra parte como dr baja la filtración en r unidades, x E E1,*2 es ciclo bajo 

todas las diferenciales d", r ~ 2 y K"'2 : E1,2/- E1,2q"' es epimorfismo. Por (5.4) 
P2q+1(E"') = E1,2q"' y por (1.3) los primitivos impares de TorA(ZP, ZP) son 
todos de filtración l. Sea g: TorA(ZP, ZP) - E"' la transformación (no es homo­
morfismo en general) g ( x) = x como en ( 1.3) ; entonces 

g: P2q+1(TorA(ZP, Zp)) - E1,2q"' 

si resulta homomorfismo pues todos los elementos tienen filtración constante y 
es monomorfismo. Es fácil comprobar que g es el inverso de la inclusión 
E1,2q"' - TorA(ZP, ZP), por lo que E1,2q"' ~ P2q+1(TorA(ZP, ZP)) y (ii) se 
sigue. 

Además obtenemos el siguiente refinamiento de ( 5.6). 

TEOREMA 5.7: Si A satisface la condición L2 , entonces 
(i) u*: Q2q+1 (H(A)) - P2q+2 (TorA(ZP, ZP)) es epimorfismo si q e/:-O 

mod p 
(ii) u*: Q2q(H(A)) - P 2q+1 (TorA(ZP, Zp)) es monomorjismo si q e/:--1 

modp. 

Demostración: (i) En la demostración de (5.2) observamos que los elementos 
de E2,/ pasan a E2,* "'. Ahora por (1.3), x E P2q+2 (TorA(ZP, ZP) ), luego x E E"' 
es primitivo, pero en E"' los únicos primitivos son de filtración 1 ó 2. Los de 
filtración 2 tienen dimensión tipica 2pn + 2, luego si q e/:-O mod p, x es de 
filtración 1, es decir x E Im u* . 

(ii) Sea x E Q2q (H(A) ), entonces sx E E1,2t Ahora por (5.2) si a-(x) = O, 
debe tenerse que dpk-('fpk(sy) = sx, pero entonces dim sx = pk(2m) - 1, o 
sea que dim x = pk(2m) - 2, por lo que si q e/:--1 mod p, a-*(x) ~Oque es 
(ii). 

Tenemos ahora otra consecuencia, 

PROPOSICIÓN 5.8: Si A satisface la condición L2 y H*(B(A)) es de tipo (p) 
entonces Ec,, es de tipo (p), E2p = E"' y P(E"') = Q(E"'). 

Demostración: Como H*(B(A)) es de tipo (p), E"' es de tipo (p), por (1.1) 
y por (5.5), E2p =E"'. Por (5.3) (i) E"' es primitivamente generada, es decir 
P(E"') - Q(E"') es sobre. Pero tenemos una sucesión exacta 

O - P(~Ec,,) - P(E"') - Q(E"') 

(ver [6], [7]) donde ~E"' = {xP I x E E"'} y, como E"' es de tipo (p), ~E"' O y 
( 5.8) resulta. 

Por dualidad obtenemos 

PROPOSICIÓN 5.9: Si A satisface la condición L2 y H*(B(A)) es de tipo (p), 
entonces E 2P = E"' y P(E"') = Q(E"'). 
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TEOREMA 5.10: Si A satisface la condición L 2 sobre ZP y H*(B(A)) no tiene 
elementos de altura infinita, entonces 

(i) H * ( A ; Z P) no tiene generadores pares de altura finita si y solo si las únicas 
dij erenciales no nulas son las de la forma dp'-l . 

( ii) H * (A; Z P) no tiene generadores impares si y solo si las únicas dijeren­
ciales no nulas son las de la forma d2pr -1 . 

Demostración: 
(i) a) Si H *(A; ZP) no tiene generadores pares de altura finita, E 2 no tiene 

generadores de filtración 2. En (5.2) vimos que para estudiar d2p'-l : E 2P'-l -
E 2p'-l bastaba ver el efecto de d2p'-I en los primitivos impares. Como d2p'-l 
es derivación, x primitivo impar implica d2pr_iX es primitivo de filtración 2pr 
ya que x es de filtración 1, pero como E2 solo tiene elementos primitivos de 
filtración 1, E2p'-l no tiene elementos de filtración 2p" y d2p'-1 es O. 

b) Recíprocamente si H*(A; ZP) tiene generador par x tal que xp' = O 
entonces 'Ppr(x) E E2,/ (B(A)), es decir existe un generador y en Et*. Por 
( 5.3) ypk para k suficientemente grande debe aniquilarse en la sucesión espectral, 
pero ypk tiene filtración 2pk siendo además primitivo. Luego el argumento de 
(5.2) hace ver que d2pk-1 es no nulo. 

(ii) (a) Si H *(A; ZP) no tiene generadores impares, E 2 no tiene generadores 
pares de filtración 1, y un razonamiento enteramente análogo a (i) (a) hace ver 
que dp•-1 = O toda r. . 

(b) Se sigue de una manera análoga a ( i) (b) pues si suponemos . x E 
H 2q+ 1(A) es generador, sx E E1,/, luego existe y E E/·* generador par tal que 
(y, sx) -,6- O, pero entonces ypk para alguna k debe aniquilarse en la sucesión 
espectral, pero ypk tiene filtración pk por lo que dpk-1 es no nula. 

6. Relación de TorA(Zp, Zp) con la homología de H-espacios 

Lo que hemos hecho en los párrafos anteriores es estudiar una resolución 
proyectiva particular de ZP sobre A en el sentido de [8]. 

Los teoremas (7.1) y (7.2) de [8] son la clave para las aplicaciones geométricas. 
Los enunciamos como sigue: 

TEOREMA 6.1: Sea 1r:E - X una fibración acíclica con fibra M tales que X y 
M son H-espacios, entonces: TorcCM\ZP, ZP) ;::::::; H *(X; ZP) como coálgebras y 
la suspensión geometrica k*: H(M) - H(X) coincide con la suspensión alge­
bráica O"*: H(M) -TorºCM\ZP, Zp) bajo la identificación. 

Si en particular 1r : E - X es la fibración del espacio de curvas sobre X, con 
íl X el espacio de lazos sobre X, entonces tenemos 

LEMA 6.2: Si X es H-espacio simplemente conexo, íl X su espacio de lazos, 
entonces A = C*(ílX; ZP) satisface la condición L2. 

Demostración: Como X es H-espacio, existe una transformación continua 
h: X X X -x. h induce íl(h) :íl(X X X) - íl(X) pero como íl (X X X) 
es homeomorfo a ílX X ílX obtenemos una transformación h:ílX X ílX -
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ílX. Por otra parte existe g:ílX X ílX ----t ílX que es composición de lazos. Es 
fácil verificar que h(g X g) = g(h X h) y que h ~ g. Pasando a cadenas ob­
tenemos un morfismo h:A ® A ----t A compatible con la multiplicación inducida 
por g. Por otra parte ílX es homotópicamente conmutativo y asociativo ([2]). 
Luego A satisface la condición L2 que es (6.2). 

Obtenemos así: 

TEOREMA 6.3: Sea X un H-espacio 1-conexo, (ílX, E, X) la jibración del 
espacio de curvas en X basadas en Xo ; entonces, si p ~ 2, 

k*: Qq (H*(ílX;Zp))----tPq+ 1 (H*(X;Zp)) 

es monomorfismo si q es impar, es epimorjismo si q es impar y q ~ 1 mod 2p, es 
epimorjismo si q es par y es monomorjismo si q es par y q ~ - 2 mod 2p. 

(6.3) se sigue de (5.6) (5.7) (6.1) y (6.2). 
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