
SOBRE OPERACIONES COHOMOLOGICAS SECUNDARIAS 

PoR JosÉ AnEM 

Introducción 

Este trabajo contiene algunas aplicaciones de la representación de una opera
ción cohomológica secundaria como operación cohomológica funcional. La repre
sentación se obtiene a partir de las fórmulas de Peterson-Stein ( [6]), y permite 
transladar propiedades de operaciones funcionales a operaciones secundarias. 
Así, como consecuencia de propiedades análogas para operaciones funcionales, se 
establecen resultados sobre operaciones secundarias que se anulan por razones 
de dimensión, y se obtiene una fórmula del producto, que generaliza la demos
trada por el autor en [2] .. 

Durante la preparación de este trabajo me fueron muy valiosas varias suges
tiones de S. Gitler, a quién deseo dar las gracias por su colaboración. 

l. Fórmulas de Cartan para operaciones funcionales 

Sea A el álgebra de Steenrod sobre ZP con p ~ 2, y if;: A -A 0 A el homo
morfismo diagonal que transforma A en álgebra de Hopf ([4]). Todo elemento 
0 E A de grado s, determina una operación cohomológica 

0: Hq(Y; Zp) - Hq+•(Y; Zp). 

Usaremos únicamente cohomología con coeficientes en ZP y en el futuro omitire
mos el grupo de coeficientes. Sea, 

t(0) = 0 0 1 + 1 0 0 + I: 0" 0 0/ 

con grado 0/ = s1c. Si u E Hq(Y), v E H"(Y), la fórmula de Cartan implica que 

0(u \J v) = 0(u) \J v + (-l)q'u \J 0(v) + ¿ (-l)q'"01c(u) \J 0/(v). 

Sea f: X - Y una transformación continua tal que J*u = O. Además, su
pongamos que 0(u) = O, 0(v) = O, 01c(u) = O, para toda k. Esto implica que 
¡*(u \J v) = O, y que 0(u \J v) = O y por lo tanto quedan definidas las opera
ciones funcionales 01(u \J v), 01(u), 01c¡(u). Se tiene el siguiente 

TEOREMA 1.1. Con las hipótesis anteriores, resulta 

0¡(u \J v) = 0¡(u) \J¡*v + ¿ (-l)q'"01c¡(u) \J¡*0/(v), 

módulo la indeterminación total Q(X), donde 

Q(X) = f*Hq+r+•-\Y) + 0Hq+r-1(X) + L [0kHq-l(X)] \JJ*0/(v). 

Si también suponemos f* v 
módulo natural de 0¡. 

O, entonces 01( u \J v) = O y el módulo se reduce al 
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Demostración. Sin perder generalidad podemos suponer que X es un sub
espacio de Y y que f es una inclusión. Esto se sigue ·al considerar la transforma
ción cilíndrica de una transformación ([10; p. 966]). Luego, con el par (Y, X) 
tomamos la sucesión exacta de cohomología y construimos el diagrama conmuta
tivo: 

o ---

Hq(Y,X) 

¡, 
Hq+s(Y,X) 

º* ---1._ 

º* _L, 

Hq(Y) f* 
~ Hq(X) 

0 j, 
Hq+s( Y) ~ Hq+•(x) 

En este diagrama los cuadros que contienen ó conmutan con signo cuando el 
grado de 0 es impar, ya que consideramos el Bockstein sin signo. Usaremos el 
diagrama como guía para seguir los pasos de la demostración. 

Comof*u = O, sea w E Hq(Y, X) tal quej*w = u, y con la v E Hr(Y) forma
mos el producto w \._J v E Hq+r ( Y, X). Resulta, 

( 1.2) j* ( W '--./ V) = (j* W) '--./ V = U '--./ V. 

Es fácil verificar que la fórmula de Cartan también vale para productos del tipo 
w \._J v (ver [5; p. 56]), de donde 

0(w \._J v) = 0(w) \._J v + L (-I)qsk0k(w) \._J ok'(v). 

En'el desarrollo se omite el término w \._J 0(v) ya que por hipótesis 0(v) = O. 
Co~o j*o(w) = O, j*ok(w) = O, tomamos elementos z E Hq+•-1(X), 

Zk E Hq+s-sk-1(X), tales que 

óz = 0(w), 

Por definición, z, Zk , son, respectivamente, clases representantes de las opera
ciones funcionales 01( u), 0k1( u). 

Ahora, construimos la clase z' E Hq+r+•-1(x), como sigue, 

(1.3) 

Se tiene que (ver [10; p. 958]), 

ó(z \._J¡*v) = (óz) \._J v = 0(w) u v, 

ó(zk \._J¡*ok'(v)) = (ózk) \._J 0/(v) = 0k(w) \.J ok'(v) 

y por lo tanto, 

óz' = 0(w \._J v). 

Luego, por (1.2) se sigue que z' es una clase representante de 01(u \._J v), y por 
( 1.3) el teorema queda demostrado. 

Claramente, cambiando las hipótesis y usando el mismo tipo de razonamiento, 
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se pueden establecer otras fórmulas para el producto. Por ejemplo, si suponemos 
que¡*u = O, O(u) = O, O(v) = O, ok'(v) = O, para toda k, resulta 

01(u '-' v) = 01(u) '-' ¡*v. 

El módulo en este caso es: 0Hq+r-1(X) + ¡*Hq+r+•-\Y). 

2. Notación y definiciones 

Sea R(s) el álgebra libre asociativa generada por 1 = Sqº, Sq1, • • • , Sq\ 
• • • , Sq2 ', sobre Z2, si p = 2; y por A, 1 = CPº, CP1, • • • , CP\ · · • , CPP', sobre 
ZP si p > 2, donde A es el operador de Bockstein. Denotemos con R+(s) el ideal 
de R ( s) generado por los elementos positivos, esto es, excluyendo el 1. Si s = oo , 

escribimos R = R( oo ), R+ = R+( oo ), y el álgebra de Steenrod es A = R/1, 
donde J es el ideal de relaciones. 

Por conveniencia, principalmente para la demostración del teorema (7.4), 
trabajaremos con R en lugar de A. La traducción de los resultados a A se puede 
precisar trivialmente en todos los casos. 

Consideremos Rn = R E9 · · · E9 R, suma directa de n copias del álgebra R 
sobre ZP. Si 

(2.1) a = [ a1 , • • • , an], b = [/31 , • • • , /3nl, 

son dos elementos de Rn, entonces su producto escalar, 

a·b= Lk=tak¡3k, 

es un elemento de R. Observamos que a·b E J representa una relación en A. 
Además, Rn opera en forma natural en [H*(X)¡n = H*(X) E9 · · · E9 H*(X), 
suma directa den copias, donde H*( ) es el functor de cohomología con coefi
cientes en zp. 

En R (8) R definimos el producto en la forma usual: 

(0 0 o')·(v 0 v') = (-1)8t0v (8) o'v', 

dondes = grado 01
, t = grado v. Consideremos el homomorfismo 

VI : R - R 0 R, 

determinado por la fórmula de Cartan, que convierte a R ( también a A) en 
álgebra de Hopf ([4]). Claramente, VI: R(s) - R(s) (8) R(s). 

Sea Vln : Rn - (R (8) R) n, el homomorfismo inducido por VI en la suma directa 
Rn, den copias de R. Explícitamente, si a == [a1 , • • • , an] es un elemento de Rn, 

Si a, b son dos elementos de Rn, es fácil verificar que 

(2.2) if;(a·b) = fn(a) ·if;n(b), 

esto es, el homomorfismo diagonal conserva el producto escalar. 
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Para 0 E R, definimos las transformaciones auxiliares if;°, ip+, con 

if;°(0) = 0 © 1 + 1 © 0, 

ip+(0) = ip(0) - 'P°(0), 

y en forma análoga, definimos fnº, fn +. Se tiene que fn +: [R+(s)t - [R+(s) © 
R+(s)t. 

Supongamos que 0 E R es un elemento de grado r + 1 y que 

0 = Lk=t Olk/3k , 

con ak , /3k elementos de R de grados, respectivamente, Sk , tk , de modo que 
r + 1 = Sk + tk para toda k. Por lo anterior, se tiene que 0 = a·b, donde a, 
b son como en (2.1). 

Con el fin de expresar la operación cohomológica 0 como composición de 
operaciones, en función de a, b, introducimos las operaciones auxiliares 

A: Hª(X) - [Hª(X)t, 

E : [Hª(X)t- Hª(X), 
definidas como sigue : 

A(u) = [u, • • • , u], para u E Hª(X), 

E[U1 , • • • , Un] = U1 + • · • + Un , para Uk E Hª (X). 

Luego, con 

(2.3) O/ = Ea, /3 = b}\, 

igual que en [2; p. 43], factorizamos 

(2.4) 0 = ot/3. 

Explícitamente, 

donde qk = q + tk , la suma del término central es suma directa sobre 1 ~ k ~ n, 

y a, f3 están determinadas por 

f3(u) = [/31(u), • • • , f3n(u)], 

para u E Hª(X), uk E Hªk(X). 
Asociados con a, b definimos los elementos 

a*= [(-l)" 1ot1' ••• '(-lranl, b* = [(-1) 11/31' ••• '(-1) 1n/3nl, 

y también las operaciones 

* * O/ = Ea , 

Se comprueba fácilmente que a*/3* = ( -1)"+ 10. 



OPERACIONES COHOMOLOGICAS SECUNDARIAS 99 

3. Las operaciones funcionales a¡ y {31 

Si (X, Y) es un par, con las sucesiones exactas de cohomologia y las opera
ciones a, a*, formamos el siguiente diagrama conmutativo: 

¡¡ 
-------t 

¡¡ 
-------t 

ffilI'r Y) 

Hq+r(X, Y) 

i* 
------'> 

i* 
------'> 

En la sucesión superior los homomorfismos se definen en la forma natural y 
conservan la misma notación que en la sucesión inferior. Teniendo en cuenta 
que óíl = -M para el operador de Bockstein Ll, se sigue que óak = (-I)'kakó, 
y por lo tanto, oa* = aó. En forma análoga, en los diagramas respectivos, se 
tienen ó/3* = {3ó, 00* = 0ó. 

Sea f : X --t K una transformación continua y u E tJJHqk(K) tal que ¡*u = O, 
a(u) = O. 

Entonces, podemos definir la operación funcional a1( u). La indeterminación es 

f*Hq+r-1(K) + a*[ tJJHqk-1(X) ], 

y observamos que 

a/[ ffiHqk-1(X)] = Lk=i" akHqk-1(X), 

donde el término a la derecha es el menor subgrupo de Hq+r(X) conteniendo los 
subgrupos akHqk-1(X). 

Igualmente, con v E H~(K) tal que ¡*v = O, /3( v) = O, se obtiene 

/3¡(v) = [/31/(v), • • • , f3n¡(v)]. 

Suponiendo que J*f3(v) = O, af3(v) = O, podemos definir a1{3(v), así co'm9 
también a/f3*(v), y resulta a¡{3(v) = ( -1r+ 1a/f3*(v). 

Consideraremos ahora relaciones entre estas operaciones y el operador c~
frontera de la sucesión exacta de cohomología. Sea f: (X, Y) --t (K, L) una 
transformación continua entre pares y j' : Y --t L, la transformación inducida 
por f. Si u E tJJHqk(L) es tal que/*u = O, a(u) = O, entonces están definidas 
las operaciones a1,(u) y a/(óu), donde óu E tJJHqk+1(K, L), y se tiene que 

óa1,(u) = -a/(óu). 

La demostración es igual a la de [10; Th. 15.11]. 
Con las hipótesis correspondientes, se obtiene también el resultado análogo: 

ó/31,(v) = -/3/(óv). 

4. Un teorema sobre operaciones funcionales 

Sean g: Y --t X, f: X --t K dos transformaciones continuas y la operación 
0 = a/3 como en (2.4). Supongamos que para u E Hq(K) se tienen (fg) *u = O, 
0(u) = O, f3(f*u) = O. 
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Con estas hipótesis podemos definir las operaciones funcionales 01u(u), a1(3(u), 
y (3u(j*u). Sea Q( Y) el subgrupo de Hq+r ( Y) definido por 

Q(Y) = 0Hq-l(Y) + g*j*Hq+r(K) + g*a[EE)Hqk-l(X)]. 

TEOREMA 4.1. Módulo Q( Y) se tiene, 

01u(u) = g*a1(3(u) + a*[f3u(f*u)]. 

Demostración: Sin perder generalidad podemos suponer que las transforma
ciones j, g son inclusiones. En efecto, de no serlo, tomamos Y e Xu e Kiu', 
donde Xu es el espacio de la transformación cilíndrica de g, la transformación 
g': Xg - X es la equivalencia homotópica que comprime Xu en X, y, finalmente, 
Kiu' es el espacio de la transformación cilíndrica de jg' : Xu - K .. 

Luego, suponiendo que f, g son inclusiones, con las sucesiones exactas de 
cohomologíadelospares (X, Y), (K, Y), (K,X),ylasinclusionesk1: (X, Y)
(K, Y), k2 : (K, Y) - (K, X), formamos el siguiente diagrama conmutativo: 

Hq-l(Y) ¡¡ Hq(X, Y) j* Hq(X) g* Hq(Y) - - -
11 

r k1* ¡r 
11 

Hq-l(Y) ii1 Hq(K, Y) j1* Hq(K) (fg)* • Hq(Y) ----) ----'-----+ -r g* r k2* 
11 

r g* 

Hq-l(X) ii2 • * f* Hq(K,X) J• Hq(K) Hq(X) - - ----'--'> 

Tomamos tres diagramas de este tipo sobrepuestos e interconectados por las 
operaciones, (3 del primero al segundo, y a del segundo al terecero. 

Empezando con u E Hq(K), por hipótesis (fg)*u = O, luego existe 
v1 E Hq(K, Y) tal que j/vi* = u. Si v = k/v1 , por conmutatividad, se tiene que 
j*v = f*u. Formemos f3(v1), pasando así al segundo diagrama. Por la naturalidad 
de (3 se tiene que j/(3(v 1) = (3(u). Por hipótesis f*f3(u) = O luego existe 
v2 E E9Hqk(K, X) tal que j/v 2 = j/k/v 2 = (3( u). Luego, j/[(3( v1) - k/v 2] = O, 
y podemos tomar w E EBHqk-1( Y) tal que 

ó1w = f3(v1) - k/v2; 

Ahora, ów = k/ó 1w = k/(3(vi) = (3(v). Por lo tanto, w es un representante de 
f3uU*u). 

Pasando al tercer diagrama, consideremos a(v2). Comoj/a(v 2) = a(3(u) = O 
por hipótesis, podemos tomar w2 E E9Hqk-1(X) tal que ó2w2 = a(v2), y clara
mente, g*w2 resulta ser un representante de g*a1(3(u). 

Por otra parte, se tiene que 

ó1[g*w2 + a*(w)] = k/ó2W2 + a(ó1w) = k/a(v2) + a[f3(v1) - k/v2] = af3(v1). 

Por consiguiente, w1 = g*w2 + a*(w) es un representante de 01u(u), y el teorema 
queda demostrado. 
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Observación: La descomposición 0 = a{3 en R en general no es única. Si toma
mos otra descomposición 0 = a' (3' y suponemos que ¡* (3' (u) = O, de ( 4.1) ob
tenemos otra expresión para 01u( u), pero también la indeterminación es diferente. 

5. Las fórmulas de Peterson-Stein 

Sea Lk=t akf3k = O una relación en A de grado r + 1, que escribimos en 
nuestra notación en la forma a{3 = O. Con Adams ( [1]), consideramos una opera
ción secundaria estable <I>, asociada con esta relación. Las dos fórmulas de Petera 
son-Stein ( [6]) expresan relaciones entre la operación <I> y ciertas operaciones 
funcionales. 

La primera fórmula es equivalente al Axioma 5 de Adams ( [1; p. 70]). Una 
traducción directa de este axioma a la notación usada en este trabajo es el 
siguiente: 

TEOREMA 5.1. Sea f: X - Y una transformación continua y u E Hª( Y) tal 
que (3(u) = O, ¡*u = O. Entonces, están definidas las operaciones <I>(u), (31(u), y 
se tiene que 

J*<I>( u) = ( -1)' a*[{3¡( u)] mod ¡* Lk=t akHªk-1( Y). 

La segunda fórmula de Peterson-Stein puede obtenerse a partir de ( 4.1), y 
queda expresada por el siguiente 

TEOREMA 5.2. Sea f: X - Y una transformación continua y u E Hª(Y) 
tal que J*f3(u) = O. Entonces, están definidas .las operaciones <I>(f*u), a1(3(u), 
y se tiene que 

Demostración: Sea p : E - B la fibración canónica, introducida por Adams 
como ejemplo universal para <I>. En nuestro caso B = K(1r, q) es un complejo 
de Eilenberg-MacLane, donde 1r es un grupo cíclico de orden primo p. 

Observamos primero que esta fibración es también ejemplo universal para 
a1(3(u). En efecto, si"}'q E Hª(B) es la clase fundamental, se tiene /f3('Yº) = O, 
luego está definida ap(3 ('Yº). Sea g : Y - B una transformación continua tal que 
g*,,º = u. Resulta J*g*f3('Yª) = f*f3(u) = O, y por lo tanto, existe h: X - E 
tal que ph = gf. Luego, 

h* ap(3( "}'q) = aphf3( "'fq) = a0¡{3( "}'q) 

= a1(3(g*'Yq) = a1(3(u). 

Por consiguiente, basta dar la demostración en el ejemplo universal. 
Consideremos i: F - E, p: E - B, donde Fes la fibra y la transformación 

i es la inclusión. Para 'Yª E Hº(B), tenemos (3(/'Yº) = O, (pi)*'Yº = O, luego 
aplicando (4.1) con 0 = O en A (0 E J en R), se obtiene 

i*apf3('Yq) = - a*[{3i(p*,'q)]. 
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Por otra parte, usando (5.1), resulta 

i* <I>(p*-yq) = ( -1)' a*[.B;(p*-yq)]. 

Combinando estas dos relaciones, se tiene 

i*<I>(p*-yq) = (-l)'+\*ap,8(-yq), mod i* Lk=In akHªk-I (E). 

Finalmente, ya que tanto <I> como a1,B( u) son operaciones estables, es suficiente 
dar la demostración en el ejemplo universal para valores grandes de q. 

Con q grande, usando la sucesión exacta, 

Hª+r(B) ~ Hª+r(E) ~ Hª+"(F), 

se sigue que 

(5.3) <I>(/-yq) = (-1r+ 1ap,8(')'q), 

Esto termina la demostración de (5.2). 

Otras demostraciones de las fórmulas de Peterson-Stein han sido dadas por 
Shimada ([8]) y Spanier ([9]). 

6. Representación funcional de operaciones secundarias 

Dada a,B = O, una relación de grado r + l, en el álgebra de Steenrod sobre 
ZP, sea <I> una operación secundaria estable asociada. 

Si v E Hª(X; Zp) es tal que ,B(v) = O, tenemos definida <I>(v). Por otra parte, 
sea 'J{_ = K( 1r, q) un complejo de Eilenberg-MacLane, donde 1r es un grupo 
cíclico de orden p. Si-yª E Hª(K; ZP) denota la clase fundamental, consideremos 
¡: X - K tal que f*-yª = v. Luego, aplicando el Teorema 5.2, obtenemos 

(6.1) <I>(v) = (-1r+ 1a¡,B(-yq), mod ¿akHqk-l (X)+ f*Hª+"(K). 

En general, esta indeterminación es mayor que la indeterminación natural de 
<I>. Sin embargo, si para cierta dimensión q, f*Hª+"(K) = O, la operación <I> puede 
representarse como una operación funcional en esa dimensión. Esto último 
puede lograrse siempre, para toda q, si imponemos suficientes condiciones en el 
dominio de definición de <I>. Determinaremos estas condiciones, en forma ex
plícita en función der. 

PROPOSICIÓN 6.2. Conservando su indeterminación natural la operación secun
daria <I> de grado r, admite una representación de la forma (6.1) para toda q, si y 
solo si su dominio se restringe a las clases v que además de ,B ( v) = O satisfacen las 
condiciones siguientes: 

( 6.3) si p = 2, sea 21+1 > r ~ 2\ entonces Sq" v = O, Sq2; v = O, para 

toda O;::::; i;::::; t - l; 

(6.4) si p > 2, sea 2p1+1 (p - 1) > r ~ 2p1 (p - 1), entonces CP"v = O, 

~v = O, CPP;v = O, para toda O ;::::; i ;::::; t - l; 
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además, en este caso, cuando res par pedimos, para toda 1 < j < p y toda 2k tal 
que r = 2k(j - 1), (v/ = O mod p cuando dim v = 2k. 

Demostración: Los resultados de Cartan y Serre ( [3] y [7]) sobre la cohomologia 
de K(1r, q) claramente implican quef*Hq+r(K) = O en (6.1), para toda q, si se 
satisfacen (6.3), (6.4); luego, las condiciones son suficientes. 

Para demostrar que son necesarias, sea {Eq) un espectro en el sentido de G. W. 
Whitehead ([13]), formado con las fibraciones canónicas p: Eª- K(1r, q) de 
Adams ( [1]), y que constituyen un ejemplo universal de <T>. Consideremos solo 
p = 2, ya que el caso p > 2 se establece en forma análoga. Haciendo referencia 
a ( 5.3), demostraremos que las condiciones son necesarias para tener 
p*Hq+r(K) = O para toda q. 

Supongamos que para cierta O ~ i ~ t - 1, y para cierta q se tiene 
Sq2;p*-yq ~ O. Cada Eª es (q - 1)-conexo, y su cohomología puede identifi
carse con la de un H-espacio, por lo que resulta ser una álgebra de Hopf. 
La suspensión u* : Hm+i (Eg+1) - Hm(Eª) es un isomorfismo para toda m ~ 
2q-1 y conmuta con Sq2;. Luego, se sigue que Sq2;p*-y1 ~ O para toda q ~ 2i. 

Ahora, si q ~ 2i se tiene 

(6.5) * 2i * p 'Yª \J Sq p 'Yª ~ O. 

En efecto, p*-yª es generador, y si q > 2\ Sq2;/-yª es también generador 
multiplicativo, por lo que sé sigue (6.5). Si q = 2\ entonces (6.5) .~e reduce a 
(p*-yª)3 ~ O, puesto que en un álgebra de Hopf sobre Z2 la altura de los genera
dores es infinita o potencia de dos. 

Con 21+1 > r ~ 2\ t - 1 ~ i ~ O, si tomamos q = r - 2\ se tiene q ~ 2\ 
luego de (6.5) resulta p*Hª+r(K) ~ O. Finalmente, la condición Sqrp*-yª = O 
es necesaria, ya que Sqr es un monomio admisible. 

Observaciones: 

( 1) Al restringir el dominio de definición de <T> estamos considerando otra 
operación que seguimos denotando con el mismo símbolo. Si se restringe <T> al 
dominio donde admite representación funcional, como operación secundaria 
estable <T> resulta ser única. 

(2) Si Sqr pertenece al ideal izquierdo de A, generado por Sq2; con i = O, 
• • • , t - 1, la condición Sqrv = O es superflua. Por ejemplo, esto sucede si 
21 + 2H > r > 21• Una observación análoga se tiene para p > 2. 

(3) Exceptuando el caso p > 2 con r par, en muchos casos la hipótesis 
¡3(v) = O implica las condiciones (6.3), (6.4). Esto sucede, por ejemplo, para la 
familia de operaciones <I>u considerada por Adams en [1]. 

Estableceremos algunos resultados sobre operaciones secundarias que se anulan 
por razones de dimensión. Primero, consideremos los resultados análogos para 
operaciones funcionales. 

Sea B( q) el subespacio de A definido en [11; p. 26] como el ideal izquierdo de 
A que aniquila toda clase de cohomologia de dimensión ~ q. Como espacio 
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vectorial, B(q) está generado por todos los monomios admisibles de exceso mayor 
que q. 

TEOREMA 6.6. Dada a{3 = Lk=l n akf3k , donde tk = grado f3k , supongamos que 
para toda 1 ~ k ~ n se tiene que, f3k E B(q) ó ak E B(q + tk), Entonces, 
a¡{3(u) = O si dim u~ q. 

Demostración: Es inmediata a partir de la definición de operación funcional. 
En efecto, seaj: X-* Y una inclusión y u E Hª(Y) tal que a{3(u) = O, 
f*f3(u) = O. Ordenamos los indices de modo que f3k E B(q) para k = 1, • • • , h 
yak E B(q + tk) para k = h + 1, • • · , n. Sea wk E Hª+tk (Y, X) tal que 
j*wk = f3k(u). Luego, podemos tomar wk = O para k = 1, • • • , h. Ahora, 
Lk=h+1nak(wk) = O por hipótesis, por lo tanto a¡{3(u) = O. 

COROLARIO 6.7. Sea a{3 = Lk=1nakf3k = O una relación en A, tal que para toda 
k se tiene que f3k E B(q) ó <Xk E B(q + tk), donde tk = grado {3k. Sea <I> la opera
ción secundaria asociada con la relación, que suponemos admite una representación 
funcional de acuerdo con (6.2). Entonces, <I>(u) = O si dim u ~ q. 

Ejemplos: 

(1) Sea <I>;,; la operación secundaria construida por Adams usando la re
lación 

" i s 2i+l-2k s 2k _ Ü L.,k=O q q - • 

Esta operación admite una representación funcional conservando su dominio 
natural de definición, y por (6.7) tenemos que 

<I>;,;(u) = O, si dim u~ 2; - l. 

Examinemos el caso limite dim u = 2\ para algunas dimensiones. Usando las 
composiciones de las transformaciones de invariante de Hopf 1 y sus suspen
siones, podemos construir las transformaciones S4 ----* S3 ----* S2, S10 ----* S7 ----* S4, y 
s22 - S15----* S8• Esto permite construir ejemplos, donde <I>1,1(u) ~ O, <I>2,2(v) ~ 
O, y <I>3 ,3 ( w) ~ O, con dim u = 2, dim v = 4, y dim w = 8, que son los casos 
limite. Como ilustración, calcularemos uno de estos ejemplos. Sea f: S7 ----* S4 

una transformación de invariante de Hopf 1, g: S10 ----* S7 su 3-suspensión, y 
h = fg su composición. Construimos el complejo elemental Y = S4 uh cs10, 

pegando el cono sobre S10 con S4 por medio de h. En la misma forma construimos 
X = S7 ug cs10• Claramente, existe una transformación continua F: X - y 
tal que f = F \ S7, y que es un homeomorfismo en el interior de CS10• Es in
mediato que <I>2,2 está definido en el generador v E H 4 (Y; Z2 ), además, por (5.1) 
resulta 

F*<I>2,2( v) = Sq4 (Sq/v) ~ O, 

por lo tanto, <I>2,2(v) ~ O en H 11(Y; Z2). 

(II) Con la relación (i ~ 2), 

Sql Sq2i + Sq2 Sq2L1 + Sq2i Sql = o, 
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construimos la operación <I>o,i. Restringimos el dominio de definición a clases v 
tales que Sq2" v = O para k = O, • • · , i. Luego, de acuerdo con (6.2) la operación 
admite representación funcional, y aplicando (6.7) obtenemos que 

<I>o,i(v) = O, si dim v ~ 2i - 2. 

Usando las composiciones s"'+3 - s"'+3 - S"', snH - sn+7 - S"', donde las 
primeras transformaciones son de grado 2 y las segundas son suspensiones de 
transformaciones de invariante de Hopf 1, como en (I), se pueden construir 
ejemplos elementales donde <I>o,2(u) ~ O, <I>0 ,3(v) ~ O. 

Para las dimensiones límite observamos que si v' es el generador de la 2-
componente primaria de 'll"s(S3), isomorfa con Z 4 , entonces E2v' = 2v5, donde 
v5 es el generador de la 2-componente de 'll"s( S5) ( [12; p. 42]). 

También, si o-' es el generador de la 2-componente primaria de '11"14(S7), iso
morfa con Zs, entonces E 2o-' = 2a-9 , donde 0-9 es el generador de la 2-componente 
de '11"16( S9) ( [12; p. 50]). Luego, si fes un representante de v', construimos X = 
S3 U1 CS6• Análogamente, si g es un representante de a-', construimos Y = 
S7 U0 CS14. Si u E H3(X; Z2) es un generador, <I>o,2(u) ~O.Si v E H7(Y; Z2) 
es un generador, <I>o,3(v) ~ O. Esto se sigue de los resultados anteriores y de la 
estabilidad de <I>o,k . 

Observación: Para definir <I>o,i, Adams toma una relación de la forma 

Sq1 Sq2i + (Sq2i-1 Sql) Sq2i-1 + Lk=Oi-2 Sq2i-2k+1 Sq2k = O. 

Con esta relación la operación admite en su dominio natural de definición u:ria 
representación funcional y tiene un conúcleo menor; sin embargo, en este caso 
solo podemos asegurar que <I>o,i(v) = O si dim v ~ 2i-1-1. 

( III) Usando la relación ( i ~ 2) 

Á(Ppi + (<PPÁ) (PpLp - (Á(PpLl)(Pl - (PpiÁ = Ü, 

construimos una operación secundaria <I> de grado r = 2p\p - 1). De acuerdo 
con ( 6.2), para que admita una representación funcional restringimos su dominio 
a clases v tales que ÁV = O, <Ppkv = O para k = O, · · · , i. Además, suponemos 
para toda 1 < j < p y toda 2k tal que 2p\p - 1) = 2k(j - 1), que (v)i = O 
mod p para dim v = 2k. Resulta 

<I>(v) = O, si dim v < 2(pi-p) 

(IV) Tomamos la relación (i ~ 2) 

y construimos la operación secundaria asociada <I> que resulta de grado 
2('(/ + 1) (p - 1)-1. Restringiendo su dominio a clases v tales que Áv = O, 
<PP v = O para k = O, • • • , i, se tiene que 

<I>(v) = O, si dim v < 2(pi - p + l). 
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7. Una fórmula del producto para a1{3 

Nuevamente, sea 0 = Lk-t ai3k un elemento homogéneo de grado r + 1, 
del álgebra R. Con la notación de la sección 2, expresamos 0 = a{3, como com
posición de las operaciones a = Ea, {3 = b }-., definidas en (2.3). Dada una trans
formación continua f : X - K, sean u E Hq ( K), v E Hm ( K), dos elementos no 
nulos, y supongamos que se satisfacen las condiciones siguientes: 

(7.1) 0 E R+ (s), 

(7.2) 0(u X v) = O, 

(7.3) para toda v E R+ (s), se tiene J*v(u) = O, J*v(v) = O. 

Claramente, de (7.1) se sigue que ak E R+(s), f3k E R+(s) para toda k; luego, 
de (7.3), resulta que J*f3(u) = O, J*f3(v) = O, y J*f3(u \J v) = O; de (7.2), se 
tiene que a{3(u) = O, a{3(v) = O, y a{3(u \J v) = O. Por lo tanto, están definidas 
las operaciones a1{3(u), a1{3(v), y a1{3(u \J v). 

TEOREMA 7.4. Con las hipótesis anteriores, se tiene 

a1{3(u \Jv) = a1{3(u) \J¡*v + (-l)q'J*u \J a1{3(v), 

módulo la indeterminación común que es 

j*Hq+m+r(K) + Lk=lnakHq+m+tk-l(X), 

donde tk = grado f3k . 

Demostración: Suponiendo que f : X - K es una inclusión, consideremos el 
par (K, X), la inclusiónj: K - (K, X), y la sucesión exacta de cohomología 

- H*(X) ~ H*(K, X) ~ H*(K) ~ H*(X) - . 

Las siguientes propiedades del producto de cohomología son bien conocidas. 
Si w, z son dos elementos de H*(K, X), de la naturalidad del producto ([10; 
p. 958]) se sigue que 

(7.5) w \Jz = (j*w) \Jz = w \Jj*z. 

También, si x E H*(X), w E H*(K, X), se tiene 

(7.6) (óx) \J w = (j*óx) \J w = O. 

Usaremos estas propiedades para construir un homomorfismo, 

que será auxiliar en la demostración. 1 Si v1 , v2 son elementos homogéneos de 
R+(s) y v2 es de grado t, por la hipótesis (7.3) existen elementos v1(u), v2(v) de 

1 El homomorfismo µ, que simplificó la demostración original, me fué sugerido por S. 
Gitler. 
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H*(K, X) tales que j* 111(u) = 111(u), j* 112(v), = 112(v). Definimos, 

(7.7) µ(111 0 112) = (-l)qt 111(u) \J v2(v), 

y extendemosµ linealmente para un elemento arbitrario. 

107 

Usando las propiedades (7.5), (7.6), es fácil verificar queµ no depende de las 
elecciones 111(u), 112(v), que es un homomorfismo bien definido entre Zp-módulos, 
y que solo depende de u, v. Además, se tiene que 

( ) ( ) ( ) qt - qt-7 .8 µ 111 0 112 = -1 111(u) \J 112(v) = (-1) v1(u) \J v2(v). 

Ahora, la operación (3 = b)-.. puede expresarse en el producto u \J v como, 

(3(u\Jv) =b)-..(u\Jv) =dn*if;n(b))-..(u@v) 

= dn* [if;n+ (b) + fn°(b)]A(U@ v) 

= dn *if;n +(b))-..(u@ v) + f3(u) \J V+ u \J {3;¡,(v), 

donde dn * es la transformación inducida en la suma directa [H* ( K) @ H* ( K) ]" 
por la multiplicación en cohomología d*: H*(K) @ H*(K) --t H*(K), de
terminada por la transformación diagonal d : K --t K X K; las Vln , Vln +, fnº 
son como en la sección 2; además 

yseentiendeque(3(u) \Jv = [f31(u) \Jv, ... ,f3n(u) \Jv],etc. 
Para las componentes de dn * if; n + ( b) A ( u @ v ), se verifica que 

j*µ if;+(/3k) = d*if;+(f3k) ·(u@ v), 

donde µ es como en ( 7. 7). De esto y de ( 1.2), se sigue que 

(3(u '-' v) = µnfn+(b) + (3(u) \Jv + u \J(3;1¡1(v) 

es tal que j* (3( u '-' v) = (3( u \J v), donde µn es la transformación inducida por 
µ en la suma directa y (3(u), {3;1¡1(v) son elementos de [H*(K, X)]", seleccionados 
de modo que j*(3(u) = (3(u), j* {3;1¡1(v) = (3*(v). 

Calculemos, 

U na verificación directa en las componentes de aµnf n + ( b) demuestra que 

Para establecer esto último, utilizamos la siguiente propiedad. Si a-1 0 a-2 y 
r1 0 r2 son elementos de R+ ( s) 0 R+ ( s), entonces rw1u \J r20"2V = r10'1U \J 
r 2a-2v. Esto es consecuencia de la naturalidad de las operaciones cohomológicas 
y del hecho que la expresión (7.7) es única. Luego, tenemos que 
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Un cálculo análogo con el segundo término demuestra que 

a [¡3(u) \Jv + u \J/J¡¡(v)] = a¡3(u) \J V+ (-l)q(r+l)u \J a¡3(v) 

+ µ[fn(a) ·f/(b) - it,°(a·b)]. 

Por otra parte, de (2.2) se tiene la identidad 

1f +(a·b) = lfn(a) ·fn +(b) + lfn(a) ·fn°(b) - it,°(a • b). 

En consecuencia, resulta 

(7.9) a¡3(u .._.., v) = a¡3(u) \J v + (-l)ª<r+ll u \J a¡3(v) + µit,+(a•b). 

Ahora, demostraremos que µf + (a· b) = O. Para esto, considerando R+ ( s) 
y H*(K) como Zp-módulos, introducimos las transformaciones h1 , h2 : R+(s) 
--t H*(K), definidas por h1(71) = 71(u), h2(71) = 71(v), para toda 71 E R+(s). 

Sean N1 = núcleo de h1, N2 = núcleo de h2 , N = núcleo de (h1 © h2). Po
demos identificar, 

(7.10) 

Por otra parte, (7.2) es equivalente con it,(0) ·(u© v) = O, y esto implica 
que it,+(0) ·(u© v) = O, o en forma equivalente que it,+(a-b) ·(u© v) = O. 
Por lo tanto, it,+(a·b) EN. Luego, de (7.10), se tiene 

it, + (a· b) = L Pi © 71 i + L 71 / © P /, 

donde Pi E N1, p/ E N2. Por consiguiente, de (7.8), se sigue que, 

µf+(a·b) = L ± Pi(u) \J 71i(v) + L ± 71/(u) \J p/ (v) = O 

Luego, la expresión (7.9) se reduce a 

a/3 (u.._.., v) = a/3 (u) \J v + ( -l)q(r+l) u \J a/3 (v). 

Sean Z1 E Hq+r(X), Z2 E Hm+r(X) elementos tales que 

Claramente, z1 , z2 son, respectivamente, representantes de a¡/3( u), a¡/3( v). 
Construimos z E Hª+m+"(X) como sigue: 

Z = Z¡ \Jf*v + (-l)ªrf*u \J Z2. 

Se comprueba que ( ver [10; 958]) 

ÓZ = ÓZ¡ \J V+ ( -l)q(r+l)U \J ÓZ2 = a¡3(u....., v), 

y por lo. tanto, z resulta un representante de a1¡3( u \J v). 
Por último, se verifica fácilmente que la indeterminación de a¡/3( u \J v) 

contiene a las indeterminaciones de los otros dos términos de (7.4), y esto termina 
la demostración del teorema. 
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8. Una fórmula del producto para 4> 

Sea a/3 = Lk=I n akf3k = O una relación de grado r + 1, en el álgebra A sobre 
Zp, tal que 

(8.1) 

Tomemos dos clases de cohomología u E Hª(X; ZP), v E Hm(X; Zp) tales que 

(8.2) 

Porlo tanto, (3( u) = O, /3( v) = O, y (3( u v v) = O. Luego, si 4> es una operación 
secundaria estable determinada por la relación a/3 = O, están definidas 4> (u), 
<I>(v), y<I> (u vv). 

Con K1 = K(1r, q), K2 = K(1r, m), complejos de Eilenberg-MacLane, donde 
1r es un grupo cíclico de orden p, tomamos transformaciones f: X ---t K1, 
g : X ---t K 2 tales que f*'Yª = u, g*"lm = v, donde "/q, "lm son, respectiva
mente, las clases fundamentales de K 1 , K 2 . Sea h : X - K1 X K2 la transfor
mación producto, definida por h(x) = [J(x), g(x)]. Obviamente, h*("Iª X 1) = 
u, h*(l X "fm) = v, y h*("fq X "fm) = u v v, y, por (8.1), (8.2), se sigue que 
h, a(3 = O, "/q X 1, y 1 X "lm verifican las condiciones (7.1), (7.2), (7.3). Luego, 
aplicando (7.4) se obtiene 

<Xh/3( "f q X "lm) = a¡{3( "/q) v V + ( -1 )qr U v a0{3( "fm), 

módulo la indeterminación común, que es 

(8.3) h*Hq+m+r(K1 X K2) + Lk=In <XkHq+m+tk-1(X), 

con tk grado f3k . En esta relación hemos usado identidades de la forma 
ah/3("1º X 1) = a1f3("fq), donde la indeterminación común es la de ah/3("1º X 1). 

Ahora, de la segunda fórmula de Peterson-Stein (5.2), se obtiene que 

<I>(u) = <I>(f*"fq) = (-1r+ 1a¡f3("fq), 

<I>(v) = <I>(g*"tm) = (-1r+ 1aof3("tm), 

<I>(u V v) = <I>[h*("fq X "lm)] = (-1r+ 1a1if3("/q X "lm)• 

Sustituyendo, resulta el 

TEOREMA 8.4. Sea 4> una operación secundaria estable determinada por la 
relación Lk=I n akf3k = O, de grado r + 1, donde <Xk E R+ ( s), f3k E R+ ( s). Si 
u E Hº(X; ZP), v E Hm(X; ZP). son tales que R+(s) ·u = O, R+(s) ·v = O, 
entonces, estdn definidas 4> (u) , 4> ( v) , 4> ( u v v) , y se tiene 

(8.5) 

módulo la indeterminación (8.3). 

COROLARIO 8.6. Con las hipótesis de (8.4), la fórmula (8.5) vale para toda 
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q, m, módulo la indeterminación 

Lk-lnakHq+m+tk-1 (X), 

sir < 2•+1 para p = 2, ó sir < 2p•+1(p - 1) para p > 2. 
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