SOBRE OPERACIONES COHOMOLOGICAS SECUNDARIAS

Por Jost ApEm

Introduccién

Este trabajo contiene algunas aplicaciones de la representacién de una opera-
¢ién cohomolbgica secundaria como operacién cohomoldgica funcional. La repre-
sentacién se obtiene a partir de las férmulas de Peterson-Stein ({6]), y permite
transladar propiedades de operaciones funcionales a operaciones secundarias.
Asi, como consecuencia de propiedades andlogas para operaciones funcionales, se
establecen resultados sobre operaciones secundarias que se anulan por razones
de dimensién, y se obtiene una férmula del producto, que generaliza la demos-
trada por el autor en [2].

Durante la preparacién de este trabajo me fueron muy valiosas varias suges-
tiones de 8. Gitler, a quién deseo dar las gracias por su colaboracién.

1. Férmulas de Cartan para operaciones funcionales

Sea A el dlgebra de Steenrod sobre Z,conp = 2, y¢y: A —> A ® A el homo-
morfismo diagonal que transforma A en 4lgebra de Hopf ([4]). Todo elemento
6 € A de grado s, determina una operacién cohomolébgica

0: H(Y; Z,) — H™(Y; Z,).

Usaremos tnicamente cohomologia con coeficientes en Z, y en el futuro omitire-
mos el grupo de coeficientes. Sea,

YO) =0@1+1®0+ 2,606
con grado 6, = s .Siu € H(Y),v € H’(Y), la f6rmula de Cartan implica que
0(u o) = 0(u) wov+ (—1)% O 0(w) + 2 (—1)%0(w) U 0 (v).

Sea f: X — Y una transformacién continua tal que f*u = 0. Ademds, su-
pongamos que 8(u) = 0, 8(v) = 0, 6x(u) = 0, para toda k. Esto implica que
ff(u wv) =0,y que 8(u . v) = 0y por lo tanto quedan definidas las opera-
ciones funcionales 0;(u  v), 8;(u), 0:7(u). Se tiene el siguiente

TroreEMA 1.1. Con las hipdtesis anleriores, resulta
By ) = 05u) 0+ X (—1) ") L 0 0),
médulo la indeterminacion total Q(X), donde
Q(X) = ffH™TN(Y) 4 6H™ (X)) 4+ 2 10.HH(X)] U £ (v).

St también suponemos fv = 0, entonces 0;(u _ v) = 0 y el médulo se reduce al
médulo natural de 8 .
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Demostracion. Sin perder generalidad podemos suponer que X es un sub-
espacio de Y y que f es una inclusién. Esto se sigue al considerar la transforma-
cién cilindrica de una transformacién ({10; p. 966]). Luego, con el par (Y, X)
tomamos la sucesién exacta de cohomologia y construimos el diagrama conmuta-
tivo:

ix) -, B v,x) I, my) L5 mUx)

A A

)7 Canan (X) 8 Hq+s( Y, X) J* Hq-H( Y) f* Hq+8(X)

En este diagrama los cuadros que contienen § conmutan con signo cuando el
grado de 0 es impar, ya que consideramos el Bockstein sin signo. Usaremos el
diagrama como guia para seguir los pasos de la demostracion.

Como f*u = 0,sea w € H'(Y, X) tal que j*w = u, y conlav € H'(Y) forma-
mos el producto w v € H*"(Y, X). Resulta,

(12) ]*(w N\ 7)) = (]*W) wul=uu.

Es fécil verificar que la férmula de Cartan también vale para productos del tipo
w v (ver [5; p. 56]), de donde

0w o v) = 0(w) Uov+ 2, (—=1)%%6(w) U 6 (v).

En el desarrollo se omite el término w . 6(») ya que por hipétesis 6(v) = 0.
Como j*9(w) = 0, j*6x(w) = 0, tomamos elementos z € H*"(X),
2 € H*P%(X), tales que

oz = 0(w), oz, = 60.(w).

Por definicién, z, 2, son, respectivamente, clases representantes de las opera-
ciones funcionales 6,(u), 0rr(u).
. ’ —1 .
Ahora, construimos la clase 2 € H*7 (X)), como sigue,

(1.3) Z =204 2 (=1D)%2 L (v).
Se tiene que (ver [10; p. 958]),
8z U fv) = (82) wv=0w) o, _
B I8 0)) = () L 0 (0) = Bu(w) 0 (0)
'y por lo tanto,
82 = 0(w ).

Luego, por (1.2) se sigue que 2’ es una clase representante de 6;(u _ v), y por
(1.3) el teorema queda demostrado. ,
Claramente, cambiando las hipétesis y usando el mismo tipo de razonamiento,
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se pueden establecer otras férmulas para el producto. Por ejemplo, si suponemos
que f*u = 0, 6(u) = 0, 6(v) = 0, 6, (v) = 0, para toda k, resulta

0:(u ) = 0s(u) O .
El médulo en este caso es: 0H (X)) + fAHTTTT(Y).

2. Notacion y definiciones

Sea R(s) el 4lgebra libre asociativa generada por 1 = 8q°, 8q', .-+, Sq’,
oo, 8q>, sobre Zy,sip = 2;ypor A, 1 = 6, @, -, @, ---, @, sobre
Z,sip > 2, donde A es el operador de Bockstein. Denotemos con R (s) el ideal
de R(s) generado por los elementos positivos, esto es, excluyendo el 1. Sis = <0,
escribimos B = R(®), Rt = R*(), y €l 4lgebra de Steenrod es A = R/I,
donde I es el ideal de relaciones.

Por conveniencia, principalmente para la demostracién del teorema (7.4),
trabajaremos con R en lugar de A. La traduccién de los resultados a 4 se puede
precisar trivialmente en todos los casos.

Consideremos R* = R @ --- @ R, suma directa de n copias del dlgebra R
sobre Z, . Si '

(21) a=[a11"'7an]; b=[61:"',6ﬂ]7
son dos elementos de R", entonces su producto escalar,
ab = Z =1 B ,

es un elemento de R. Observamos que a-b € I representa una relacién en A.
Ademss, R™ opera en forma natural en [H*(X)]" = HY(X) @ --- & H*(X),
suma directa de n copias, donde H*( ) es el functor de cohomologia con coefi-
cientes en Z, .

En R ® R definimos el producto en la forma usual:

(0®6)(»®+) = (=1)" ® 6%,
donde s = grado ¢, ¢ = grado ». Consideremos el homomorfismo
Yv:R—>R®R,

determinado por la férmula de Cartan, que convierte a R (también a A) en
4lgebra de Hopf (]4]). Claramente, ¢ : R(s) — R(s) ® R(s).

Sea ¢, : R"— (R ® R)", el homomorfismo inducido por ¢ en la suma directa
R", de n copias de R. Explicitamente, sia = [a1, - -+ , a,] es un elemento de R”,

‘l/’n(a’) = [30(0(1)7 T ¢(an)]

Si a, b son dos elementos de R”, es facil verificar que
2 b

(2.2) ¥(a-b) = ¥n(a) -¥u(d),

esto es, el homomorfismo diagonal conserva el producto escalar.
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Para 6 € R, definimos las transformaciones auxiliares ¢’, ¢, con
V() =601+18 9,
vE(0) = ¥(0) — ¥(0),
y En foima andloga, definimos ¥.’, ¥, . Se tiene que ¥, : [RT(s)]" — [R*(s) ®
. S(I'ISI)Jl)I.lgal’nOS que 6 € R es un elemento de grado r -~ 1 y que
0 = 2 k" b,

con ai, OB elementos de R de grados, respectivamente, s, ¢, de modo que
r + 1 = s -+ # para toda k. Por lo anterior, se tiene que § = a-b, donde q,
b son como en (2.1). _

Con el fin de expresar la operacién cohomolégica 6 como composicién de
operaciones, en funcién de a, b, introducimos las operaciones auxiliares

A HY(X) — [HY(X)T

e [H(X)]" — H'(X),
definidas como sigue:

)‘(u) = [u; ;u]’ para u € Hq(X)’
efur, o, Un) = U+ -+ + ua, paraw € H(X).

Luego, con

23) a=a B=h,
igual que en [2; p. 43], factorizamos

(24) ‘ 0 = af.
Explicitamente,

H(X) -2 @ BH(X) -2 mTH(X),
donde ¢, = ¢ + f , la suma del término central es suma directa sobre 1 < k = n,
v a, 8 estan determinadas por
B(w) = [Bi(u), -~ , Ba(w)],
alur, -y uld = Dopa” aw(ur),

para u € HY(X), uy € H*(X).
Asociados con a, b definimos los elementos

a* = [(_1)81‘11 y " (—l)snan]; b* = [(_l)tlﬁl y " (_l)t"BnL
y también las operaciones
of = ¥, BF = b\

Se comprueba facilmente que o*8* = (—1)"".
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3. Las operaciones funcionales a; y 8

Si (X, Y) es un par, con las sucesiones exactas de cohomologia y las opera-
ciones «a, o, formamos el siguiente diagrama conmutativo:

oH*(Y) 2, eH™X,Y) I oH*(X) —Y, @©H™Y)

gy y) s B(X,Y) L B(X) 2 HY(Y)

En la sucesién superior los homomorfismos se definen en la forma natural y
conservan la misma notacién que en la sucesién inferior. Teniendo en cuenta
que 8A = — Ad para el operador de Bockstein A, se sigue que dar = (—1)%ayd,
y por lo tanto, da* = ab. En forma andloga, en los diagramas respectivos, se
tienen 88* = B5, 86™ = 65.

Sea f : X — K una transformacién continua y u € ®@H*(K) tal que f*u = 0,
a(u) = 0.

Entonces, podemos definir la operacién funcional a;(%). La indeterminacién eg

FHTTHE) + oM OH" (X)),
y observamos que
HOHY(X)] = 2" ™ (X)),

donde el término a la derecha es el menor subgrupo de H**"(X) conteniendo los
subgrupos e H* (X).
Igualmente, con v € H*(K) tal que f*» = 0, B(v) = 0, se obtiene

Br(v) = [Bis(v), -+ ; Bas(v)].

Suponiendo que f*8(v) = 0, aB(v) = 0, podemos definir afB(v), asi como
también o/ 8%(v), y resulta a;8(v) = (— 1)'+1 8 ().

Consideraremos ahora relaciones entre estas operaciones y el operador co-
frontera de la sucesién exacta de cohomologia. Sea f: (X, Y) — (K, L) una
transformacién continua entre pares y f : ¥ — L, la transformacién inducida
por f. Siu € ®@H™(L) es tal que f*u = 0, a(u) = 0, entonces estin definidas
las operaciones oy (u) y a;*(5u), donde su € @H* (K, L), y se tiene que

b (u) = —ay (ou).
La demostracién es igual a la de [10; Th. 15.11].
Con las hipdtesis correspondientes, se obtiene también el resultado anilogo:
865 (v) = —B;"(8v).
4. Un teorema sobre operaciones funcionales

Sean g: Y — X, f: X — K dos transformaciones continuas y la operacién
9 = of como en (2.4). Supongamos que para v € H%(K) se tienen (fg)*u = 0,
8(u) = 0, 8(f*u) = 0.



100 JOSE ADEM

Con estas hipétesis podemos definir las operaciones funcionales 6;,(u), a8(%),
v B,(f*u). Sea Q(Y) el subgrupo de H*™"(Y) definido por

Q(Y) = 6H"(Y) + ¢'f'H"™"(K) + g*al®@H"(X)].
TrorREMA 4.1. Médulo Q(Y) se tiene,
0r0(u) = g aB(w) + *[8,(f*u)].

Demostracién: Sin perder generalidad podemos suponer que las transforma-
ciones f, g son inclusiones. En efecto, de no serlo, tomamos ¥ c X, C Ky,
donde X, es el espacio de la transformacién cilindrica de g, la transformacién
g : X, — X esla equivalencia homot6pica que comprime X, en X, y, finalmente,
K, es el espacio de la transformacién cilindrica de fg’ : X, — K..

Luego, suponiendo que f, g son inclusiones, con las sucesiones exactas de
cohomologia de los pares (X, Y), (K, Y), (K, X), ylasinclusiones k; : (X,Y) —
(K,Y),k:: (K, Y) — (K, X), formamos el siguiente diagrama conmutativo:

HY(Y) - HYX,Y) I, BYX) -, HYY)

oI

HN(Y) -2, HYK,Y) -5 mYk) Y95  pyy)

I o] l»
7 (X) %, BYk,x) £, myg) I BUX)

Tomamos tres diagramas de este tipo sobrepuestos e interconectados por las
operaciones, 8 del primero al segundo, y « del segundo al terecero.

Empezando con u € H'(K), por hipétesis (fg)*u = 0, luego existe
v € HY(K, Y) tal que ji*n™ = . Siv = k™, , por conmutatividad, se tiene que
7 = f*u. Formemos B(v;), pasando asi al segundo diagrama. Por la naturalidad
de B se tiene que 7;*8(v;) = B(u). Por hipétesis f*8(u) = 0 luego existe
v € @qu(K, X) tal que j2*1)2 = jl*kz*vz = ,B(u) Luego, jl*[,B<Ul) - k2*122] = 0,
y podemos tomar w € @H*'(Y) tal que

ow = B(v) — Foo 0o

Ahora, ow = k*sw = k*8(v;) = B(v). Por lo tanto, w es un representante de
5a(f* u).

Pasando al tercer diagrama, consideremos a(v;). Como j, a(v:) = af(u) = 0
por hipétesis, podemos tomar w, € @H**(X) tal que s, = a(v,), y clara-
mente, g w, resulta ser un representante de g*a;8(u).

Por otra parte, se tiene que

s we + of(w)] = ke oows + a(dw) = kfa(v) + o[B(v1) — k2] = aB(wy).

Por consiguiente, w; = ¢*ws + o*(w) es un representante de 6;,(u), y el teorema
queda demostrado.
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Observacién: La descomposicién § = a8 en R en general no es tnica. Si toma-
mos otra descomposicién 8 = o8’ y suponemos que *8 (u) = 0, de (4.1) ob-
tenemos otra expresién para §;,(u), pero también la indeterminacién es diferente.

5. Las formulas de Peterson-Stein

Sea, Zk=1" arBr = 0 una relacién en A de grado » 4+ 1, que escribimos en
nuestra notacién en la forma o8 = 0. Con Adams ([1]), consideramos una opera-
cién secundaria estable ®, asociada con esta relacién. Las dos f6rmulas de Peter-
son-Stein ([6]) expresan relaciones entre la operacién ® y ciertas operaciones
funcionales.

La primera férmula es equivalente al Axioma 5 de Adams ([1; p. 70]). Una
traduccién directa de este axioma a la. notacién usada en este trabajo es el
siguiente:

TroreMA 5.1. Sea f: X — Y wuna transformacién continua y uw € H'(Y) tal
que B(u) = 0, fu = 0. Entonces, estdn definidas las operaciones ®(u), B;(u), y
se tiene que

Ffe(uw) = (=1)a"B(w)] mod f* 24t axH*(Y).

La segunda férmula de Peterson-Stein puede obtenerse a partir de (4.1), y
queda expresada por el siguiente

TrorEMA 5.2. Sea f: X — Y una transformacion continua y u € HY(Y)
tal gue f*B(u) = 0. Entonces, estdn definidas las operaciones d(f*u), aB(u),
y Se tiene que ,

&(f*u) = (=1)"aB(u)  mod D ua" wH¥(X) + fHT(Y).

Demostracién: Sea p: E — B la fibracién candnica, introducida por Adams
como ejemplo universal para ®. En nuestro caso B = K(m, ¢) es un complejo
de Eilenberg-MaclLane, donde = es un grupo ciclico de orden primo p.

Observamos primero que esta fibracién es también ejemplo universal para
a;8(w). En efecto, si v, € H(B) es la clase fundamental, se tiene p*8(y,) = 0,
luego estd definida «,8(y,). Sea g : ¥ — B una transformacién continua tal que
g*ve = u. Resulta f*g*8(v,) = f*8(u) = 0, y por lo tanto, existe h: X — E
tal que ph = gf. Luego,

B 0,8(v,) = anB(ve) = ayB8(va)
aB(g™ve) = af(u).

Por consiguiente, basta dar la demostracién en el ejemplo universal. -

Consideremos 7 : ¥ — E, p: E — B, donde F es la fibra y la transformacién
i es la inclusién. Para vy, € HY(B), tenemos B(p*y,) = 0, (pi)*y, = 0, luego
aplicando (4.1) con § = Oen 4 (0 € I en R), se obtiene

FaB(vy) = — & Bi(p™yo)]-

I
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Por otra parte, usando (5.1), resulta
| #*(p"r,) = (—1)a*Bilo" 7).
Combinando estas dos relaciones, se tiene
TB(p™rg) = (=) 0B8(v,),  mod* Douu” k™ ().

Finalmente, ya que tanto ® como «;3(u%) son operaciones estables, es suficiente
dar la demostracién en el ejemplo universal para valores grandes de q.
" Con ¢ grande, usando la sucesién exacta,

H™(B) -2 H™(E) — H™(F),
ée sigue que
(53) ®(p™va) = (=1)"B8(v,), mod 2 pi” H™ " (E) + p*H*"'(B).
Esto termina la demostracién de (5.2).

Otras demostraciones de las férmulas de Peterson-Stein han sido dadas por
Shimada ([8]) y Spanier ([9]).

6. Representacion funcional de operaciones secundarias

Dada of = 0, una relacién de grado r + 1, en el 4lgebra de Steenrod sobre
Z,, sea d una operacién secundaria.estable asociada.

Siv € HY(X; Z,) es'tal que 8(v) = 0, tenemos definida ®(v). Por otra parte,
sea K = K(m, ¢) un complejo.de Eilenberg-MacLane, donde = es un grupo
ciclico-de orden p. Siy, € H'(K; Z,) denota la clase fundamental, consideremos
f:X — K tal que F*vq = v. Luego, aplicando el Teorema 5.2, obtenemos

(6.1) @) = (—1)™asB(v,), mod XaxH% " (X) + fH™(K).

En general, esta indeterminacién es mayor que la indeterminacién natural de
®. Sin embargo, si para cierta dimensién ¢, f*H**"(K) = 0, la operacién & puede
representarse como una operacién funcional en esa dimensién. Esto tltimo
puede lograrse siempre, para toda ¢, si imponemos suficientes condiciones en el
dominio de definicién de ®. Determinaremos estas condiciones, en forma ex-
plicita en funcién de r.

ProrosiciON 6.2. Conservando su indeterminacién natural la operacion secun-
daria ® de grado r, admite una representacion de la forma (6.1) para toda g, st y
solo st su dominio se restringe a las clases v que ademds de 3(v) = 0 satisfacen las
condiciones siguzentes:

(6.3) sip=2, sea2t >r =2 entoncesSqv =0, quiv =0, para
toda 0 =t =t—1;
(64) sip > 2, sea 2™ (p—1) > r = 2p° (p—1), entonces ®v =0,

Av=0, ¢ v=0, para toda 0 < ¢ <t — 1;
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ademds, en este caso, cuando r es par pedimos, para toda 1 < j < p y toda 2k tal
que r = 2k(5 — 1), (v)’ = 0 mod p cuando dim v = 2k.

Demostracién: Los resultados de Cartan y Serre ([3] y [7]) sobre la cohomologia
de K(, ¢) claramente implican que f*"H*™"(K) = 0 en (6.1), para toda g, si se
satisfacen (6.3), (6.4); luego, las condiciones son suficientes.

Para demostrar que son necesarias, sea {F,} un espectro en el sentido de G. W.
Whitehead ([13]), formado con las fibraciones canénicas p : E,— K(m, q) de
Adams ([1]), y que constituyen un ejemplo universal de ®. Consideremos solo
p = 2, ya que el caso p > 2 se establece en forma aniloga. Haciendo referencia
a (5.3), demostraremos que las condiciones son necesarias para tener
p*H**"(K) = 0 para toda g.

Supongamos que para cierta 0 = ¢ = ¢ — 1, y para cierta ¢ se tiene
Sq”'p*yy # 0. Cada E, es (¢ — 1)-conexo, y su cohomologia puede identifi-
carse con la de un H-espacio, por lo que resulta ser una &lgebra de Hopf.
La suspensién ¢* : H™™ (E,41) — H™(E,) es un isomorfismo para toda m <
2¢—1 y conmuta con Sq*’. Luego, se sigue que Sq* p™y, 5 0 para foda ¢ = 2°.

Ahora, si ¢ = 2° se tiene

(6.5) "0 S oMy, # 0.

En efecto, p™y, es generador, y si q > 2°, 8¢’ p*y, es también generador
multiplicativo, por lo que se sigue (6.5). Si ¢ = 2°, entonces (6.5) se reduce a
(p*y,)® 5 0, puesto que en un 4lgebra de Hopf sobre Z; la altura de los genera-
dores es infinita o potencia de dos.

Con 2" >r=2"t—12=4¢20, si tomamos ¢ = r — 2°, se tiene ¢ = 2°,
luego de (6.5) resulta p*H*"(K) 5 0. Finalmente, la condicién Sq'p*y, = 0
es necesaria, ya que Sq” es un monomio admisible.

Observaciones:

(1) Al restringir el dominio de definicién de ® estamos considerando otra
operacién que seguimos denotando con el mismo simbolo. Si se restringe ® al
dominio donde admite representacién funcional, como operacién secundaria
estable ® resulta ser tnica. .

(2) Si Sq" pertenece al ideal izquierdo de A, generado por Sq* con ¢ = 0,

, t — 1, la condicién Sq'v = 0 es superflua. Por ejemplo, esto sucede si
2' 4+ 27 > r > 2'. Una observacién aniloga se tiene para p > 2.

(3) Exceptuando el caso p > 2 con r par, en muchos casos la hipé6tesis
B(v) = 0 implica las condiciones (6.3), (6.4). Esto sucede, por ejemplo, para la
familia de operaciones ®;,; considerada por Adams en [1].

Estableceremos algunos resultados sobre operaciones secundarias que se anulan
por razones de dimensién. Primero, consideremos los resultados andlogos para
operaciones funcionales.

Sea B(q) el subespacio de A definido en [11; p. 26] como el ideal izquierdo de
A que aniquila toda clase de cohomologia de dimensién =<g. Como espacio
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vectorial, B(q) esté generado por todos los monomios admisibles de exceso mayor
que g.

TroREMA 6.6. Dada of = 2 _i1"asBs , donde t, = grado By, supongamos que
para toda 1 = k = n se tiene que, B € B(q) 6 ar € B(q + tx). Entonces,
aff(u) = 0sidimu =< gq.

Demostracién: Es inmediata a partir de la definicién de operacién funcional.
En efecto, sea f: X — Y una inclusién y u € HY(Y) tal que of(u) = O,

f*8(u) = 0. Ordenamos los indices de modo que 8 € B(q) parak =1, ---, h
yor € Blg+ ) parak = h + 1,---, n. Sea w, € H"* (Y, X) tal que
7wy = Bu(u). Luego, podemos tomar w; = 0 para k = 1,---, h. Ahora,

> eens1"ox(wp) = 0 por hipétesis, por lo tanto a;8(u) = 0.

COROLARIO 6.7. Sea o = Y i = 0 una relacién en A, tal que para toda
k se tiene que By € B(q) 6 ar € B(q+ t), donde &, = grado B, . Sea ® la opera-
cién secundaria asociada con la relacién, que suponemos admite una representacion
funcional de acuerdo con (6.2). Entonces, ®(u) = 0 st dim u = q.

Ejemplos:
(I) Sea ®;,, la operacién secundaria construida por Adams usando la re-
lacién
Zk=0i Sq21+1._2k ngk — 0-
Esta operacién admite una representacién funcional conservando su dominio
natural de definicién, y por (6.7) tenemos que

®;:(u) =0, sidimu=2°—1.

Examinemos el caso limite dim « = 2°, para algunas dimensiones. Usando las
composiciones de las transformaciones de invariante de Hopf 1 y sus suspen-
siones, podemos construir las transformaciones §* — 8 — 8%, §¥— 8" — 8%y
S*” — 8" — §°. Esto permite construir ejemplos, donde &, 1(u) % 0, ®,5(v) #
0,y ®3(w) # 0,condimu = 2,dimv = 4, ydimw = 8, que son los casos
limite. Como ilustracién, calcularemos uno de estos ejemplos. Sea f: S’ — S*
una transformacién de invariante de Hopf 1, g : §* — 8" su 3-suspensién, y
h = fg su composicién. Construimos el complejo elemental ¥ = S* U, 8",
pegando el cono sobre S™ con S* por medio de h. En la misma forma construimos
X = 8"U, 8" . Claramente, existe una transformacién continua F: X — ¥
tal que f = F | 8", y que es un homeomorfismo en el interior de C'S*. Es in-
mediato que ®, ; esté definido en el generador v € H*(Y; Z,), ademds, por (5.1)
resulta

F*®,,(v) = Sq" (Sqr) # 0,
por lo tanto, ®:2(v) # 0 en H(Y; Z,).
(I1) Con la relacién (7 = 2),

Sq] Squ + SqZ Squ—I + qui Sql — 0’
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construimos kla operacién @, ; . Restringimos el dominio de definicién a clases v
tales que Sq” v = Oparak = 0, - - - , 7. Luego, de acuerdo con (6.2) la operacién
admite representacién funcional, y aplicando (6.7) obtenemos que

®(v) =0, sidimv = 2°— 2.

Usando las composiciones 8™ — 8" — 8" 8" — §"*" — 8" donde las
primeras transformaciones son de grado 2 y las segundas son suspensiones de
transformaciones de invariante de Hopf 1, como en (I), se pueden construir
ejemplos elementales donde &g o(u) 5% 0, $o3(v) = 0.

Para las dimensiones limite observamos que si »" es el generador de la 2-
componente primaria de m(S®), isomorfa con Z;, entonces E*»' = 2v5, donde
vs es el generador de la 2-componente de m5(S°) ([12; p. 42]).

También, si ¢ es el generador de la 2-componente primaria de m(S"), iso-
morfa con Zs , entonces E’s’ = 20y , donde oy es el generador de la 2-componente
de m15(S°) ([12; p. 50]). Luego, si f es un representante de »’, construimos X =
S® U; CS°. Anslogamente, si g es un representante de o', construimos ¥ =
ST U, 08" Siu € H(X; Z,) es un generador, ®.(u) 0. Si v € H(Y; Z,)
es un generador, ®,3(v) > 0. Esto se sigue de los resultados anteriores y de la
estabilidad de & .

Observacion: Para definir & ; , Adams toma una relacién de la forma
Sq' Sq* + (8¢ 7 8q") 8¢* T + D Sg* T 8¢ = 0.

Con esta relacién la operacién admite en su dominio natural de definicién una

representacién funcional y tiene un contcleo menor; sin embargo, en este caso
« qe i—1

solo podemos asegurar que ®,;(v) = 0 si dim v < 2 —1.

(IIT) Usando la relacién (7 = 2)
AP 4 (®%A) ®*7 — (AP TN — ¢”'A = 0,

construimos una operacién secundaria ® de grado r = 2p‘(p — 1). De acuerdo
con (6.2), para que admita una representacién funcional restringimos su dominio
a clases v tales que Av = 0, " =0 para k = 0, - -- , 7. Ademds, suponemos
para toda 1 < j < p y toda 2k tal que 2p’(p — 1) = 2k(j — 1), que (v)’ = 0
mod p para dim v = 2k. Resulta '

®(v) =0, sidimo < 2(p'—p)
(IV) Tomamos la relacién (7 = 2)
¢ 0" 4 @rer T — et = 0

y construimos la operacién secundaria asociada ® que resulta de grado
2(&7’ + 1)(p — 1) —1. Restringiendo su dominio a clases v tales que Av = 0,
v =0para k = 0, ---, 4, se tiene que

d(v) =0, sidimv <2(p'— P+ 1).
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7. Una férmula del producto para o8

Nuevamente, sea § = D " a8 un elemento homogéneo de grado r + 1,
del 4lgebra R. Con la notacién de la seceién 2, expresamos 6 = «f, como com-
posicién de las operaciones o = ea, 8 = b A, definidas en (2.3). Dada una trans-
formacién continua f: X — K, sean 4 € H'(K), v € H"(K), dos elementos no
nulos, y supongamos que se satisfacen las condiciones siguientes:

(7.1) 0 € R* (s),
(7.2) 0(uXwv) =0,
(7.3) para toda » € R* (s), se tiene f*v(u) =0, f*»(v) = 0.

Claramente, de (7.1) se sigue que a3 € R+(s), Br € R*(s) para toda k; luego,

de (7.3), resulta que f*8(u) = 0, f*8(v) = 0, y /"8(w _v) = 0; de (7.2), se
tiene que af(u) = 0, aB(v) = 0,y aBf(u v) = 0. Por lo tanto, estdn definidas

las operaciones afﬁ(u), aB(v), vy aB8(u L v).
TrorEMA 7.4. Con las hipdlesis anteriores, se tiene
aB(u ) = aB(u) o+ (=17 fu L asB(v),
médulo la indeterminacion comin que es
FHTK) + 2 e (X),
donde & = grado B -

Demostracion: Suponiendo que f: X — K es una inclusién, consideremos el
par (K, X), la inclusién j : K — (K, X), y la sucesién exacta de cohomologia

— H¥(X) —» H¥K, X) —"> H¥K) —L— H*X) —

Las siguientes propiedades del producto de cohomologia son bien conocidas.
Si w, z son dos elementos de H*(K, X), de la naturalidad del producto ([10;
p. 958]) se sigue que

(7.5) woz=Gw uz=wi%
También, si z € H*(X), w € H*(K, X), se tiene
(7.6) (6z) Lw = (5%z) Lw = 0.
Usaremos estas propiedades para construir un homomorfismo,
p: RY(s) ® R(s) » H*(K, X),

que serd auxiliar en la demostracién.” Si » , » son elementos homogéneos de
R™(s) y v es de grado t, por la hipétesis (7.3) existen elementos »;(u), 72(v) de

1 E]1 homomorfismo g, que simplifie6 la demostracién original, me fué sugerido por S.
Gitler.
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H*(K, X) tales que 7 n) = bl(u), 7* w), = va(v). Definimos,
(7.7) p(n ® ) = (=1)"5(u) U n@),

y extendemos p linealmente para un elemento arbitrario.

Usando las propiedades (7.5), (7.6), es facil verificar que u no depende de las
elecciones »(u), v2(v), que es un homomorfismo bien definido entre Z,-médulos,
¥y que solo depende de u, v. Ademds, se tiene que

(7.8) p(r ® ) = (—1)"n(u) Un@) = (—1)"5w@) o ().
Ahora, la operacién 8 = b\ puede expresarse en el producto % \ v como,
B(u ) = bA(u L) = d Yu(b)N(u @ v)
= d" W' (0) + ¥u' ()N (u ® v)
= du " (DIN(u ® v) + B(w) Lo+ u L By(v),
donde d,* es la transformacién inducida en la suma directa [H*(K) @ H*(K)]"
por la multiplicacién en cohomologia d*: H*(K) @ H*(K) — H*(K), de-

terminada por la transformacién diagonal d: K — K X K; las ¢, , Yy Ul

son como en la seccién 2; ademdis
B# (1)) = [(_l)q“ﬁl(v% ] (—I)Qtnﬁn(v)]:

y se entiende que B(u) v = [Bi(u) v, -, B.(u) U], ete. -
Para las componentes de d,*¢, (b)A(u ® v), se verifica que

Fut(B) = dYT(B) - (u ® v),
donde u es como en (7.7). De esto y de (1.2), se sigue que
Blu < ) = unn' () + Bw) v+ u L Bx®)

es tal que 7*B(u — v) = Bu L v), donde p, es la transformacién inducida por
u en la suma directa y (), B4 (v) son elementos de [H*(K, X)]", seleccionados
de modo que j*B(w) = B(u), ;" Bx(v) = Bx().

Calculemos,

aBlu < v) = apdn’ (b) + alBw) v+ u LBy ()]

Una verificacién directa en las componentes de au»'(b) demuestra que

awln (Br) = wl¥(an) ¥ (B)]-

Para establecer esto ultimo, utilizamos la siguiente propiedad. Si o1 ®@ a2y
1 ® 7 son elementos de R'(s) ® R7(s), entonces mow 7m0 = 11000 U
T.090. Esto es consecuencia de la naturalidad de las operaciones cohomoligicas
y del hecho que la expresién (7.7) es tGnica. Luego, tenemos que

aﬂn‘l’+(b) = ﬂ[‘l/n(a’) 1/’n+(b)]
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Un célculo anilogo con el segundo término demuestra que
aBlu) Lo+ uUBy®)] = aBlu) o v+ (=1 Pu L o)
+ nla(a) -¥n'(b) — ¢'(a-b)].
Por otra parte, de (2.2) se tiene la identidad
¥ (@) = ¥u(a) ¥u (b) + ¥ala) -¥a'(b) — ¥'(a-b).
En consecuencia, resulta
(7.9)  aB(u < v) = aw) o+ (=1)" " u L aB) + w(a-b).

Ahora, demostraremos que uyt(a-b) = 0. Para esto, considerando R*(s)
y H*(K) como Z,-médulos, introducimos las transformaciones f , ks : R*(s)
— H*(K), definidas por hi(») = v»(u), ha(») = »(v), para toda » € R¥(s).

Sean N; = ntcleo de h;, N; = ntcleo de hy, N = nticleo de (h; ® h). Po-
demos identificar,

(7.10) N=N,®R"(s) + R"(s) @ N, .-

Por otra parte, (7.2) es equivalente con ¢¥(8)-(u ® v) = 0, y esto implica
que v7(0)-(u ®v) =0, o en forma equivalente que ¥t (a-b)-(u @ v) = 0.
Por lo tanto, ¢ (a-b) € N. Luego, de (7.10), se tiene

¥ (ab) = 20 @ vt 2 v ®p,
donde p; € N1, p; € N . Por consiguiente, de (7.8), se sigue que,
w(ab) = 3 pilw) Unl) + X £ 5 @) o (1) =0
Luego, la expresién (7.9) se reduce a
af (ue ) =aB (W v+ (=D uag .

Sean z € H™(X), 2. € H™"(X) elementos tales que

021 = am, 62 = a_ﬁm.

Claramente, 21, 2» son, respectivamente, representantes de a8(u), as8(v).
Construimos z € H*™"*(X) como sigue:

2=21 \/f*” + (—l)qrf*u %o .
Se comprueba que (ver [10; 958])
b = bz v+ (— 1)y sz = oB(u < 0),

y por lo, tanto, 2 resulta un representante de a;8(u _ v).

Por dltimo, se verifica ficilmente que la indeterminacién de as8(uw . v)
contiene a las indeterminaciones de los otros dos términos de (7.4), y esto termina
la demostracién del teorema.
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8. Una férmula del producto para $

Sea af = D _i—" aB: = 0 una relacién de grado r + 1, en el dlgebra A sobre
Z, , tal que

(8.1) o, € RT(s), Br € RT(s).
Tomemos dos clases de ecohomologia w € HY(X; Z,),v € H"(X; Z,) tales que
(82) R*(s)-u=0, R™(s)w=0.

Por lo tanto, 8(u) = 0, 8(v) = 0,y B(u _ v) = 0. Luego, si ® es una operacién
secundaria estable determinada por la relacién o8 = 0, estdn definidas ®(u),
®(),y® (u ).

Con K, = K(m, q), Ks = K(m, m), complejos de Eilenberg-MacLane, donde
x es un grupo ciclico de orden p, tomamos transformaciones f: X — K,
g : X — K, tales que f*y, = u, ¢*ym = v, donde 7y,, yn. son, respectiva-
mente, las clases fundamentales de K; , K, . Sea h : X — K; X K, la transfor-
macién producto, definida por k(z) = [f(z), ¢(z)]. Obviamente, h*(y, X 1) =
u, B*(1 X vm) = 0,y B*(vqa X ¥m) = u U v, y, por (8.1), (8.2), se sigue que
hyaf = 0,7, X 1,y 1 X v, verifican las condiciones (7.1), (7.2), (7.3). Luego,
aplicando (7.4) se obtiene

arB(vg X Ym) = afB('Yq) v+ (—l)qru (Y aﬂﬂ('Yﬂl)y B

mdédulo la indeterminacién comin, que es
(8.3) BHT(Ky X Ky) + D= e HTTTH(XD),

con i = grado B;. En esta relacién hemos usado identidades de la forma
arB(vg X 1) = as8(v,), donde la indeterminacién comin es la de anB(7vq X 1).
Ahora, de la segunda férmula de Peterson-Stein (5.2), se obtiene que

®(u) = ®(f*,) = (=1)"as8(va),

2(v) = 2(g"vm) = (=) asB(ym),

B(u v) = A (vg X vm)] = (—1)wB(vg X Ym)-
Sustituyendo, resulta el

TeorEMA 8.4. Sea ® una operacion secundaria estable determinada por la
relacion D j=1"oxBr = 0, de grado r + 1, donde o € R¥(s), Bx € R (s). St
w € HY(X; Z,), v € H(X;Z,) son tales que R*(s)-u = 0, R¥(s)-v = 0,
entonces, estdn definidas ®(u), ®(v), ®(u _ v), y se tiene

(8.5) ®(u wv) =®(u) wv+ (1" U 2(v),
médulo la indeterminacion (8.3).

CoroLARIO 8.6. Con las hipdiesis de (8.4), la féormula (8.5) vale para toda
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g, m, moédulo la indeterminacion

Zk=1 naqu-!-m‘Hk—l (X) )

sir <2 parap =2 6sir <20 (p — 1) parap > 2.
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