GRUPOS Y HOMOMORFISMOS ASOCIADOS CON UN
SEMIGRUPO, I

Por Jurio RAFAEL BASTIDA

En este trabajo se introducen ciertos grupos y homomorfismos de grupos que
estdn asociados de una manera natural con un semigrupo dado. Los resultados
aqui expuestos constituyen la parte principal de la tesis doctoral del autor.

En la exposicién se han empleado sélo unas cuantas proposiciones elementales
de la teorfa general de los semigrupos, y para facilitar la tarea del lector se ha
incluido una primera parte en la cual éstas se enuncian, omitiendo sus demostra-
ciones ya que se encuentran en el libro de Clifford y Preston citado en la biblio-
grafia, asf como en cualquier otro texto sobre la teoria general de los semigrupos.

En la Parte IT se introducen los grupos de Schiitzenberger. La presentacién
aqui dada difiere de la dada en la referencia, razén por la cual se han incluido
todas las demostraciones. Hstos grupos se encuentran asociados con todo semi-
grupo. La construccién de los grupos aqui introducidos se lleva a cabo mediante
un proceso bastante similar al de la construccién de los grupos de Schiitzen-
berger. '

El trabajo del autor comienza pues en la Parte II1. Se demuestra que, asocia-
dos con ciertas ternas de elementos de un semigrupo dado, existen dos grupos,
asf como un homomorfismo del primero de éstos sobre el segundo. Se demuestra
que en ciertos casos particulares, estos grupos se reducen a los grupos de Schiitzen-
berger. Se estudian ciertas propiedades del semigrupo dado que implican que el
homomorfismo anterior sea un isomorfismo. Finalmente, se demuestra que estas
propiedades del semigrupo dado estdn, en ciertos casos particulares, implicadas
por el hecho de que dicho homomorfismo sea un isomorfismo.

En la Parte IV se considera un homomorfismo de un semigrupo sobre otro
semigrupo. Se demuestra entonces que este homomorfismo induce homomorfis-
mos entre los grupos introducidos en la Parte ITI, formando diagramas con-
mutativos. Algunos de los resultados de esta parte se demuestran bajo la condi-
cién de que los semigrupos en cuestién contengan elemento identidad.

En la Parte V se consideran casos particulares. Todos los resultados de esta
parte son consecuencias evidentes de las proposiciones de la Parte IT1.

Los grupos de Schiitzenberger se han aplicado en la teorfa de las representa-
ciones de los semigrupos. Cabe pues considerar las posibles aplicaciones en dicha
teoria de los grupos aqui introducidos, lo cual no se ha hecho en este trabajo.
Igualmente se han dejado de lado consideraciones topolégicas.

En coneclusién, el autor desea expresar su més profundo agradecimiento a los
profesores Robert P. Hunter y Lee W. Anderson, cuyas sugestiones fueron de
gran valor.

I. Preliminares

El propdsito de esta parte es introducir las definiciones y resultados basicos
que se usaran posteriormente.
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El par ordenado (S, o) es llamado un semzgrupo si y solamente si S es un
conjunto no vacfo y o es una operacién binaria asociativa en S;en otras palabras,
o es una funcién que a cada par ordenado (z, ) de elementos de S asigna un
elemento de 8, que se denota zeoy, de tal modo que la relacién

zo(yoz) = (xoy)oz

sea satisfecha cualesquiera que sean z, y y 2 en S. Un subconjunto no vacio 4 de
S se llama un subsemigrupo de S si y solamente si xzoy € A para todo par (z, )
de elementos de A ; es entonces evidente que (A, X) es un semigrupo, donde X
denota la restriccién de o al conjunto de los pares (z, y) talesquexz € Aey € A.
Cuando no haya posibilidad de confusién, la operacién en un semigrupo se
escribe de manera multiplicativa, es decir zy en lugar de zoy, y se dice simple-
mente que S es un semigrupo.” ‘

Un elemento ¢ de un semigrupo S se llama un elemento identidad de S st y
solamente si ex = x = ze para todo elemento = de S. Es claro que un semigrupo
no puede contener mis de un elemento identidad.

Sea S un semigrupo. Dados un elemento & de S y un subconjunto 4 de S,
subconjuntos x4 y Az de S se definen por

zA ={za|a € A} y Az = {ax]|a € A}.
Considérense ahora las siguientes relaciones, definidas en un semigrupo S:
{@y)lee S yes, (o va8=1{y «yS},
{(@y)eeSyes faf vaS={y «ys e < S ={y < Sy};

- es evidente que éstas son relaciones de equivalencia en S. Serdn- llamadas la
R-equivalencia, L-equivalencia, y J-equivalencia de S, respectivamente.

Como se veri en lo que sigue, es la 3C-equivalencia la que desempefiars la parte
més importante de este trabajo.

Prorosicion 1.1: Dados elementos x e y de un semigrupo S, se tiene: (1) x ey
son R-equivalentes st y solamente st x = y o existen elementos.a y b de S tales que
x=vyaey = xb; (1) x e y son L-equivalentes st y solamente st x = y o existen
elementos ¢ y d de S tales que x = ¢y e y = dx; (412) z e y son F-equivalentes si y
solamente st x = y o existen elementos p, q, v, y 8 de S tales que x = py, * = yq,
Yy =rrey = xs.

Esta proposicién puede ser simplificada si S contiene un elemento identidad:

Proposicidn 1.2: Dados elementos x e y de un semigrupo S con elemento identi-
dad, se tiene: (1) x e y son R-equivalentes st y solamente si existen elementos a y b
de S tales que x = ya e y = zb; (7)) x e y son L-equivalentes st y solamente si
existen elementos ¢ y d de S tales que x = cy e y = dx; y (441) z e y son FC-equiva-
lentes si y solamente st existen elementos p, q, r, y s de S tales que x = py, * = ygq,

Y= rrey = xs.
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Una relacién de equivalencia $ en un semigrupo S es llamada: (i) compatible
a la izquierda si y solamente si (z, y) € $ y z € S implican (zz, 2y) € §; (ii)
compaltible a la derecha siy solamente si (z,y) € Sy z € Simplican (xz, yz) € §;
(iil) una congruencia si y solamente si 8 es compatible a la izquierda y compatible
a la derecha simultdneamente.

Proposicion 1.3: La R-equivalencia y la L-equivalencia de todo semigrupo son,
respectivamente, compatible a la 1zquierda y compatible a la derecha.

Proposicion 1.4: S7 8 es una congruencia en un semigrupo, y st (x, y) € 8 ¥
(u, v) € 8, entonces (xzu, yv) € 8.

Sea $ una congruencia en un semigrupo S. Dadas $-clases A y B de S, el con-
junto {ab|a € A y b € B} est, en virtud de la Proposicién 1.4, contenido en
una 8-clase C' de S; definiendo AB = (, una operacién binaria es introducida en
el conjunto de las $-clases de S. Esta operacién es evidentemente asociativa, de
modo que el conjunto de las $-clases de S es un semigrupo. Este semigrupo es
llamado el semigrupo cociente de S por 8,y es cominmente denotado por S/8.

Sean Sy T semigrupos. Se dice que o es un homomorfismo de S { on

sobre} Tsiy

solamente si « es una funcién de S{ on } T tal que
sobre

(a9)a = (za) (ya)

siempre que x e y sean elementos de S.

Sea 8 una congruencia en un semigrupo S. Es claro que la funcién que asigna
a cada elemento x de S la $-clase de S que contiene z es un homomorfismo de
S sobre S/8. Este homomorfismo es llamado el homomorfismo natural de S sobre

S/8.

Prorosicién 1.5: 87 o es un homomorfismo de un semigrupo S sobre un semz-
grupo T, y st x e y son elementos (1) R-equivalentes de S, entonces ra e yo son
elementos R-equivalentes de T'; (it) L-equivalentes de S, entonces xa e ya son ele-
mentos L-equivalentes de T; y (417) C-equivalentes de S, entonces xa e yo son ele-
mentos IC-equivalentes de T.

Las dos proposiciones que se dan a continuacién se conocen en la literatura
como ‘‘los lemas de Green”.

Proprosicién 1.6: Sean x e y elementos G-equivalentes de un semigrupo S tales
que x #Z y. Sean p y q elementos de S tales que xp = y y * = yq. Sean L, y L,
las £-clases de S que contienen x e y, respectivamente. Sean « y B las funciones
definidas por

za=2p st 2€L,, y 2B=2¢9 st z€ L,.

Se tiene entonces: (1) o es una funcién de L, sobre L, ; (74) 8 es una funcién de
Ly sobre L, ; (1%1) o y 8 son mutualmente inversas; () si 2 € L, , entonces z y zo
son R-equivalentes; y (v) si 2 € Ly , entonces z y 28 son R-equivalentes.
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ProrosiciéN 1.7: Sean x e y elementos £-equivalentes de un semigrupo S tales
que . # y. Sean r y s elementos de S tales que rx = y y sy = z. Sean R, y B, las
®R-clases de S que contienen x e y, respectivamente. Sean v y & las funciones definidas
por

zy=1r2 st 2€R,, y 26 =52 st z€ER,.

Se tiene entonces: (1) v es una funcion de R, sobre R, ; (41) 6 es una funcién de
R, sobre R, ; (#17) v y & son mutualmente tnversas; (i) st z € R, , entonces z y 2y
son £-equivalentes; y (v) st 2z € R, , entonces 2 y 26 son L-equivalentes.

Prorosicién 1.8: Sea H una 3C-clase de un semigrupo S, y sea R la R-clase de
S que contiene 3¢. St x € Sy st Hx ~ R no es vacto, entonces Hx es una Je-clase

de S.

Proposicién 1.9: Sea H una 3C-clase de un semigrupo S, y sea L la £-clase de
S que contiene H. St x € Sy st tH ~ L no es vacto, entonces xH es una 3-clase
de S.

Prorosicién 1.10: S¢ H es una 3C-clase de un semigrupo S, y si x es un ele-
mento de S tal que H ~ Hz no es vacto, entonces H = Hzx.

Proposicién 1.11: S¢ H es una 3C-clase de un semigrupo S, y st x es un ele-
mento de S tal que H ~ xH no es vacto, entonces H = zH.

II. Los grupos de Schutzenberger

En esta parte se considera un semigrupo S. La ®-equivalencia, la £-equiva-
lencia y la 3¢-equivalencia de S son respectivamente denotadas por ®, £ y 3C.
Dado un elemento z de S, la ®-clase, la £-clase y la 3C-clase de S que contienen
2 se denotan respectivamente por R, , L. y H, .

Dados subconjuntos A y B de S, un subconjunto A .+ B de S se define por

A-B={z|z€ SyBzC A};

si B = {b}, donde b € 8, entonces se escribe simplemente A .- b en lugar de
A - {b}.

Prorosicion I1.1: S¢ A es un subconjunto de S, entonces A .+ A es vacto o es
un subsemigrupo de S.

Demostracién: Supéngase que z € A A e y € A A. Entonces A(zy) =
(Az)y ST Ay C A,dedondezy € A - A. lq.qd.

ProrosicioN I1.2: Si z € S, entonces H, o = {t|t € S y Hit = H,} =
H,. H,.

Demostracién: Primeramente, sea ¢t € H,.» x. Esto quiere decir que xt € H, ,
dedonde zt € H,t ~ H, .Se deduce entonces de la, Proposicién 1.10 que H,t = H..

Es claro que, si ¢ es un elemento de S tal que H,t = H, , entoncest € H, .- H, .

Finalmente, sea t € H, . H, . Dado que z € H,, se tienequext € H,t © H.,
de donde ¢t € H, - z. lqg.q.d.
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Dado un elemento z de S, un conjunto §, se define por
8 = {<uyv)|u € Hz X,V € Hz STy XU = xv}.

Proposicién 11.3: Sz z, u y v son elementos de S tales que xu = v, entonces
2u = zv para todo elemento z de Szx.

Demostracion: Esto es evidente, pues si z = wz, donde w € §, se tiene que
2u = (wr)u = wlzu) = wlaw) = (wz)v = 2v. lg.q.d.

Prorosicién I1.4: Stz € S y st (u,v) € 8., entonces zu = zv para todo ele-
mento z de H, .

Demostracién: Por hipétesis, zu = zv. Si 2z € H, y z ¥ z, entonces z = wz,
donde w € S, de modo que z € Sz. Se deduce entonces de la Proposicién I1.3
que zu = zv. l.q.q.d.

Prorosicién 11.5: St 2 € S, wu € H, ~x,v € H, ~x y st existe un elemento y
de H, tal que yu = yv, entonces (u,v) € 8, .

Demostracion: Si y = x, entonces zu = yu = yv = av; si y # z, entonces
z = wy, donde w € S, de modo que zu = (wy)u = wlyu) = w(yw) = (wy)v
= zv. En todo caso se tiene que zu = zv, de donde (u,v) € 8,. lq.q.d.

Prorosicién I11.6: Sz x € S y H, -~ x no es vacto, entonces S, es una congruencia
en el subsemigrupo H, .- x de S.

Demostracién: El hecho que H, .z es un subsemigrupo de S es consecuencia
inmediata de las Proposiciones II.1 y II.2.
Es también evidente que 8, es una relacién de equivalencia en H, .- z.
Finalmente, sean (u,v) € §, y w € H, . z. Es inmediato que
z(uw) = (zu)w = (zv)w = z(vw),
de donde (uw, vw) € 8, ; pero también, como zw € H, , se deduce de la Propo-
sicién IT1.4 que
z(wu) = (aw)u = (zw)v = z(wv),
de donde (wwu, wr) € 8, . Se concluye asi que 8, es una congruencia en H, .- z.
L.g.q.d.
La proposicién a continuacién da una condicién suficiente para que H, .- x sea
no vacio.

Proposicién I1.7: Stz € Sy H, # {z}, entonces H, . x no es vaclo.

Demostracién: Sea z un elemento de H, diferente de x. Entonces existe un
elemento y de S tal que 2y = 2, de donde y € H, ~z. l.q.q.d.

Prorosicién I1.8: Stz € Sy H, . x no es vacto, entonces existe un elemento a
de H; . x tal que x = za.
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Demostracién: Sea y € H, .- x. En virtud de la Proposicién 11.2, se sabe que
H,y = H;. Como z € H,, existe un elemento « de H, tal que z = uy. Si u =
z, entonces la conclusién queda establecida si se pone @ = y; si 4 > x, entonces
u = zv,dondev € S,dedonde x = uy = (xv)y = z(vy), y la conclusién queda
también establecida si se pone @ = vy. l.q.q.d.

Proposicion I1.9. St 2 € S y H, .z no es vacto, entonces (H, . z)/$, es un
Grupo.

Demostracion: Sea a un elementode H, . x tal que x = za, y sea A el elemento
de (H, . z)/8; que contienea. Si C € (H, .- x)/8$;y ¢ € C, entonces zc = (za)c
= z(ac), y como ¢ y ac son elementos de H, .z, se concluye que (c, ac) € 8, ,
lo que implica que C = AC. ‘

Finalmente, sea D un elemento de (H, . z)/8, diferente de A, y sea d € D.
Como d € H, .z, se deduce de la Proposicién I11.2 que H,d = H,. Dado que
x € H,, se tiene z = wd, donde w € H, . No es posible que w = z, pues w = z
implicaria zd = wd = x = za, de donde (d,a) € $,,0sea A = D. Asi, w = z,
y por lo tanto w = z¢, donde ¢ € S; es evidente que ¢ € H, .z, pues zc =
w € H,. Luego x = wd = (zc)d = z(ed), de donde (@, ¢d) € 8., pues za = &
= z(cd). Pero esto quiere decir que A = CD, donde C denota el elemento de
(H, - z)/8: que contiene c.

Se concluye entonces que (H,. x)/S, es un grupo, y que A es su elemento
identidad. l.q.q.d.

El par ({0}, o), donde 0 es el nimero real cero y o es la operacién binaria en
{0} definida por 000 = 0, se llama el grupo trivial. Es evidente que el grupo
trivial es un grupo.

Dado un elemento = de S, un grupo T, se define del modo siguiente: si H, .- z
es vacio, entonces T', es el grupo trivial; si H, . z no es vacio, entonces T'; es
el grupo (H, .- z)/$,,y el homomorfismo natural de H, . x sobre T, se denota
por 7. . El grupo T, se llama el grupo de Schiitzenberger de x.

Prorosicién I1.10: 87 (x,y) € £, entonces H, v = H,  y y 8, =8,.

Demostracion: Esto es evidente si x = y. Supéngase que x % y, vy sean « y v
elementos de S talesquex = uyey = ve. ComoH, & L, = L,yz € L, ~uH,,
se deduce de la Proposicién 1.9 que H, = uH,. Como H, C L, =L,ey € L,
~vH, , se deduce también de la Proposicién 1.9 que H, = vH, .

Sea ahora z € H, .© z. Entonces zz € H, , de donde yz = (vx)z = v(xz) €
vH, = H,, y por lo tanto z € H,.* y. Se concluye que H, - z & H, .© y. Se
verifica de modo andlogo que H, . y € H, . z. Se tiene pues que H, .- = =
H, - y.

Para terminar, sea (r,s) € 8, . Esto quiere decir que r € H, - 2,8 € H, =~ 2
y zr = zs. De acuerdo con lo demostrado en el pirrafo precedente, se tiene que
r€ H, »yys¢€H, . y Pero también yr = (vx)r = v(zr) = v(zs) = (vz)s
= ys, y por lo tanto (r,s) € 8,. Luego 8§, C §, . Se verifica de modo anélogo
que 8, 2 8, . Se tiene asi que 8, = §, . l.g.q.d.
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Proposici6n I1.11: Sz (z, y) € £, entonces T, = T, .

Demostracién: En virtud de la Proposicién I1.10, H, .+ z es vacio si y sola-
mente si H, .- y es vacio. Luego, o bien T'; y Ty son ambos iguales al grupo
trivial, o bien T, = (H, - 2)/$, = (Hy « y)/8y = T, . En todo caso, T, =
T,. lg.q.d.

Proposicién I11.12: Stz € Sy H,es ungrupo entoncesH, C H, . xym, | Hy
es un isomorfismo de H, sobre T,

Demostracién: Dado que « € H, y H, es un grupo, es claro que H, = zH,,
de donde H, € H,

Sean ahora u y v elementos de H, tales que uw, = vw,. Como H, T H, .+ x
se tiene que (u,v) € 8, ,y por lo tanto zu = zv. Siendo H, un grupo, esto dltimo
implica que w = v. Asi, 7, | H, es biunivoca.

Sea finalmente A € T, , y sea a € A. Dado que a € H, .* z, se tiene que za
€ H, = zH, , de donde za = zb, siendo b un elemento de H, . Asi, a € H, . z,
beH, CH, . z,y xa = zb, y se deduce que (a, b) € 8,. Luego A = am,
= bw, . Se concluye que . | H, aplica H, sobre T',. l.q.q.d.

III. Otros grupos asociados

Las notaciones y convenciones que se usan en esta parte son las mismas de la
Parte II. Se consideran ahora elementos z, y y 2z de S tales que el conjunto 2H,
~H, no es vacio.

PRo;JOSICIéN III.1: z € Sy.

Demostracién: Sea b € xH, ~H,, y péngase b = zu, donde v € H,. Si
u = y, entonces b = zy; si u # y, entonces existe un elemento v de S tal que
u = vy, de donde b = zu = z(vy) = (zv)y. En todo caso se tiene que b = cy,
siendo ¢ un elemento de S. Si b = z, entonces z = b = c¢y; si b # 2, entonces
existe un elemento w de S tal que z = wb, de donde z = wb = w(cy) = (we)y.
En todo caso existe un elemento d de S tal que z = dy, y por lo tantoz € Sy.

l.q.q.d.

Subconjuntos Alz,y, 2]y Bz, vy, 2] de S se definen por Alz,y,2] =( H, .- z) ~
H,y Blz, y, 2} = zH, ~ H,; la hipétesis inicial implica que Bz, ¥, 2] no
es vacio.

Prorosicién 111.2: zAlz, y, 2] = Blz, y, 2], y por lo tanto Alz, y, 2] no es vacto.

Demostracién: Sea, primeramente, a € Az, y,2] = (H, .- z) ~ H,. Entonces
za € H,y za € zH, , de donde za € Blz, v, 2].

Sea ahora b € Blz, y, 2] = vH, ~ H, . Entonces b = z¢, donde ¢ € H, . Como
zc=0b¢ H,,setienequec € H, .- . Luegoc € (H, .- z) ~H, = Alz, y, 2],
de donde b = zc¢ € zAlz, v, 2]. l.q.q.d.

Subconjuntos Clz, y, 2] y Diz, y, 2] de S se definen por Clz, ¥, 2] = 4[z,
Y21 - Alz, y, 2]y Dl, y, 2] = Bz, y, 2] -+ Blz, y, zl.
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Prorosicion I11.3: Clz, v, 2] & Dlz, y, 2].

Demostracion: Sea t € Clz, y, 2] = Alz, y, 2] -~ Alz, y, 2]. Entonces, por la
Proposicién II1.2, se tiene que (Blz, y, 2])t = (z4lz, y, 2])t = z((4lz, y, 2])t)
C zAlz, y, 2] = Blz, ¥, 2], lo cual quiere decir que ¢t € Blz, y, 2] .- Blz, vy, 2]
= D[z, y, 2]. lg.q.d.

Esto demuestra, en particular, que Dlz, y, 2] no es vacio si C[z, y, z] no es vacio.
Prorosicién 111.4: Clz, y, 2] es vacto o es un subsemigrupo de H, . y.

Demostracion: Supéngase que Clz, y, 2] no es vacio. Es entonces claro, en
virtud de la Proposicién I1.1, que Clz, ¥, 2] es un subsemigrupo de S.

Sea a € Alz, y, 2] = (H, - 2) ~H,.Sic¢ € Clz, y, 2], se tiene que ac €
Alz,y,2] C H,, de donde ac € Hye ~ H,,y, en virtud de la Proposicién 1.10,
se tiene que Hye = H, ;asi,c € H, - H, = H, .- y. Luego Clz,y,2] € H, - y.
l.g.q.d.

Prorosicién I11.5: Diz, y, 2] es vacto o es un subsemigrupo de H, .+ 2.

Demostracién: Supéngase que Dz, y, 2] no es vacio. Es entonces claro, en virtud
de la proposicién I1.1, que Dz, y, 2] es un subsemigrupo de S.

Seadb € Blx,y,2] = 2H, ~ H,.Sid € Dlz,y, 2], se tiene que bd C € Blz, y, 2]
C H,,dedonde bd € H.d ~ H,,y, en virtud de la Proposicién I.10, se tiene que
Hd = H,;asi,d € H, - H, = H, . z. Luego D[z, y, 2] € H, - 2. lq.q.d,

Prorosicién 111.6: Una condicién necesaria y suficiente para queﬂC [z, y, 2] no
sea vacto es que H, . y no sea vacto; en este caso Clz, y, 2] contiene todo elemento
cde H, .» y tal que yc = y.

Demostracién: La condicién es evidentemente necesaria, pues Clz, y, 2]
H, - y.

Supéngase ahora que H, . y no es vacio, y sea ¢ un elemento de H, .- y
tal que ye = y (la existencia de ¢ estd asegurada por la Proposicién I1.8). Sea
a € Alz,y,2] = (H, + z) ~H,.Dadoquec € H, .- y,se tiene que ac € Hyc
= H, . Pero también za € H, ; por la Proposicién II1.1, se tiene z = py, siendo
p un elemento de S, y por lo tanto zc = (py)c = p(ye) = py = z;siza = 2,
entonces z(ac) = (za)c = zc = 2z € H, ;siza % 2, entonces za = wz, donde
w € 8, de donde z(ac) = (za)ec = (wz)c = w(ze) = wz = za € H,. En todo
caso se tiene que z(ac) € H,, de modo queac € H, . x. Asi, ac € (H,z) ~ H,
= Alzx, y, 2]. Luego ¢ € Alz, y, 2] - Az, y,2] = Clz, y,2]. lq.q.d.

Conjuntos Rz, y, 2] y O[z, y, 2] se definen por
Rlz, y, 2] = (Clz, y, 2] X Clz, y,2]) ~8, ¥
O[x7 Y, Z] = (D[xa Y, Z] X D[xy Y, Z]) ~ sz .

Prorosicién I1L.7: Rlz, y, 2] S 0 [z, ¥, 2].

Demostracién: Sea (u, v) € Rz, y, 2]. Se deduce inmediatamente de la Propo-
sicién IT1.2 que (u, v) € Dlz,y,2] X Dlz, y, 2]. Como (u,v) € 8, , se tiene tam-
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bién que yu = yv. De las Proposisiones I11.1.y I1.3 se deduce que zu = zv. Luego
(u, v) € §,.8e tiene pues que (u, v) € Oz, y, 2]. lqg.q.d.

Prorosicién 111.8: Sz Clz, y, 2] no es vacto, entonces Rz, y, 2] es una congruencia
en Clz, y, 2].

Demostracién: Es evidente que ®[z, y, 2] es una relacién de equivalencia en
Clz, y, z]. Sean ahora (u; v) € Qlz, y, 2] y w € Clz, y, 2]. Entonces uw, vw, wu,
wy son elementos de Clz, y, 2], y como 8, es una congruencia en H, .© y, se tiene
también que (uw, vw) € 8, y (wu, wv) € 8, . Asi, (uw, vw) € Rz, y, 2] y (wu,
wy) € Rz, y, 2]. Se concluye entonces que [z, y, 2] es una congruencia en Clz, ¥,
2. lqg.q.d.

Proposicién I111.9: Si Dz, y, 2] no es vacto, entonces Olz, y, 2] es una congruencia
en Dlz, y, 2].

Demostracién: Es evidente que 0O[z, y, 2] es una relacién de equivalencia en
Diz, y, 2]. Sean ahora (u, v) € Oz, y, 2]y w € Dlz, y, 2]. Entonces uw, vw, wu,
wv son elementos de D[z, y, 2], y como §, es una congruencia en H, .* z, se tiene
también que (uw, vw) € 8,y (wu, wv) € §,. Asf, (uw, vw) € Olz, y, 2] y (wu,
wy) € Olz, y, 2]. Se concluye entonces que Oz, ¥, z] es una congruencia en Dz,
y, 2]. Lq.q.d.

Propostctén I11.10: Sz Clz, y, 2] no es vacto, entonces Clz, y, 2]/Rlx, y, 2] y
Dz, vy, 2]/ 0z, y, 2] son grupos.

‘Demostracion: Sea a un elemento de H, .- y tal que y = ya (la existencia de a
estd asegurada por la Proposicién I1.9). En la demostracién de la Proposicién
I1.9 se vi6 que el elemento de (H, .- y)/$, que contiene a es el elemento identidad
del grupo (H, .* y)/8, ; esto quiere decir que (ca, ¢) € 8,y (ac, ¢) € 8, para
cada elemento ¢ de H, . y. Teniéndose también, en virtud de la Proposicién
II1.6, que a € Clz, y, 2], se deduce que (ca, ¢) € Rlz, y, 21y (ac, ¢) € QRlz, y, 2]
para cada elemento ¢ de Clx, y, z]. Denotando por A el elemento de Clz, y,
2]/® [z, y, z] que contiene a, esto dltimo quiere decir que AC = ¢ = CA para
cada elemento C de Clz, ¥, 2]/R[z, v, 2].

Sea B un elemento de Clz, y, 2]/®[x, y, 2] diferente de A, y sea & € B. Es claro
queb € Clz, y, 2], de donde A[z, y, 2]b & A[z, y, 2]. De acuerdo con la Proposicién
I11.2, Alz, y, 2] no es vacio;seapuest € Alz,y,2] = (H. - z) ~ Hy . Entonces
the (H . z) ~H,.Comothec Hyyt € H,,setieneque H, = H;y tb € H,.
No es posible que tb = ¢, pues en caso contrario, como ¢ € H, , se tendria t = y
6 rt = y para algln elemento r de S, de donde yb = th = ¢t = y 6 yb = (rt)db
= r(th) = rt = y, y asi, en todo caso, yb = y = ya, implicando que (b, a) €
®[z, y, 2], contrario a la suposicién que B = A. Luego tb = t, y se deduce que
existe un elemento ¢ de S tal que (tb)c = t; es evidente que ¢ € H, .* y, pues
(th)e € He ~ H;,de donde Hyec = Hic = H, = H,. Dado que zt = z((tb)c)
= (x(tb))e € H.c, se deduce que zt € H, ~ H,c, y por lo tanto H, = H.c. Si
u € Alzx,y,2] = (H, .~ ) ~ H,, entonces z(uc) = (zu)c € He = H,y uc €



GRUPOS 'Y HOMOMORFISMOS ASOCIADOS . 35

Hy = H,, de donde se deduce que uc € (H. .- z) ~H, = Alz, y, 2|. Luego
¢ € Alx,y,2] « Alz, y, 2] = Clz, y, 2]. Ahora bien, como ¢ € H, y t(bc) = (tb)c
= 1, se ve que y(bc) = y, pues siendo y = t 6 y = st para alglin elemento s de
S, se tiene que y(be) = t(be) = t = y 6 y(be) = (st)(be) = s(t(bec)) =
= y. Luego y(bc) = y = ya, implicando que (be, a) € ®[z, y, 2]. Luego,
denotando por C el elemento de Clx, y, 2]/®Rlz, y, 2] que contiene ¢, se tiene
que BC' = A. Se concluye por lo tanto que Clz, y, 2]/ ®lz, y, 2] es un grupo.

Dado que Clz, y, 2] € DIz, y, 2], se deduce que a € Dlz, y, 2]. En virtud de la
Proposicién II1.1, se sabe que z = sy, donde s € S, y por lo tanto za = (sy)a
= s(ya) = sy = z. Como ya se vi6 en la demostracién de la Proposicién I1.9, el
elemento de (H, . 2)/8. que contiene & es el elemento identidad del grupo
(H, .+ 2)/8, ; esto quiere decir que (da, d) € 8,y (ad,d) € 8, para cada elemento
d de H, .- z. Se deduce inmediatamente de esto que (da, d) € O[z, y, 2] y (ad,
d) € 0O[z, y, 2] para cada elemento d de DIz, y, z]. Denotando por E el elemento
de Diz, y, 2]/ 9lz, v, 2] que contiene @, esto tltimo quiere decir que EF = F = FE
para cada elemento F de Dlz, y, 2]/ 0z, y, 2].

Sea V un elemento de Diz, y, 2]/ 0z, vy, 2] dlferente de E,yseav € V. Es
evidente que v € Dlx, y, 2], y por lo tanto Bz, y, 2zlv < Blz, y, 2]. Sea ¢t € Blx,
y, 2) = zH, ~ H,. Se tiene, evidentemente, que & € zH, ~ H,. Siendo t €
zH, , existe un elemento h de H, tal que ¢ = zh. De modo anélogo, siendo & €
x«H, , existe un elemento g de H, tal que v = zg. Es pues claro que (g, h) € 3C.
Sig = h, entonces t = zh = xg = tv; esto implicaria que z = 2, puesto que
6 bient = z 6 bien z = wt para algin elemento w de S, y por lo tanto se tendria
quez =t=1tw=mwdbz=wt = w(w) = (wt)v = ; luego zv = z = za, im-
plicando que (v, @) € Olz, y, 2], en contradiceidn con.la suposicién que V = E,
Se tiene entonces que-g 7% h, y por lo tanto existen elementos p y ¢ de S tales
queg = hpyh = gg;esclaroquep € H, - yyq € Hy .- y,dadoque h € H,,
g€ Hy,hp =g € H,,ygq=nh¢ H,. Ahora bien, (tv)g = (2g9)¢ = 2(gq)
= gh = t,de modo que ¢ = (t)g € H.q. Resulta asiquet € Hyg ~ H,, y por
lo tanto H.g = H..8ir € Blz, y, 2] = «H, ~H,, entonces rq¢ € (zH,)q =
2(Hyq) = acH,yrq € Hgq = H,, de donde r¢ € Blz, y, 2|; se concluye que ¢
€ Blz,y,?] - Blz,y,2] = Dz, y,z2]. Asi, t = (tv)g = t(vqg);siendo t € H, , se
tiene { = z 6 # = wt para alglin elemento w de S, de donde 2(vg) = t(vg) = 2t
= 26 2(vg) = (wt) (vg) = w(t(vg)) = wt = 2. Se tiene pues que z(vg) = 2z =
za. Denotando por @ el elemento de Dix, y, 2]/0[z, y, 2] que contiene ¢, se tiene
que V@ = A. Se concluye asi que Dz, y, 2]/0z, y, 2] es también un grupo.

lg.q.d.

Grupos Ti[z, y, 2] y Tulz, y, 2] se definen del modo siguiente: si H, .- y es
vacio, y por lo tanto C[z, y, 2] es también vacio, entonces I'[z, ¥, 2] y Tz, v, 2]
son iguales al grupo trivial; si H, .© y no es vacio, y por lo tanto C[z, ¥, 2] no
es tampoco vacfo, I'i[z, y, 2] y T.lz, y, 2] son, respectivamente, los grupos Clz, ¥,
zl/®lz, y, 21 y Dlz, y, 2]/ 0lz, y, 2], vy los homomorfismos naturales de C[z, v, 2]
sobre Tz, y, 2] y de Dlz, y, 2] sobre T's[z, y, 2] son, respectivamente, denotados
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por olz, y, 2] y 7z, y, 2]; el homomorfismo inclusién de Clz, y, 2] en Dz, y, #] se
denota por d8[z, ¥, 2.

Proposicién 111.11: S¢ H, . y no es vacto, entonces existe un homomorfismo de
Tz, y, 2] sobre Dolz, y, 2], que se denotard por vlx, y, 2], tal que el diagrama

Clo,y,72] 8z, y,2], D,y
lUMWJ] lﬂ%%d
v [, y, 2]

I‘Il[x,' y) Z] - F2[x1 yy 2]

es commutativo.

Demostracién: En virtud de 1a Proposicién IT1.7, la correspondencia que asigna
a cada elemento de T'y[z, ¥, 2] el elemento de T';[z, ¥, 2] que contiene un elemento
del primero define una funcién de Tz, ¥, 2] en Tyz, ¥, 2], que sers denotada por
v[z, y, 2]. Es evidente, de esta definicién, que vz, ¥, z] es un homomorfismo de
Ty[z, y, 2] en Dyfz, y, 2] y que el diagrama de la conclusién es commutativo. Como
en la demostracién de la proposicién previa, se denotard por ¢ un elemento de
H, .. ytal que y = ya; se vid ya que za = oy también que a € Clz, y, z].

Sea pues T un elemento de Tyfz, ¥, 2], y sea t € T. Es claro que ¢ € Dlz, y, 2]
= Bz, y, 2] .- Blz, ¥y, 2]. Sea b € Blz, y, 2]; entonces bt € Blz, y, 2], de donde
bczH, ~H,ybt € zH, ~ H,. Sean ¢ y h elementos de H, tales que b = zh
y bl = zg; es evidente que (g, &) € 3C. Supéngase primeramente que h = g.
Entonces bt = zg = xh = b; siendo b .€ H,, se deduce facilmente de bt = b
que 2zt = z. Luego 26 = z = zi; y se tiene que (@, t) €:0[x;y, 2]. Asi, si A denota
el elemento de I'i[z, y, 2] que contiene a, se ve que T = 4 [z, y, 2]. Finalmente,
supdngase que & # g. Entonces existe un elemento w de S tal que g = hw, y
es claro que w € Hy, .« y. De bt = zg = xz(hw) = (zh)w = bw se deduce que
bt ¢ H, ~ Hw y por lo tanto que H.w = H,. Ahora bien, siu € Az, y, 2] =
(H, - z) ~H,, entonces 2u € H,y u € H,, de donde z(uw) = (zu)w €
Hw=H,yuw € Hw = H, ,asi quese tieneuw € (H, .- z) ~H, = Alz, y,z].
Luegow € Clz, v, 2], ycomo bt = bwy b € H, , se deduce que zt = zwy por lo
tanto que (¢, w) € Oz, y, 2]. Asi, si W denota el elemento de I'i[z, ¥, 2] que con-
tiene w, se ve que T = W [z, y, z]. En todo caso se tiene pues que 7' es la imagen
de algtn elemento de T'i[z, ¥, 2] por el homomorfismo [z, ¥, 2]. Se concluye que
v[z, ¥, 2] es un homomorfismo de Ti[z, y, 2] sobre T:[z, ¥, 2. l.q.q.d.

Prorosicién I11.12: S¢ 2H, C H,, entonces Clz, y, 2] = H, « y, Qlz, y, 2]
= 8 y Iz, y, 2] = Ty

Demostracién: La hipdtesis que zH, C H, es equivalente a la condicién H, &
H, . z. Se tiene entonces que Alz, y, 2] = (H. .- 2) ~H, = H,, de donde
Clx, vy, 2l = H, - H,= H, .- y. El resto de la conclusién es consecuencia
evidente de esto ultimo. l.q.q.d. '
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PROPOSICIéN III].3' S’l Hz g xHy; entonces D[.’E, Y, Z] = Hz‘ <2, ®[x7 Y, 2]
=8,y Doz, y, 2] = T.. , ;

Demostracién: Por hipétesis, Bz, y, 2] = zH, ~ H, = H,. Se tiene entonces
que D[z, y,2] = H, - H, = H, -+ 2 El resto de la conclusién es consecuencia
immediata de esto. 1.q.q.d. ' :

Un elemento u de S es llamado cancelativo a la izquierda sobre un subconjunfo
K de 8 si y solamente si la condicién siguiente es satisfecha: siv € K, w € K
y uw = up, entonces w = v. ‘

Prorosicién 111.14: S¢ H, .+ y no es vacto, st z E'xHy R y st x es cancelativo a
la 1zquierda sobre H, , entonces v[z, y, 2] es biuntvoca.

Demostracién: Sean V' 'y W elementos de T'ifz, y, 2] tales que V ylz, v, 2] =
W vz, y, 2], yseanv € V y w € W. Se deduce de la definicién de v[z, y, 2] que
(u, w) € O[z, y, 2], de donde z2v = zw. Dado que z € zH,, , se tiene z = zu, donde
% € Hy.Dado que z(w) = (zu)v = 2 = 2w = (zu)w = z(uw), asi como que
wp € H, y uw € H,, la hip6tesis implica que uv = uw. Se deduce ahora de la
Proposicién I1.5 que (v, w) € 8, . Luego (v, w) € ®lz, y, 2], lo cual quiere decir
que V.= W. lqgqd. "

ProposicioN II1.15: Si S iiene elemento identidad (y por lo tanto Clx, vy, 2]
no es vacto), st tH, C H, , y st vz, y, 2] es biuntvoca, entonces x es cancelativo a la
tzquierda sobre H, .

Demostracién: Sean v y w elementos de H,, ‘tales que zv = zw. Dado que S
contiene elemento identidad, existen elementos b y d de S tales que v = yb y
w = yd; es claro que b € Hy .~ yy d € Hy .- y. En virtud de la Proposicién
I11.12, se tiene entonces que b € Clz, y, 2] y d € Clz, y, 2]. Sean B y D los ele-
mentos de Iz, ¥, 2] que contienen respectivamente b y d. Dado que (xy)d
= z(yb) =2 = 2w = x(yd) = (zy)d y zy € zH, © H,, se deduce de la
Proposicién I1.5 que (b, d) €.0[z, y, 2], o sea B v{z, y, 2] = Dvlz, y, 2]. Siendo
v[z, y, 2] biunivoca, se deduce que B = D, o sea (b,'d) € Q[z, y, z]. Entonces
v=yb = yd = w. lq.q.d.

ProrosicioN I11.16: St x-es cancelativo a la tzquierda- sobre S, entonces Clx, y,
z] = Dla, y, 2. :

Demostracién: Sea d € Dlz, y, 2] = Blz, y, 2] -+ Blz, ¥y, 2]. Entonces, en virtud
de la Proposicién IT1.2, se tiene que z(A[z, y, 2ld) = (zAlz, vy, 2])d = Bz, ¥,
2ld € Blz, y, 2] = zAlz, y, #]. Se deduce inmediatamente de la hipétesis que
Alz, y, 2ld © Alz, y, 2], 0sea d € Az, y, 2] -~ Alz, y, 2] = Clz, y, 2]. Asi Dlz, y,
2] C ([, y, 2]; entonces, por la Proposicién I11.3, Clz, y, 2] = Dz, y,2]. l.q.q.d.

Prorosicién IT1.17: S¢ x es cancelativo o la 1zquierda sobre S, y si z € zH, ,
entonces Rz, ¥y, 2] = 0Oz, ¥, 2]

Demostracién: Sea (u, v) € 0O[z, y, z]. En virtud de las Proposiciones I11.16 y
II1.12, se tiene que (u, v) € Clz, y, 2] X Clz, y, 2] = (Hy «~ y) X (H, -« y).
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Como (u, v) € 8;, se tiene ademés que zu = 2v. Por hip6tesis, existe un elemento
w de H, tal que z = zw. Luego z(wu) = (2w)u = z2u. = z2v = (zw)v = z(wv),
y en virtud de la propiedad cancelativa de z, se ve que wu = wv. Usando las
Proposiciones I1.5 y IT1.12 se ve también que (u,v) € 8, = ®lz, ¥, 2. Asi, Oz,
1y, 2] C @R[z, ¥, 2|; entonces, por la Proposicién I11.7, CR[x y,2] = Oz, y, 2. lq.
q.d. -

. Proposrcién I11.18: St Hy -+ y no es vacto, st 2 € xH, , y si x-es cancelalivo a
la izquierda sobre S, entonces Clx, y, 2] = DIz, y, 2], ®lz, y, 2] = O[z, Y2 2], Ti[z,
y, 2l = Tz, y, 2], y vlx, vy, 2] es el isomorfismo identidad.

Demostracién: Esto no es més que la combinacién de las tres dltimas propo-

siciones y de la definicién de y(z, ¥, 2.

IV. Caso de un homomorfismo

En esta parte se considera un homomorfismo ¢ de un semigrupo S sobre un
semigrupo S’. Se emplean las notaciones de las Partes II y III; los conceptos
introducidos en éstas correspondlentes a S se distinguen de sus andlogos en S
por medio de uha prima.

ProposicI6éN IV.1: 8¢z € 8, entonces [H,] ¢ © H.,'.
Demostracién: Esto resulta inmediatamente de la Proposicién I1.5.

Prorosicion IV.2: 87z, y, z son elementos de S tales que xH, ~ H, no es vacto,
entonces (vp)H,, ~H., tampoco es vacto.

Demostracién: Sea t € zH, ~H,. Dado que t € xH,, se tiene que fp €
H, o = (z¢) (H,Je) C (zp)H,, ; dado que t € H,, se tiene también que
to € [HJe C H,,. Asi, to € (20)H,, ~ H,,, implicando evidentemente Ia
conclusién. l.g.q.d.

En lo que sigue z, y, z denotan elementos de S tales que zH, ~ H, no es vacfo.
Proposicién IV.3: [Alz, y, 2]l ¢ € A'lze, ye, 2e).

. Demostracién: Sea t € Alx, y, 2) = (H, -~ 2) ~H,. Dado que 2t € H,,
se tiene que (2p) (lp) = (at)p € [HJp & H,, , de donde to € H,,' . zp. Dado
que ¢ € H, , se tiene también que tp € [Hle © H,, . Luego to € (H.,, - zp)
~H. = A'lve, yo, 2¢]. lq.q.d.

Proposicién IV.4: [Blz, y, 2lle © B'lze, ye, 20).

Demostracién: Sea t € Bz, y, 2] = zH, ~ H, . Entonces, como en la demos-
tracién de la Proposicién IV.2, se tiene que tp € (vp)Hy' ~H.,, = B'lze,
ye, 2¢]. 1.q.q.d.
~ Propostcién IV.5: [Clz, y, 2]l ¢ S C'lze, ye, 2e].

. “Demostracion: Sea t € Clz, y, 2] = A[:b, y, 2] « Alz, y, 2]. Siendo ¢ € H,
se deduce sin dificultad que t¢ € H,, . yo. Sea ahora s € Alz, ¥, 2]; como ¢
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€ Clz, y, 2] se tiene que st € Alz,y,2] = (H, =~ 2) ~H,,de modo que z(st)
€ H,y st € H,. Entonces, evidentemente, ((xga) (s0)) (to) € H.o'. Dado que
xs € H, , se tiene también que (xqa) (sp) € HW Ast, ((z0) (se)) (tp) € (H,, )
(tp) ~ zw , ¥ por lo tanto (Hz¢ ) (to) =

- Finalmente, sea u € A’ [zp, yo, 20] = (HW « 20) ~H,,'. Como (zp)u
€ H,) y u € Hy,, se deduce que (z¢) (u(te)) = ((ze)u) (tp) € (Ha,') (lo)
= H,, yulte) € (Hy, ) (tp) = H,,, esto tltimo siendo consecuencia del hecho
que tp € H,,' . yp. Se ve entonces que u(tp) € (H., = x¢) ~ H, = A’
[ze, yo, 2¢]. Luego to € O’ lxe, yeo, 20]. 1q.q.d.

Propostcién 1V.6: 8¢ S contiene elemento identidad, entonces [Dlz, y, 2]] ¢
’
C D' [ze, yo, zo]. '

Demostracién: Sea t € Dlx, y, 2] = Blz, y, 2] .- Blz, y, 2]. Siendo t € H, . 2
se deduce facilmente que tp € H,, . zp. Sea ahora s € Blz, y, z]; entonces st
€ Blz, y, 2]. Luego s € tH,, st € xtH,,s € H, y st € H,. Péngase s = za y
st = zb, siendo a y b elementos de H, . Como S contiene elemento identidad, es
posible eseribir b = ac, donde ¢ € S. Es claro que ¢ € H, . y, y también que
st = zb = z(ac) = (xa)c = sc. Se deduce entonces que (sp) (&) = (s¢) (Cgo)
€ ([H:le) (cp) & (H.,') (cp) asi como que (sp) (tp) € ([ Hle) (te) (H.,)
(tp) = H,,, esto tltimo es consecuencia de que tp € H,p . zp. Luego (Sga)
(tp) € H,, ~ (H.,') (co), de donde H,,’ = (H,, ) (co), 0 sea co € H,, .-

Asi, to y sp son, elementos de H,, .* zp tales que (sp) (tp) = (Sga) (cp). Slendo
so € [HJ)e € H., , se deduce facilmente de esto dltimo que w(tp) = ’w(Cgo) para
cada elemento w de Hw

Finalmente, sea w € B'lze, yo, 20] = (z0)H,, ~ H., . Como U € H,, se tiene
que u(tgo) = u(cp), y también que u(te) € (H,, ) (t¢) = H,,, puesto que fp
€ H,,' . 20. Dado que ac = b, a € H,, y b € H,, sé¢ deduce que (ap) (co)
= by, ap € [Hle C H,, ,y be € [H ,,]qa C H,, , resultando entonces que (H,, )
(ep) ~ Hw no es vacio; luego (Hw) (cp) = H,, . Entonces u(te) = u(cp)
€ ((xso)Hw) (c0) = (z¢) ((Hy) (cp)) = (z0)Hyy . Ast, u(le) € (xp)H,,
’\Hz«’ = B [.'IXD, Yo, z¢] Luego lp € B [.'IXO, Yo, ZQO] I [x§07 Yo, z¢] = D, [15 )
Yy, 2¢]. lq.q.d.

ProposIcION IV.7: Si (u, v) € ®Rlz, y, 2], entonces (up, vo) € &'[zo, yo, 20).

Demostracion: Como (u,v) € Clz,y, 2] X Clz, y, 2], se deduce inmediatamente
de la Proposicién IV.5 que (up, vp) € C'lze, ye, 2¢] X C'lze, ye, 20]. Como
(u,v) € 8,, se tiene que yu = yv, de donde (y¢) (ue) = (ye) (vp), implicando
asi que (up, vo) € ®[ze, Yo, 20]. lq.q.d.

Propostcrén 1V.8: Si S contiene elemento identidad y si (u, v) € O[z, y, 2],
entonces (up, vo) € O'[zo, yo, 20).

Demostracién: Como (u,v) € Dlz,y, 2 ] X Dlz, y, 2], se deduce inmediatamente - .
de la Proposicién IV.6 que (up, vo) € D'z, yo, 20) X D'lte, yo, 20]. Como
(u,v) € 8., se tiene que zu = zv, de donde (z¢) (up) = (2¢) (vp), implicando
ast que (ue, vo) € O'lze, yo, 20]. 1.q.q.d.



40 JULIO RAFAEL BASTIDA

" Propostcién IV:9: S C [z, y, 2] no es vacto, y st ¢i[z, y, 2] denota la restriccion de
¢ a Clz, y, 2], entonces existe un homomorfismo ¢'[z, y, 2] de Ty[z, y, 2] en Ty [ze,
Yo, 2p) tal que el diagrama

C [z, y,2] ol 4, ' [ze, yo, 20

olx,y, z]l ltr' (2o, yo, Z<P1

¢'lz, y, 7]
Pl[x, Y, 2] _—_) ’ Pl [x§07 Yo, ng]

es conmutativo.

Demostracién: De acuerdo con las Proposiciones IV.5.y IV.7, 1a correspondencia
que asigna a cada elemento de Ty[z, ¥, 2] el elemento de Iy [ze, ye, 2¢] que con-
tiene la imagen por ¢ de un elemento del primero define una funcién ¢'[z, ¥, 2]
de Ty[z, y, 2] en T [z, yo, 20). Es claro, de esta definicién, que ¢'[z, y, 2] satisface
todas las condiciones indicadas en la conclusién. l.q.q.d.

ProposicroN IV.10: Si S contiene elemento identidad (luego DIz, y, 2] no es
vacto) y st iz, Y, 2] denota la restriccion de ¢ a Dz, y, 2], entonces existe un homo-
2 14 o
morfismo ¢ [z, y, 2] de Tilz, y, 2] en s [xp, yo, 2¢] tal que el diagrama

ealz, y, 2]

D [.’IZ, Y,2 2] __%) D’ [mﬁar Yo, Zgo]

T [.’,ZJ, Y, ZJJ, . Jv'r’ [x(o; Yo, Z(p],

. ¢z y, 2l
Pz[.’l?, ?/,Z] __,*_) P2 [x§07 yga: Z(P]

es conmutativo.

Demostracién: De acuerdo con las Proposiciones TV.6 y IV.8, la correspondencia
que asigna a cada elemento de I';[z, y, 2] el elemento de Ty [ze, yo, 20] que con-
tiene la imagen por ¢ de un elemento del primero define una funcién ¢’[z, ¥, 2]
de Tz, y, 2] en Ty [2p, ye, 2¢). Es claro, de esta definicién, que ¢’[z, ¥, 2] satisface
todas las condiciones de la conclusién. l.q.q.d.

V. Casos particulares

Las convenciones y notaciones de las Partes IT y III se usarin en esta parte.
Esta ser4d dividida en tres secciones: en la primera no se impone restriccién
alguna; en la segunda se impone una restriceién en relacién con las 3C-clases de
S; en la tercera se impone la restriceién de conmutatividad de la operacién en S,
restriccion ésta mas fuerte que la de la segunda.

A. En esta seccién se consideran elementos x e y de S. Subconjuntos A[z, y],
Blz, y], Clz, y] y Dz, y] de S se definen por
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Az, y] = Alz, y, zyl,
Blz, y] = Blz, y, zyl,
[z

Clz, y] = Clz, y, wyl,
D[z, y] = DIz, y, zyl.
Conjuntos Rz, y] y Oz, y] se definen por
®lz, y] = ®lz, y, 2yl y Olz, y] = Olz, y, zyl.

Todas las proposiciones de esta seccién son consecuencias evidentes de los
resultados de la Parte III, razén por la cual solamente se enunciardn.

Prorosicién V.1: zAlz, y] = Blz, .

Prorosicion V.2: Clz, y] € Dlz, y).

Proposicién V.3: Clz, y] es vacto o es un subsemigrupo de H, . y.

Prorosicién V.4: Dz, y] es vacto oes un subsemigrupo de H,, .~ xy.

ProrosiciéN V.5: Una condicién necesaria y suficiente para que Clz, y] no sea
vacio es que H, - y mo sea vacto; en este caso Clz, y] contiene todo elemento c de
‘H, . ytal que yc = y.

Proposicién V.6: Rz, y] S 0Ofz, y).

Prorosicién V.7: 8¢ Clz, y] no es vacto, entonces Rz, y] es una congruencia en
Cle, y. . o

" Proposicidn V.8: Si Dlz, y] no es vacto, entonces 0[z, y] es una congruencia en

Dlz, y].

Prorosicién V.9: Sz Clzx, y] no es vacto, entonces Clz, y]/®Rlz, y] y Dz, yl/©
[z, y] son grupos.

Grupos Tifz, y] y Tulz, y] se definen del modo siguiente: si H, .+ y es vacio,
y por lo tanto Clz, y] es también vacio, entonces I'j[z, y] y I:lz, y] son iguales al
grupo trivial; si H, .© y no es vacio, y por lo tanto C[z, y] no es tampoco vacio,
Tilz, y] y Tz, y] son, respectivamente, los grupos Clz, y]/®lz, y] y Dlz, y]/ 0
[z, 9], y los homomorfismos naturales de C[z, y] sobre I'i[z, y] y de D[z, y] sobre
Tyz, y] son, respectivamente, denotados por ¢z, y] y 7lz, y]. El homomorfismo
inclusién de Clz, y] en D|z, y] se denota por 8[z, y].

Prorosicién V.10: 87 Hy . y no es vacto, entonces existe un homomorfismo de
Tilz, y] sobre Talx, yl, que se denotard por vz, ¥, tal que el diagrama

CMM'jEﬂ* Dlz,y]
Jd%m lﬂ%m
v [z, y]

I‘l[x; y] - P?[xy y]

es conmutativo.
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N

Prorosicién V.11: St zH, © H,, , entonces Clz, y] = H, »* y, Rz, y] = 8,
y Nilz, y] = Ty.

Prorosicién V.12: 8¢ H,, © zH, , entonces Dlz, y] = H,, - zy, Oz, y] =
Soy y Talr, y] = Ty .

Prorosicién V.13: 8¢ H, » y no es vacto y z es cancelativo a la izquierda sobre
H, , entonces v[z, y] es biunfvoca.

Prorosicién V.14: Si S tiene elemento identidad (y por lo tanto Clx, y] no es
vacto), st xH, © Hy, , y st vz, y] es biunivoca, entonces = es cancelativo a la 12-
quierda sobre H, .

ProrosiciéN V.15: 8¢ z es cancelativo a la izquierda sobre S, entonces Clz, y)
= Dlz, y], Rlz, y] = 0lz, y], Tulz, y] = Tz, y] y vlz, ] es el isomorfismo identidad.

B. Se supondri en esta seccién que se satisface la condicién siguiente: siz
€ Sey € S, entonces zH, & H,, .

ProposiciéN V.16: Stz € Sey € 8, entonces Hy .~ y & H,, - zy.

Demostracion: Sit € Hy . y, entonces y¢ € H,, de donde (zy)t = z(yt)
€ zH, C H,,, lo cual implica que ¢ € H,, . zy. l.q.q.d.

Proposicién V.17: Stz € Sey € S, entonces 8§, & 8,y -

Demosiracion: Sea (u,v) € 8, . Esto quiere decir que w € Hy, .- y,v € Hy « y
e yu = . En virtud de la proposicién anterior, se deduce que v € Hyy - zy y
v € Hyy  zy. Como también (2y)u = z(yu) = z(yw) = (zy)v, se concluye que
(u, v) € 8 . lag.q.d.

Proposicion V.18: Siz € Sey € 8, si Hy -+ y no es vacto, y s alz, y] es el
homomorfismo inclusion de Hy . y en Hyy . zy, entonces existe un homomorfismo
Blz, y] de Ty en Ty tal que el diagrama

H,.y LR ZEN [z, 4] H,, . xy

I |

) Blz, yl I,

es conmutativo. ,

Demostracién: En virtud de la Proposicién V.16, la correspondencia que asigna
a cada elemento de T, el elemento de T',, que contiene un elemento del primero
define una funcién de Ty, en T, , que serd denotada por B[z, y]. Es claro que
Blz, y] satisface todas las econdiciones de la conclusién. l.q.q.d.

Proposicién V.19: Six € Sey € S, entonces Clz, yl = H, ~ y, Rlz, y] = 8,
Yy F1[£II, y] =Ty.
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Demostracién: Esto ya se ha visto en la Seccién 4.

Prorosicion V.20: Se z € S, y € S y 2 € 8, entonces Clz, y] C Clzx, 2y],
Rlz,y] © ®lez, 2y, Clzy, 2] S Clz, y2l y Rlzy, 2] S Rz, yzl.

Demostracién: En virtud de la Proposicién V.19, se tiene que Clz, y] = H, - v,
Clex, 2yl = H.y - 2y, Rlx,yl = 8y, Rlex, 2yl = 84, Clay, 2] = H, » 2,Clx,y2] =
H,, . yz, Rlzy, 2] = 8.,y Qlz, y2] = 8,.. La conclusién se deduce entonces de
las Proposiciénes V.16 y V.17. l.q.q.d.

Prorosicion V.21: Stz € S,y € Syz € S,y st Hy - y no es vacio, entonces
alz, y] es el homomorfismo inclusion de Clx, y] en Clzx, zyl, Blz, y] es un homo-
morfismo de T1[z, y] en Tilex, 2y, y el diagrama

Clz,y] —aﬂ—) Clzx, 2y]
J alz, yl 1 o2z, zy]
Bz, yl

Tiz,y] ————— Tilez, 2yl

es conmutativo.

Demostracion: Esto es una consecuencia evidente de las Proposiciénes V.18,
V.19 y V.20; nétese que m, = olx, Y] y my = o2z, 2y).

PROPOSICION V.22: Si2 € S,y € Syz € 8,y si H, -+ 2 no es vacto, entonces
aly, 2] es el homomorfismo inclusion de Clzy, 2] en Clx, yz), Bly, 2] es un homomor-
fismo de T1[xy, 2] en Ti[x, yz], y el diagrama

Clay, 2] —alyd, Clz, yzl
lcr [zy, 2] la [z, y2l
Bly, 2l

Tilzy,2] ——— Tz, y2]

es conmutativo.

Demostracion: Esto es también una consecuencia evidente de las Proposi-
ciones V.18, V.19 y V.20; nétese que w, = olzy, 2] y 7. = oz, yz].

ProrosiciéN V.23: Six € Sey € 8, entonces Dz, y] = zH, .+ zH, .

Demostracion: Por definicién, se tiene que D[z, y] = Blz, y] . Blz, y]. Pero
Bz, y] = 2H, ~ H,;, = zH,, de donde D[z, y] = zH, . zH,. lq.q.d.
C. Sesupondré en esta seccidén final que se satisface la condicién siguiente:
siz € Seyc S, entonces xy = yx (es decir, la multiplicacién de S es con-
mutativa).
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Proposicién V.24: Six € Sey € 8, entonces xH, C H,, .

Demostracion: Sea z € H,.Siz = y, entonces xz = zy € H,, . Siz = y, en-
tonces existen elementos 4 y v de S tales que 2 = yu e y = 2zv, de donde 2z =
z(yu) = (zy)uy 2y = z(2v) = (x2)v, y se deduce que zz y zy son H-equiva-
lentes, o sea zz € H,, . En todo caso se tiene que zz € H,,. l.q.q.d.

De acuerdo con esta tltima proposicién, todos los resultados de la Seccién B
son aplicables en esta seccién.

Prorosicién V.25: 8 z €S8, y€ S y 2€ 8, entonces zH, .. zH, C
(22)H,y » (22)H, .

Demostracion: Sea t € zH, .. zH, ; esto quiere decir que (zH,)t C zH,, de
donde (zy)t € zH, , y por lo tanto zyzt = zxyt € 22H, = xzH, C zH,, . Sea
ahora w € (zx)H,, ; entonces w = zzxzy 6 w = zxzyv para alglin elemento v de
H,, . zy. Asi, siguiendo los casos, wt = zxzyt = z(xyzt) € 2(zH,,) = (2x)H,
6 wt = zxzyvt = (v2) (xyzt) € (v2)(xH,y) = (2x)(H.w) = (2x)H,, ; luego, en
todo caso, wt € (zx)H,, . Por lo tanto w € (2z)H., .~ (2z2)H., . l.q.q.d.

Prorosicién V.26: Si x € S, y € Sy 2z € 8, entonces (xy)H, » (ay)H, C
zH,, . zH,, .

Demostracién: Sea ¢t € (xy)H, .~ (xy)H, ; esto quiere decir que ((2y)H,)t C
(zy)H,, de donde zyzt € zyH,. Luego zyzt = zyz 6 xyzt = zxyzu para alglin
elemento u de H, . z. Sea ahora w € H,, ; entonces w = yz 6 w = yzv para
algtn elemento » de H,. .- y2. Combinando los cuatro casos posibles, se tiene
que (zw)t = xyzt = xyz € zH,,, 6 (zw)t = zyzt = zyzu € zyHu = zyH, C
zH,, , 6 (zw)t = zyzvt = (xyet)v = xyzv € xH,w = zH,, , 6 (xw)t = xyawt =
(zyzt)v = (zyzu)v € (zyHu)v = (zyH.)v C (zHy)v = z(Hyw) = zHy, .
Asi, en todo caso, se tiene que (zw)t € zH,, . Por lo tanto ¢t € zH,, .. zH,, .
Lq.q.d.

Prorosicién V.27: Ssx € S,y € Sy 2z € 8, entonces Dlz, y] € Dlex, 2yl y
Dizy, 2] < DIz, yzl.

Demostracién: FEsto es una consecuencia inmediata de las Proposiciones
V.23, V.25 y V.26.
Prorosicién V.28: Stz € S,y € Syz € 8, entonces Szy T S(enyay) -

Demostracién: Esto es claro, pues, en virtud de la Proposicién V.17, se tiene
que Sz & Sty = S - 1.q.q.d.

Prorosicién V.29: Stz € 8,y € Syz € 8, entonces Oz, y] C Olzz, zy] y
Olzy, 2] & Olz, yzl.

Demostracién: Se deduce ficilmente de las Proposiciones V.27 y V.28 que
Olz, y] = (Dlz, y] X Dlz, y]) ~ So & (Dlzz, 2y] X Dlez, 2y]) ~ Senyey =
Olzz, 2y, y también que Olzy, 2] = (Dlzy, 2] X Dlzy, 2]) ~ Sew: S (Dlz, yz] X
D[.’E, yZD ~ Sw(yz) = @[x,yz:l l.qq.d
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ProposicioN V.30: S¢ z, y y 2 son elementos de S tales que Dlz, y] no es vacto,
y st e[z, y, 2] es el homomorfismo inclusién de Dlz, y] en Dlzz, 2y, entonces existe
un homomorfismo [z, y, 2] de Tslz, y] en Tslzx, 2y tal que el diagrama

Dz, y] <ny, D [ex, zy]
JT [z, ] JT [z, 2zy]
0z, y, 2]

Pg[ﬂ?, ,7/] 1-‘2[sz Zy]

es conmutativo.

Demostracién: En virtud de las Proposiciones V.27 y V.29, la correspondencia
que asigna a cada elemento de Tz, y] el elemento de T'sfzz, 2y] que contiene un
elemento del primero define una funcién de Tylz, y] en T2z, 2y], que serd de-
notada por 6z, y, 2]. Es evidente que 0[z, y, 2] satisface todas las condiciones de
la conclusién. l.g.q.d.

Proprosicién V.31: Si z, y y 2 son elementos de S tales que Dxy, 2] no es vacto,
y st Nz, y, 2] es el homomorfismo inclusion de Dlxy, 2] en Dz, yz], entonces existe
un homomorfismo ulz, y, 2] de Tolzy, 2] en Teolz, yz] tal que el diagrama

Dlxy,z2] RACITR D1z, yel
lr [zy, 2] ‘ lq- [z; y2]
,J'[x’ y’ z]

Tolay, 2] — > Tylz,yz]

es conmutativo.

Demostracién: En virtud de las Proposiciones V.27 y V.29, la correspondencia
que asigna a cada elemento de Ty[zy, 2] el elemento de Ty[x, y2] que contiene un
elemento del primero define una funcién de Ty[zy, 2] en Ty[z, yz], que serd de-
notada por ulz, ¥, 2]. Es claro que ulz, y, 2] satisface todas las condiciones de la
conclusién. l.q.q.d.
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