CIERTO TIPO DE ESTABILIDAD

Por Carros Imaz* v ZoenNEx VoreLt

1. Introduccién

Estudiaremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:

(1) & = f(i, =, u),

donde z y f son vectores n-dimensionales y u representa genéricamente un ele-
mento variable (pardmetros, controles) tomado de un conjunto € (conjunto
admisible). La funecién f(¢, z, u) y el conjunto © son tales que el sistema (1)
satisface condiciones de existencia y unicidad de solucién en un conjunto D* X
I X ©, donde D* — E" es una regién que contiene el origen e I es el intervalo de
tiempo [0, + ). )

El objetivo general serd seleccionar u € @ de tal manera que todas las solu-
ciones de (1) que se inicien en cierto conjunto D X I (donde D < D* es acotado,
conexo y contiene en su interior el origen) se “‘acerquen’ al origen a medida que
crece t. Esto es, si ¢ > 0 es dado, y si S, designa la esfera cerrada de radio e y
centro en el origen, entonces queremos que todas las soluciones de (1) que se
inician en (D — 8.) X I lleguen eventualmente al cilindro S. X I. En particular
nuestras condiciones seran suficientemente fuertes como para garantizar que las
soluciones que empiezan en el cilindro S, X I se quedan en él. En este sentido
nuestros resultados abarcan algunos de Rosen ([2]). Veremos también que en
ciertos casos. la seleccién de w € @ es susceptible de ser “optimizada.” Algunas
ideas del presente trabajo se encuentran en [1].

El problema puede considerarse como de cierta estabilidad global (global
respecto a D X I}, 6 como un problema de control en el cual se trata de con-
servar || z || dentro de cierto limite.

2. Definiciones
Sea ¢ > 0 dado y fijo, y denotemos con || z || 1a norma euclideana usual.

DEeriNiciéN 1. Sea u, € Q, decimos que el sistema (1) es fuertemente-e-estable
en D respecto a uo, si dados cualesquiera &, € I, zo € D, con || 7o || > ¢, esto
implica la existencia de &; € [0, + ] (como funcién de {, , 29) tal que la solucién
x(t, to, 2o, Up) de (1) satisface:

(a) e< |zl to,mo,u) || <zl ;0 <t< b
(b) ” x(ty, bo, o, Uo) ” = e

Donde en (b) la igualdad debe interpretarse como un limite sif; = 4 co.
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DrrmNiciON 2. Decimos que la estabilidad anterior es “uniforme,” si se cumple
ademés:

(¢) SuDPey.z {(ti — ) [ (bo,2) €I X (D — 8)} < +oo.

Esto es, si el tiempo necesario para alcanzar el cilindro S, X I esté uniformemente
acotado para todo (%, z) € I X (D — 8.).

El problema serd determinar condiciones suficientes para que el sistema (1)
sea estable en los sentidos anteriores para cierta eleccién de u € Q.

3. Condiciones para e-estabilidad

Por razén de simplicidad tomemos D = S = {z| ||z || £ R, B > ¢, esto es,
la esfera cerrada de radio B > €y centro en el origen. Siguiendo més o menos la
notacién de [2] definimos el funcional:

(2) Ala, w) = sups, o 2f(t, 2, u) | |z = a,t € T}

paratodasu € Qye = a = K.
Supdngase que los elementos u € Q son funciones u(t) de [ en Z C K, y
denotemos con || w || = supsez {|| w(t) ||}, la norma de u € Q.

Lema 1. 87f(t, z, u) es acotada y continua en xz, u para € S =
{z]e = ||z|| £ B}, u € Q, uniformemente respecto a t € I, entonces A(a, u) es
continua en a, u, uniformemente respecto a a para ¢ < a < B, u € Q,

Observacién 1. Sea fi(t, x, v) una funcién definida en I X Sz X Z y sea
fult, z, u(t)) = f(t, z,u) paraz € Sz, u € Qy todat € I.8i || Ai(t, z,0) | < M
y si para cada (xo, v) € Sz X Z se tiene || fi(t, z, v) — fi(t, o, v0) || — O con
|z — @ || 4+ || v — v || — O uniformemente con respecto a ¢ € I, entonces se
satisfacen las hipdtesis del Lema 1, lo cual se sigue inmediatamente de la defi-
nicién de la norma || « ||; . Ademés la continuidad es uniforme también respecto
az € S, ya que Se es compacto.

Demostracién del Lema 1. Sea « € [, R], ug € @, {a;, u;} una sucesién tal
que a; — aq , 4; — Uo (uniformemente respecto a ¢ € I) para ¢ — o, y suponga-
mos | Aa;, %) — A(ag, %) | > 7. Por la hipétesis existe una 6 > 0 tal que
o — @ || <8 |wr — wolls <8, 21, 22 € Ser, ws € Q, implica
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para toda ¢t € I. Ya que a; — ag, || wi — o |y — 0, existen o, , u, tales que
lop — ao| < 8, |l uo — up ||z < 8. Por simplicidad consideremos sélo el caso en

que A(ay , up) > Alao, ue) + v. Obviamente existen z, , t*, || 2, | = o, t* € I,
tales que
T
x * Y
4 — (1 A — =
( ) Hx ”f( >xp,up)> (apyup) 5
Sea ahora zy = (as/ay)z, . Evidentemente || zo || = a0y || 20 — 2o || = | @0 — ap |

< 4. 8egln (3), donde ponemos ;1 = T, , Lo = Xo, Uy = Up , y segln (4), tenemos
” Ollf(t xo,’Mo) > || “f(t 'prup) > A(“p;“p)
P
lo cual contradice a

“ o “ f(t -’L'(),U()) = A(“O,uo) < A(ap;up)

TroreMA 1. Sea w; € @, f(t, 2, w1) = F(i, x) lipschitziana en x, acotada y
continua uniformemente respecto a t para t € I, x € S, y sea

(5) A, wr) = Aa) <0

para ¢ < o = R(e £ a £ R), entonces (1) es (uniformemente) fuertemente
e-estable en Sy respecto a u; € Q.

Demostracion. Sea ty € I, y sea x(¢) la solucién de & = F(¢, x) con condicién
inicial z(4) = o, || 70 || € (¢, R]. Ya que

a2l _ BOF pe sy <o

dt [EON]
si fz(t) || € (e R], t € I, tenemos que || z(¢) || decrece para toda ¢ > t, tal
que || z(t) || > e Supongamos que lime, || 2(¢) || = @, ¢ < @ < R, lo cual

implica

[z()]" R
Ta@ ] "b=0) =0

cuando { — . Entonces A(a) — 0, @ — @, y por continuidad (Lema 1) A(a) =
0, lo cual es una contradicei6n. Entonces, o bien existe una & > %, tal que

|| 2(t) || = ¢ o bien limsy || 2(¢) || =
Siademds A(a) < Opara ¢ £ « é R se tiene por la continuidad que existe
B < 0tal que A(e) < Bparae = a = R. Ahora bien

h=@ | = ol = [ AQ =@l dr < Bt = 1),

de donde, t; — o < (R — €¢)/ — Bparatodasty € Iy xotal que ||z || € (¢, R]
y por lo tanto la estabilidad es uniforme.
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Observacién 2. Si suponemos sélo que F(t, z) satisface algunas condiciones de
existencia y unicidad para cada punto inicial & € I, 2o tal que ||z || € (¢, R,
podemos comprobar la e-estabilidad fuerte de (1) bajo la hipétesis que sigue:
Existe una funeién continua A(a) < 0 en (¢, R] tal que A(a) < h{a) para cada
a € (¢ R]. El argumento de la demostracién es el mismo que en el Teorema 1.
La hipétesis de que F(t, x) sea uniformemente continua y acotada sirve para
garantizar que A(a) sea continua. Pero esto no es necesario si A(a) < h(a).

4. Estabilidad respecto a una vecindad de u € Q

Supongamos que el sistema (1) es uniformemente fuertemente e-estable
respecto a uy € Q. Es de utilidad saber cuando (1) conserva esta propiedad para
cambios pequefios de %, lo cual estd contenido en:

TroreMA 2. Sea f(i, z, u) lipschitziana en x, acotada y conlinua en , u UNi-
formemente respecto a t € I para cada (x, u) € Seg X U, donde & C Q es una
vecindad de uo ; sea Ala,u) <0 para ¢ £ o < R. Entonces existe una vecindad
Qy C & de uy tal que u € Qp tmplica que (1) es uniformemente fuertemente e-
estable respecto a u € Qy .

Demostracién: Segin el Lema 1 A(a, 4g) es continua para a € [¢, R]. Entonces
existe B < 0 tal que A(e, u) < B para ¢ £ « = R. Por la continuidad en u,
existe una vecindad Q C @; de uy tal que A(a, u) < Oen [e, R] X 9, y el re-
sultado se sigue del Teorema 1.

5. Sistemas con parte lineal
Considérese en particular un sistema de la forma
(6) &= At u)e + g(¢, z, u),
donde A (¢, u') es una n X n matriz acotada y continua uniformemente respecto
atéelparaw €0,y gt z, u) es lipschitziana en z € S.z, y continua en

(t,z,u’) € I X Seg X Q, uniformemente respectoat € I. Aqui @ = 9 X Q.
Ademsés supondremos

lg(t, z,4’) || < h(]l e}, ")

para t € I, & € Sez, ' € Q2 y h(s, ¢) acotada y continua en ambas variables,
donde ésta tltima puede interpretarse como funcional en ¢, 6 como funcién
compuesta de ¢ al substituirse u* € Q,, de cualquier manera no habrd ambigue-
dad en las consideraciones posteriores. Usualmente uno piensa en g(¢, z, u") como
una funcién del tipo o] z ||), pero esto no importa por ahora.

Definamos:

Mt w') = max, {2"A(t,uM)e | | 2] = 1}
para toda ¢ € Iyu1 € Q.

TrorEMA 3. Una condicion suficiente para que el sistema (6) sea (uniforme-
mente) fuertemente e-estable en Sy respecto a (ud', ue’) € Q es que
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super {INE, uo ) + h(e, u’)} < 0
para toda e < o« = R(e = a £ R).
Demostracion: Tenemos
Ala, o', u’) = sup {a 2 (A, us )z + g(t, z, w)] | |z = , t € I}
= sup {a 2"A(t, uo )a wa + o« 29t z, ul) | |2 || = o t € I}
< sup (At wo)e + h(a, ue) | t € I};

y de las hipétesis sobre A (¢, u'), g(t, z, ") y (]| z ||, u*) se sigue facilmente que
el segundo miembro de (6) es acotado y uniformemente continuo respecto a ¢
y por el Teorema, 1 tenemos la conclusién.

Observacién 3. Nétese que en particular debemos tener A(¢, uo') < 0; esto es,
que la forma z"A (¢, us')z debe ser negativa definida sobre la esfera || z| = 1

para toda t € I.
Como aplicacién inmediata considérese el sistema:

(7) &= A(t)z,

donde A (%) es una n X 7 matriz real uniformemente continua y acotada para
¢t € 1. En este caso \(t, ') = A(t) es el maximo eigen-valor de la matriz -
HA®@) + A", k(|| z ||, w*) = 0, y R puede tomarse tan grande como quera-
mos, e tan pequeiia como queramos. Luego si sup {A(t) | ¢ € I} < 0 tenemos que
todas las soluciones de (7) tienden de manera monétona a 2 = 0 cuando ¢t — .
Este es un caso especial de un resultado mas general debido a Wazewski ([3]).

6. Optimizacion

Si interpretamos el problema de la e-estabilidad como un problema de control
que se resuelve eligiendo en forma apropiada a u € @, es de interés saber que
esta eleccién es succeptible de ser optimizada de alguna manera conveniente.
Como el problema de la e-estabilidad se ha resuelto en una forma global (re-
specto a I X S.z) es conveniente dar criterios de optimizacién globales. Hacer
esto respecto a I X Sz implicaria demasiadas restricciones y por ello preferimos
hacerlo con respecto a Sz .

DEerINICION 3. Sea t(f, z, u) el tiempo cuando llega a I X S, una solucién de
(1) que parte del punto (#, z),f € I, z € Ser con funcién w € Q. Diremos que
u* € Q es 6ptima para { = ¢ si se cumple:

SUPzcs.r {t(tO) z, U*)} = infueil SUDzcs.r {t(to y &y u)}

Veamos ahora que u* € Q existe bajo condiciones bastante generales.

LeMA 2. Supongamos que existe 0 < € < e tal que f(1, z, w) es lipschitziana en
x € Ser , acotada y conlinua uniformemente respecto at € I para todasx € Se'g,

u € Q. Sea t, € I fijoy supongamos ademds que existe uy € Q tal qgue A(e, uo) < 0
y que dado cualquier xo € Sk, || xo || > ¢, entonces existe t; € I con tp < t K o,
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tal que la solucion x(i, ty , xo , o) de (1) satisface las condiciones (a) y (b) de la
Definicion 1. Entonces_la funcion sup {t(ty, x, u) | x € Ser} estd definida en una
vecindad de uo Yy es continua en u = Uy .

-Demostracion. Vamos a probar que t(f , z, u) con x € Sz estd definida en una
vecindad de o . Después probaremos que dicha funcién es continua en x € Ser
u = u uniformemente con respecto a z € Sz v de ahf se sigue la conclusién
del lema.

Del Lema 1 tenemos que existe 0 < 8 < ¢ — ¢ tal que A(e, ug) < —a, 0 > 0,
para | @ — €| < §, para alguna o conveniente. Sea Ty = t({y, 20, %), por lo
anterior existe 8 > 0 tal que

e — 0 < Hx(t,tg,xo,uo) ” < e

para Ty <t < To+ B,y || (To + B, b, o, ue) | = € — 6.

Consideremos el intervalo [fo, T + 8] y apliquemos ahi el teorema sobre
dependencia continua de soluciones. Tenemos entonces que existen v, , y2 > 0
tales que ’

(8) H :l',‘(t, to y Lo, uﬂ) - x(t’ t > &y u) ” < 6/2,

siflue—ulh <m,[lzo—2z] <7.
De (8) tenemos que

le(T0+B;t07x7u) ” < €

para || uo — u [l <, [ % — 2 [ < 72,y por lo tanto existe un punto tnico 7,
tal que

” (T, b, z, u) ” = €&

esto es, estd definida (% , z, u) en una vecindad de z, , uo y por la compacidad de
Sez se sigue que (%, z, u) estd definida para toda x € S.z y una vecindad de u, .

Sean ahora u; — %y, x; > o parat — o,y sean T; = (&, z;, u;), queremos
probar que T; — T .

Suponiendo lo contrario, existe 0 < v < B, y una subsucesién {7} de { T} tal
que | T:— To| > v para i > 1; . Consideremos el intervalo [Ty — v, To + 7], es
claro que existe v* > 0 tal que | || z(t, to, %o, o) | — €| > ™ sit ¢ [Ty — v,
To + v]. Por otro lado x(¢, o, zi, u:) — (¢, to, xo, %) uniformemente en
t € [to, To + B]. Luego || z(t, to, xs, us) — x(t, to, @0, o) || < v*/2 para i >

"Y*
2
sit §& [Ty — v, To + 7], pero esto es una contradiceién ya que T;, 7 > 4, no estd
en ese intervalo. La uniformidad en x es consecuencia de la compacidad de Sz .

is = 4 . De aqui se sigue inmediatamente que | || z(Z, to, @, us) || — €| >

Observacion 4. Nétese que €l lema anterior se satisface bajo las condiciones del
Teorema 1 para ¢ = o = R.

Observacién 5. De la demostracién del Lema 2 se sigue que (¢, x, 4o) es con-
tinua en € Sz, y por consiguiente, Supses., t(f , 2, uy) < .
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TrorEMA 4. S7 las hipdtesis del Lema 2 se satisfacen para cada u, € Q y st las
funciones de Q son uniformemente acotadas y equicontinuas en [ty , ], donde { =
sup {t(to, x, %) | © € Sz} para alguna 4y € Q, entonces para (1) existe u™ € Q
optima respecto a t = ty .

Demostracion. Sea t* = inf,¢ o SUpaes.p {t(to , z, w)}. Sea t;— t* y u; una suce-
sién correspondiente a t; . Por las hipétesis en Q existe una subsucesién ;" que
converge uniformemente a ™ € Qen [t,, £]. Ya que t(t ,2,u;") no depende de los
valores de u;"(t) para t < tyy ¢t > t(t, , u;"), podemos cambiar las funciones
u(t) y w*(t) de tal manera que || w;* — u* ||y = supser || w @) — w*(t) | — 0
para ¢ — o. Por el Lema 2 se tiene que ¢* = sup {t(t,, z, u*) | £ € Sex}.
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