EL NORMALIZADOR DEL p-GRUPO DE SYLOW
DEL GRUPO SIMETRICO 8=

Por HumBERTO CARDENAS Y EMILio Lruis

1. Introduccién

En [1] se demostré que el normalizador N, de un p-grupo de Sylow @, del grupo
simétrico de permutaciones de p” objetos es la extensién inesencial (split exten-
sion) (Z,—)’ %Gy de (Z,4)" = Zpy X Zp_y por G endonde Z,_, indica un grupo
ciclico de orden p — 1. Para ello se construyé un homomorfismo ¢: Ny — (Z,_;)*
de tal forma que la sucesién

1G5 N, 2, (Z,) =1

resulta exacta y escindible (splits) (8 es la inclusién).

En esta nota se demostrard el mismo resultado para los p-grupos de Sylow
del grupo de permutaciones de p” objetos con n arbitraria (ver el teorema del
parrafo 5). La demostracién es por induccién.

2.Cason =1

Sea By = {0, 1, ---, p — 1} el campo de los enteros médulo p y Z,_; el grupo
multiplicativo de E; . Sea 8; el grupo de permutacionesde E; y d € Sy la permuta-
cién definida por ' -

@) =i+1 (i€ E)

(la operacién de sumar es la del campo E;). El grupo G; generado por d en S, es
un p-grupo de Sylow de S;.

Sea z un elemento del normalizador N; de Gy en S;. Tenemos zdz™" = d°
(¢ € Zp1). Definimos entonces el homomorfismo ¢1: N1 — Z,; con la férmula
é(x) = q. Si designamos con ¢,: Gy — N, al homomorfismo de inclusién tenemos

la sucesién
o P1
1——)G1-—_—>N1———> Zp—l,

que resulta exacta: Evidentemente ¢:6; = 1 puessi z € Gy, ;vdx_l = d. Supon-
gamos ahora que z € N es tal que zda™ = d. Entonces zd’ = d'z, de donde

z(3) = 2d*(0) = d'z(0) = 2(0) + ¢ = &),
es decir, z = d*®, o sea que x € Gy, con lo cual queda probada la exactitud.
Definimos ahora un homomorfismo ¢1:Z, 3 — S; como sigue: ¢¥1(q)(7) =
gt (q € Zpa, 7 € E1) (operacién de multiplicar de E;). Tenemos entonces
U(9)dWi(9)) 7 (2) = ¥u(@)d(i/q) = ¥a(@)(i/q + 1) = i+ ¢ = d*(4),
lo cual prueba, en primer lugar, que ¥, es un homomorfismo de Z, ; en N, y,
1
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en segundo lugar, que
d1 Y = 13

es decir que la sucesién
6 b1
1—>G1——)N1<_¢_.’ Zp_1—>1
1

es exacta y escindida. Podemos escribir pues Ny = Z,_; *xG; .

3. Notaciones

Con E; = {0, 1, --- , p — 1} denotaremos como antes el campo de los enteros
médulo p, y con B, ; = {0, 1, ---, p" ' — 1}, un conjunto de p"* elementos.
Z -1 serd el grupo multiplicativo de E, . Sea E, = E,_; X E;, producto cartesiano
de los dos conjuntos.

El grupo simétrico S, que consideraremos seri el de las permutaciones de
los p” elementos de E, . Con S; y S,_; denotaremos los grupos de permutaciones
de By y E,_; respectivamente. Sean a: S, — S, v 8: S1 — S, las inclusiones
definidas como sigue:

a(e) (4, g) = (2(4),4),  (4,4) € Ba, 2 € Sp,
B)(4,7) = (6x(5),  (57) € B,z € 51

Para facilitar las notaciones escribiremos siempre t = p” % — 1,
Sea (-1 un, p-grupo de Sylow de S, , y sean ho, hy, - -, h; los elementos
de 8, definidos por

i

hk(7'7.7) = ("’/3.7)1 para 7 k’
hi(ke, ) = (k,§ + 1).

Sea @, el subgrupo de S, generado por G,; (o sea por a(G,-1)) y por los ele-
mentos kg, by, -+, hs. Los elementos de G, son de la forma

T = gh080h181 e ht“, (g € Gn—l; 0 < 8; < P — 1).

G, es un p-grupo de Sylow de S, pues su orden es p(”""”/ D,
H,,H,, -, H;denotan los subgroupos ciclicos generados por ko, by, + -+, hs
respectivamente y H = HoH, --- H;. Al elemento hohy - - - h; lo denotaremos

por h.

4. Lemas auxiliares
"Lema 1. Vale la siguiente regla de conmutatividad.:
kg = gh1w, (9 € Gna, 0 <k < 1),

En efecto, sea (4, 7) € E, . Entonces
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hg(4,7) = l(9(2), ) = {EZE;L;;)'F 1) :z ~ 383

— g(Zy .7) _ gh,,ﬂ(k)(i,j) _ o
h {g(/L7] —I— 1) - {ghl(/l,,j) - ghg—l(k)(’l, .7)-

El siguiente resultado es inmediato:
Lema 2. h(3,7) = (5,5 + 1), ((4,7) € E,).
LeMA 3. Siz € G, entonces z7" " = %

Sea z = ghy’® - -+ k¢, y supongamos primero que g € G,_; es de orden p™ .
Entonces g es un ciclo y por lo tanto si r # s (mod p" ™), ¢"(4) # ¢°() para
toda ¢ € E,_; . Se tiene que

2" = (hem1@)" e (hemm10)™ o (i)™ e (i) e b
y por lo arriba mencionado resulta
e =kt RS =h,  con qg=s+ - + 5.
Si g es ahora de orden < p™7?, se tiene
2= (@) = (0" BT = 1=
con lo cual queda probado el lema.

Lema 4. S7 z estd en el normalizador N, de G, en S, , entonces ahs ™t = Ko con
I1<g¢g<p—1

Sea y = gho con g € G,—; de orden p"_l. Por el lema anterior, y”"—1 = h. Sea

Y = aya~". Entonces y' € G, . Ademés cy™ z' = zha = y'p" " = A% tam-

bién por el mismo lema. Ademis 1 < ¢ < p — 1 pues » es un elemento de orden
.
Lema 5. Sea x € N, y sean
z(4,0) = (y(3), v(7))
z(0,7) = (w(f), 2(5)).

Enionces las transformaciones y: B,y — E, 1, z: E; — E; son elementos de S,
y S1 respectivamente. Se tiene ademds la férmula

z(i,7) = (y(2), v(7) — v(0) + 2(7)).
Del Lema 4 resulta 2h’ = 1%z, 0 sea que
2h’(4, 0) = B(y(3), v(5)) = (y(8), v(@) + aj),
de donde -
z(3,7) = (y(4), v(?) + ¢J).
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De aqui obtenemos
2(0,7) = (y(0),0(0) + g7) = (w(y), 2(4)),

o sea que 2(j) = v(0) + ¢j, de lo cual resulta la férmula del lema.

Ahora bien, como ¢ € Z,,, la relacién 2(j) = »(0) + ¢j demuestra que
z: E; — Ej es biyectiva, o sea, que z & S;. Por otro lado, si y: E, 4 — E,_; no
fuera biyectiva, lo acabado de demostrar, junto con la férmula del lema impli-
carfan que z no seria una aplicacién biyectiva de F, en F, , lo cual contradice
quezx € S,.0seaquey € 8,1, con lo cual queda probado el lema.

Sean A: N, — S, y u: N, — §; las aplicaciones definidas, segin el lema
anterior, por las férmulas

z(1, 0) = (M(2), v(2))
2(0,7) = (w(9), (7))

(0 sea y = Az, 2 = pz del lema anterior).
Con esta notacidn, la férmula del Lema 4 se escribe como sigue:

2(2,7) = (M (2), v(2) — v(0) + wx(7)).

Denotaremos con a: Ny — N, , &': Gooy — G, , 8: Ny — N, , ¥ g6 — @,
las restricciones de las inclusiones @: S,3 — S, v B: S1 — S, respectivamente.

(xENn)

Lema 6. \ es un homomorfismo de N, sobre N,_; y u un homomorfismo de N,
sobre Ny . Ademds A = ident., uB3 = ident., ya = 1, N8 = 1.

Sean z, & € N,.xz'(4,0) = (A\(zz) ()" (2)); (2 (4,0)) = 2\’ (5) v/ (7))
= (Aanz' (9),2(v'(2))), de donde A(2z’) = MeAz’. Sea ahora z € N,_; . Tenemos
entonces que ax(s, j) = (2(%), j) y, por otro lado, az(z, §) = (Naz()"'(3)),
de donde Aax = =z, es decir Ae = ident. Asi pues, en lo que a \ se refiere bastars
Unicamente probar que AM(N,) C N,_;.Seapues g € G,ry z € N, . Se tiene
entonces Azg(M\z) ™" = Ae(\ag)Az = Az(ag)z™) € A(G,). La demostracién
se reduce entonces a probar que AM(@,) C G, , pues entonces A\x € N,_; . Para
lo dltimo observemos que si z € @, y se escribe z = ghy'® - -+ k', con g € Gy,
entonces z(7, 0) = (g(7), s:), de donde Ax = ¢.

Las demostraciones para la u son completamente anilogas y las dos relaciones
restantes se prueban ficilmente.

En la demostracién se vié que A(G,) C G,; y anslogamente u(G,) C G;.
Asf pues, podemos denotar con \: G, — G,y u': G, — G las restricciones
respectivas de A y u, v se tiene que N’ = ident. y 4’8’ = ident.

LemA 7. 8ix € N,, entonces £ = (alx) (Buzx) estd en la misma clase lateral
que x de N, médulo G, .

En efecto, tenemos que ' (4, 7) = (\x(3), pz(f)). De aqui, zx (4, §) =
2((A2)7(4), (w)™(§)) = (5 v(5) ~ v(0) + j) = h7O(, ), de donde
22 €HcG,. QED.
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5. El normalizador
Consideremos el siguiente diagrama,
0n—1 ¢7L—1

]. —> Gn—1 Nn—1 PRE— (Zp—l)nﬂl > 1
n-1
all]‘xl D‘JJA)‘ o I "
B Pn

N, —— (Zp1)" —1

bk

6
1—- G - Nl(L Zpa —1
['28

en dondeel primery el tercer renglén son sucesiones exactas y escindibles mediante
las Y»_1 v ¢1. Las 6,, son inclusiones y las ¢; y ¢1 se dan explicitamente en el
pérrafo 2.

Los homomorfismos A, u, o, y 8y sus restricciones se definieron en el pérrafo 4.

" es la inclusién de (Z,_;)" " en el producto de los primeros n — 1 factores
de (Z,1)", y 8", 1a inclusién de Z,_; en el dltimo factor de (Z,)". \” y 1" son
las proyecciones correspondientes.

Siendo (Z,1)" el producto directo de (Z,—,)" "y Z,_, mediante \” y u”, sea
¢, el (tnico) homomorfismo que existe tal que

(1) D\ = >\”¢n ) o = I~"”¢n .

Analogamente, ya que (Z,-;)" es la suma directa de los mismos grupos mediante
las inclusiones a” y 8", sea ¢, el (inico) homomorfismo que existe tal que

(2) afns = Yna’, Bl = ¥aB"

TEOREMA. La sucesion

On n
1-G,— Nn‘_T(ﬁ—'_ (Zpa)" — 1

es exacta y escindida. Es decir, N, = (Zp-1)" * G, .

0, es monomorfismo por construccién. Demostraremos ahora que ¢,¢, =
ident. En efecto, usando las relaciones del Lema 6, las férmulas (1) y (2), y las
relaciones

"N -B"y” = ident., ¢Gn—1¥n—1 = ident., ¢Yr = ident.,
obtenemos
bbn = bubna N Gl "
= ("N 81" (nadn-1\" - puBYuu”)

n\n nn” ”n n

= a"N'¢notniN” "N ¢uB8in” B 1" Snotn N 8" 1" SuBrr”
= a”¢n_1>\a\l/,,_.1)\” . a”¢n_1>\ﬁ\//1u” ',3”¢1lw£\l/n—1)\” : ﬂ”(ﬁll’cﬁ'hﬂﬂ

nn

= o"\"-8"y" = ident.
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Queda unicamente por probar la exactitud en N, . Sea z € G, . Tenemos que
60, () = 181y s$6l0 8i ppirb,(x) = 1y b, (x) = 1. Estas dos relaciones
son validas ya que

$niN0n(2) = bnrbpi) (z) = 1,

b6, (z) = b (z) = 1.
Finalmente, si ¢,(y) = 1 yy € N, , se tiene
N'n(y) = ¢n-M(y)
Won(y) = ou(y) =
de donde existen z’ € G,y 2" € G, tales que
MNy) = buala),  n(y) = 6u(z").

—
ol

Por consiguienté,
6u(' (&) -B'(c")) = 0.0/ (c) 0,8 (2") = abusr(2))-B:(z")
= a\(y) Bu(y) € 0.(Ga),
yporel Lema 7,y € 6,(G.). QE.D,
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