GRUPOS Y HOMOMORFISMOS ASOCIADOS CON UN
SEMIGRUPO, II

Por Jurio RAFAEL BAsTIDA

La presente nota es una continuacién del trabajo, “Grupos y homomorfismos
asociados con un semigrupo I,” citado en la bibliografia.

Los resultados bédsicos presentados en esta nota son los de la parte VI, en la
cual se demuestra que entre algunos de los grupos definidos en la parte III
existen isomorfismos. Estos resultados permiten entonces enunciar la proposi-
cién fundamental (VIL.2), asi como una simplificacién de una proposicién
anteriormente demostrada (VIL3).

Es posible, en virtud de los resultados de la parte VII, modificar la termino-
logia del modo siguiente: Dado un semigrupo S, un elemento z de S, y 3¢-clases
V 'y W de S tales que ¥V ~ W no es vacio, existen grupos I'y[z, V, W]y Tz,
V, W], y un homomorfismo [z, V, W] del primero de éstos sobre el segundo; si
es cancelativo a la izquierda sobre V, entonces y[x, V, W] es un isomorfismo; ade-
miés, si zV C Wy v[z, V, W] es un isomorfismo, entonces x es cancelativo a la
izquierda sobre V (obteniendo asi la proposicién reciproca de la anterior, pero
solamente en un caso particular). También se tiene la proposicién siguiente: si
x es un elemento de S, y si V, W1y W, son Jc-clases de S tales que zV ~ W,
y 2V ~ W no son vacios, entonces se obtiene un diagrama conmutativo

Tule, V, W] —2 VW pre y o),
7 )

I‘1[a:, V, W2] M P2[x: V: WZ];

en el cual las flechas verticales son isomorfismos.
En la parte VIII se demuestra que todo homomorfismo de grupos puede ser
“realizado” por un homomorfismo de la forma [z, y] (introducido en la parte V).

VI. Isomorfismos de Grupos

Se consideran en esta parte elementos z, y y z de S tales que z € zH, y z # xy.
Las notaciones empleadas son las de las partes II, IIL y V.

Dado que z € zH,, es posible escribir z = zg9, donde ¢ € H, . Es evidente
que g # y, pues en caso contrario se tendrfa que z = zy. Se deduce entonces que
y = gbyg = yd, donde b y d son elementos de S. Puesto que yd = g € H, y
gb =y € H,, se concluye que d y b son elementos de H, . .

Como zy = z(gb) = (z9)b = zbyz = zg = 2(yd) = (zy)d, se tiene también
que (z, zy) € ®, es decir R, = R, .

Prorosicion VIL1: H, C R, .

_ Demostracién: En efecto, se sabe que H, C R,, y ya se vi6é que R, = R .
l.q.9.d.
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Prorosici6n VI. 2: St u € Ly, , entonces u(db) =
Demostracién: Consecuencia inmediata de la Proposicién I1.6.
Prorosicién V1I.3: St u € L, , entonces u(bd) =
Demostracién: Consecuencia inmediata de la Proposicién 1.6.
Prorosicion VI4: H,yd = H., .

Demostracién: Bs claro que z € H,, d, pues z = (zy) d. Ademé4s, por la Pro-
posicién VI.1, 2z € R,y . Se tiene asi que H,y © Ry y 2 € Ray ~ Hyy d, de donde,
en virtud de la Proposicién 1.8, se deduce que H,., d es una 3C-clase. Como
2z € H,,d, se concluye que H, = H, d. l.q.q.d.

Prorosicién VI.5: Hb = H

Demostracién: Dado que zy = zb, se sabe que zy € H.b. Ademis, puesto que
R, = R,,, sesabe que zy € R., de modo que zy € R, ~ H)b. Como H, C R,,
se deduce de la Proposicién 1.8 que H.b es una 3¢-clase. Como zy € H.b, se con-
cluye que H,y, = H.b. l.q.q.d.

Prorosicion VI.6: Az, y]ld C Alz, y, 2]l y Alz, y, 2Ib C Alz, y].

Demostracién: Se demuestra primeramente que Alx, y]d C Alx, y, 2]. Sea
pues u € Az, y]; entonces, dado que A[z, y] = Alz, y, zy]l = (Hoy -« z) ~Hy
se sabe queu € H, y quezu € H,,. Comod € H, - y = H, - H,, sededuce
queud € H, ; ademds, x(ud) = (zu) d € Hz d, de donde, en virtud de la Propo-
sicién V1.4, se deduce que 2(ud) € H,, o0 sea ud ¢ H, .» z. Luego ud ¢ (H, .
z) ~ H,, es decir ud € Alz, y, 2]. Se concluye, por lo tanto, que Az, y]d C
Alz, y, 2l. :

Se demuestra ahora que Afz, y, 2]b © Alz, y]. Sea v € Az, y, 2|; puesto que
Alz, y,2] = (H, ~ z) ~ H,,sesabequev € H,y que zv € H,. Dado que
beH, - y=H, . H,,sededuce quevb C H, ; ademis z(vb) = (av)b € H.b,
y, en virtud de la Proposicién VI.5, se concluye que z(vb) € H., o
sea vb € Hy - z. Luego vb € (Hyy - ) ~ Hy; es decir vb € Alz, y, zy] =
Alz, y]. Se concluye, por lo tanto, que A[z, y, 2]b & A[z, y]. l.q.q.d.

Prorosicion V1.7: Bz, yld = Blz, y, 2] y Blz, y, 2]b = Bz, y].

Demostracién: Aplicando la Proposicién anterior, se tiene que Bz, y]d =
(zAlz, y]) d = z(Alz, yld) C zAlz, y, 2] = Bz, y, 2] y Blz, y, 2[b =
(zAlz, y, 2))b = z(4x, y, 2]b) C 2Alz, y] = Bz, yl.

Como Blz, y] d C Bz, y, 2] y Blz, y, 2]b C Blz, y], se tiene que Blz, y] (db) =
(Blz, y] d)b & Blz, y, 2Ib y Blz, y, 2(bd) = (Blz, y, z]b) d & Blz, y] d. Ahora
bien, dado que B[z, y] € Hw & Loy y Blz, y, 2]l C H, C L,, se deduce de las
Proposiciones V1.2 y V1.3 que B[z, y] (db) = Blz, yly Blz, y, 2] (bd) = Blz, y, 2].
Luego Blz, y] C Blz, y, z]b y Blz, y, 2] © Bz, y] d. Se concluye asi que Blz, y] d =
Blz, y, 2l y Blz, y, 2Jb = Blz, y]. laq.q.d.
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Prorosicion VLI.8: dClz, v, 2]b  Clz, yl.

Demostraciéon: Sea u € Clx, y, 2]; como Clz, y, 2] = Alz, y, 2] - Alz, y, 2], se
sabe que Alz, y, 2lu © Alz, y, 2].

Siv € Alz, y], entonces vd € Alz, y] d, de donde, por la Proposicién VI.6, se
deduce que vd € Alz, y, 2]; ademas, v(du) = (vd)u € Alz, y, 2]u, de donde
v(du) € Alz, y, 2] y v(dub) = (v(du))b € Alz, y, 2]b, y se deduce entonces, en
virtud de la Proposicién VI.6, que v(dub) ¢ Alz, yl. Se concluye que
Alz, y](dub) C Alz, y], o sea dub € Alz, y] .~ Az, y] = Clz, y). l.q.q.d.

Prorosicién V1.9: bClz, y)d € Clz, v, 2].

Demostracion: Seaw € Clz, y]; dado que Clz, y] = Alz, y] -+ Alz, y), se tiene
Alz, ylu € Alz, y].

Siv € Az, y, 2], entonces vb € A[z, y, 2|b de donde, en virtud de la Proposicién
V1.6, se deduce que vb € A[z, y]; ademas, v(bu) = (vb)u € Alz, ylu, de donde
v(bu) € Alz, y] y v(bud) = (v(bu))d € Alz, yld, y se deduce entonces, en
virtud de la Propesicién VI.6, que v»(bud) € Alz, y, 2]. Se concluye asi que
A[xs Y, Z](bud) g A[CU, Y, Z]) 0 sea bud € A[il?, Y, Z] 2 A[.’l?, Y, Z] = C[x; Y, Z]
Lg.q.d.

ProposiciéN VI.10: S7 (u, v) € Rlz, y, 2], entonces (dub, dvb) € Rz, y].

Demostracién: Puesto que (u, v) € Clz, y, 2] X Clz, y, 2], se deduce de la
Proposicién VI.8 que (dub, dwb) € Clz, y] X Clz, y]. Ademéss, dado
que (u, v) € 8, se sabe, en virtud de la Proposicién I1.4, que wu = wv para
todo elemento w de H, . Ahora bien, como d € H, . y, se tiene que yd € H,,
de donde y(dub) = ((yd)u)b = ((yd)v)b = y(dvb), y es claro que dub y dvb son
elementos de H, . y, pues Clz, y] & H, . y; se concluye entonces que (dub,
dvb) € 8. lq.q.d.

Proposici6n VI.11: 87 (u, v) € Rz, yl, entonces (bud, bvd) € R[z, y, 2].

Demostracién: Dado que (u,v) € Clz, y] X Clz, y], se deduce de la Proposicién
V1.9 que (bud, bvd) € Clz, y, 2] X Clz, y, 2]. Ademds, como (u, v) € 8, , se sabe,
por la Proposicién 11.4, que wu = wy para todo elemento w de H, . Puesto que
b€ H, . y,setiene que yb € H,,de donde y(bud) = ((yb)u) d = ((yb)v) d =
y(bvd), y es evidente que bud y bvd son elementos de H, .- y, pues Clz, y, 2] C
H, .- y; se concluye, por lo tanto, que (bud, bvd) € 8,. lLq.q.d.

-Proposicién VII2: 8¢ w € Clz, y, 2] y v € Clz, y, 2], enlonces (d(uv)b,
(dub) (dvd)) € Qlz, y].

Demostracién: En virtud de la Proposicién VI.8, se sabe que (d(uv)b,
(dub){(dvb)) € Clz,y] X Clz, y]. Es evidente que y(du) € H,,puesd € H, . y,
u € Clz,y,2] S Hy - y, y Hy »+ y es un subsemigrupo de S. Puesto que ¢ € H,
vyg=vyd = (gb)d = g(bd), se deduce ficilmente que w = w(bd) para todo
elemento w de Hy ; luego (y(du)){bd) = y(du), y por lo tanto y(dub)(dvdb) =
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(y(du)(bd)) (vb) = (y(duw))(wb) = y(d(ww)b), y es evidente que d(uv)b y
(dub) (dvb) son elementos de H, .- y, pues C[z, y] € H, .- y; se concluye, en-
tonces, que (d(uv)b, (dub)(dvb)) € 8,. laq.q.d.

Prorosicién VI.13: 8¢ w € Clz, y] y v € Clz, yl, entonces (b(w)d, (bud)-
(bvd)) € @Rz, y, 2.

Demostracion: En virtud de la Proposicién VI.9, se sabe que (b(w)d, (bud) -
(bvd)) € Clz, y, 2] X Clz, y, 2]. Es claro que y(bu) € H,, pues b € H, . y,
u€Clz,yl € H, .y, y H, - y es un subsemigrupo de S. Ahora bien, como
y = gb = (yd)b = y(db), se deduce sin dificultad que w = w(db) para todo
elemento w de H,, ; luego y(bu) = (y(bw))(db), de donde y(b(uwv)d = (y(bu))
(vd) = (y(bu)(db))(wd) = y((bud)(bvd)), y es evidente que b(uv)d y (bud)-
(bvd) son elementos de H, . y, pues Clz, y, 2] € H, . y; asi, se concluye que
(b(uwv)d, (bud)(bvd)) € 8,. l.g.q.d.

Proposicién VIL14: Si uw € Clz, y, 2], entonces (u, b(dub)d) € Rz, y, 2.

Demostracion: En primer lugar, por las Proposiciones VI.8 y VI.9, se tiene que
(u, b(dub)d) € Clz, y, 2] X Clz, y, 2]. Como ya se hizo notar en la demostracién
de la Proposicién VI.12, se tiene también que w = w(bd) para todo elemento
wde H, . Puesto quey € Hy,yu € H, .» y, se deduce que (y(bd)) v = yu € H,,
de donde y(b(dub)d) = ((y(bd))u)(bd) = (yu)(bd) = yu, y es claro que u
v b(dub)d son elementos de H, .* y, pues C[z, y, 2] C H, .* y; se tiene pues que
(u, b(dub)d) € 8,. lg.qd.

Prorosicion VIL15: 8¢ u € Clz, yl, entonces (u, d(bud)b) € ®lz, yl.

Demostracion: En virtud de las Proposiciones VI.9 y VI.8, se deduce inme-
diatamente que (u, d(bud)b) € C[z, y] X Clz, y]. Como en la demostracién de
la Proposicién VI.13, se tiene que w = w(db) para todo elemento w de H, .
Ahora bien, puesto que u € Clz, y] = Alz, y] - Alz,y]l ey € (Hz -« ) ~ H,
= Alz, y], se sabe que yu € A[z, y], de donde, en particular, se deduce que
yu € H, . Luego, dado que yu € H, e y € H,, se sabe que y = y(db) e yu =
(yu)(db), de donde y(d(bud)b) = ((y(db))u)(db) = (yu)(db) = yu, y es
evidente que u y d(bud)b son elementos de H, . y, pues Clz, y] C H, . y; se
concluye asi que (w, d(bud)db) € 8,. Lqg.q.d.

En virtud de las condiciones supuestas en relacién con z, y, y 2, se sabe que
H, .- yno es vacio (pues b y d son elementos de H, .- y). Esto quiere decir que
Clz, y, 2] no es vacio y que Clz, y] no es vacio, de modo que Iz, y, 2] =
Clz, y, 2l/®lz, y, 2] y Tilz, y] = Clz, yl/®Rlz, yl.

Es posible (en virtud de las Proposiciones VI.8 y VI.10) definir una funcién
Wz, y, 2] de Ti[z, y, 2] en T4z, y] como sigue: si K € T4z, y, 2] y si k € K, en-
tonces Y1z, y, 2] asigna a K el elemento de Tz, y] que contiene dkb.

Es también posible (en virtud de las Proposiciones VI.9 y VI.11) definir una
funcién wilz, y, 2] de Ty[z, y] en Ti[z, ¥, 2] como sigue: si K € Tyz, y]ysik € K,
entonces wi[z, y, 2] asigna a K el elemento de Tz, y, z] que contiene bkd.
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Proprosicién VI16: ¢ifz, y, 2] y wilz, y, 2] son funciones mutualmente inversas
tales que: (1) Yz, y, 2] es un isomorfismo de Tz, y, 2] sobre Tz, yl; y (i1) wilz, ¥,
2] es un isomorfismo de Ti[z, y] sobre Tz, y, 2].

Demostracion: En virtud de la Proposicién VI.14, es evidente que yi[z, y, 2]
0 wiz, ¥, 2] es la funcién identidad (el simbolo o se usa para designar la composi-
cién de funciones); y en virtud de la Proposicién VI.15, es igualmente claro que
wilz, y, 2] 0 Yz, y, 2] es la funcién identidad. .

De este razonamiento se deduce que y[z, y, 2] y wilz, y, 2] son funciones mu-
tualmente inversas, que yi(z, ¥, 2] es una funcién biunivoca de Tz, y, 2] sobre
Ty[z, y], ¥ que wiz, ¥, 2] es una funcién biunivoca de T'y[z, y] sobre Iz, y, 2].

Ahora bien, en virtud de las Proposiciones VI.12 y VI.13, es evidente que
Uilz, y, 2] v wilz, y, 2] son homomorfismos. Se concluye entonces que yi[z, y, 2]
es un isomorfismo de I'y[z, y, 2] sobre I'i[z, y], y que wiz, y, 2] es un isomorfismo
de T4z, y] sobre Iz, y, 2. lg.q.d.

Prorosicién VIL17: dD[z, y, 2]b € Dlz, y].

Demostracion: Sea w € Dz, y, 2]; como Dlz, y, 2] = Bz, y, 2] .+ Blz, y, 2],
se sabe que B[z, y, zJu C B[z, y, 2.

Si v € Bz, y], entonces vd € Blz, yld, de donde, por la Proposicién V1.7, se
deduce que vd € B[z, y, z]; ademis, v(du) = (vd)u € Bz, y, 2zJu, de donde
v(du) € Blz, y, 2] y v(dub) € Bz, y, 2]b, y se deduce entonces de la Proposicién
VI.7 que v(dub) € B[z, y]. Se concluye que Bz, y](dub) < Bz, y], o sea dub
€ Blz, y] « Blz, y] = D[z, y]. lq.q.d. '

Prorosicién VIL18: bDz, yld S Dz, y, 2].

Demostracion: Sea u € Dlz, y]; puesto que D[z, y] = Blz, y] .+ Blz, y], se
sabe que Bz, ylu C Blz, yl.

Si v € Bz, y, 2], entonces vb € B[z, y, 2]b, de donde, en virtud de la Pro-
posicién VI.7, se deduce que vb € B[z, y]; ademés, v(bu) = (vb)u € Bz, ylu,
de donde v(bu) € B[z, y] y v(bud) € Blz, yld, y se deduce entonces, en virtud
de la Proposicién VI.7, que v(bud) € Bz, ¥y, z]. Se concluye asi que B[z, y, z]
(bud) € Blz, y, 2], o sea bud € B[z, y, 2] .* Blz, y, 2] = Dz, y, 2. lq.q.d.

Proposicién VI19: Si (u, v) € Olz, y, 2], enfonces (dub, dvb) € 0Olz, y].

Demostracion: En virtud de la Proposicién VI.17, se sabe que (dub, dvb) €
D[z, y] X Dz, yl, pues (u, v) € D[z, y, 2] X Dz, y, z]. Como (u, v) € 8., se
sabe que zu = 2zv, de modo que (zy) (dub) = ((zy)d)(ub) = z(ub) = (2u)b
= (av)b = 2z(vb) = ((zy)d)(vb) = (zy)(dvb),y es claro que dub y dvb son ele-
mentos de H,, - xy, pues Dz, y] C H,, .- zy; se deduce que (dub, dvb) € §,, .
l.q.q.d.

Prorostcién VI.20: Sz (u, v) € 0O[z, yl, entonces (bud, bvd) € O[z, y, z|.

Demostracion: Es evidente, en virtud de la Proposicién VI.18, que (bud,
bvd) € Dz, y, 2] X Dz, y, 2], pues (u, v) € D[z, y] X Dlz, y]. Adem4s, como
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(u, v) € 84, se sabe que (zy)u = (xy)v, de donde z(bud) = (2b) (ud) = (xy)
(ud) = ((zy)u)d = ((zy)v)d = (zy)(vd) = (2b)(vd) = z(bvd), y es claro
que bud y bud son elementos de H, . z, pues D[z, y, 2] C H, .- z; se deduce que
(bud, bvd) € 8.. lq.qd.

Prorosicién VI.21: St u € Dlz, y, 2]y v € Dlz, y, 2], entonces (d(uv)b, (dub)
(dw)) € Ofx, y].

Demostracion: Es claro, por la Proposicién VI.17, que (d(uwv)b, (dub) (duv))
€ Diz, y] X Dlz, y]. Ahora bien, como u € D[z, y, 2]y Diz, y, 2] € H, .* 2, se
sabe que zu € H,. Luego, en virtud de la Proposicién VI.3, se tiene que (zu)
(bd) = zu, de donde (xy)((dub)(dwb)) = (((zy)d)u)(bd)(wb) = (zu)(bd)
(v0) = (2u)(dd)(vb) = (2u)(vb) = z(wb) = ((zy)d)(wwdb) = (zy)(d(wv)b),
y es evidente que (dub)(dvb) y d(uv)b son elementos de H,, .- zy, pues D[z,
y] € H,, . zy; se deduce que (d(uv)b, (dub)(dvb)) € 8, . l.q.q.d.

Prorosicion VI.22: Siu € Dz, y]y v € Dlz, y] entonces (b(uv)d, (bud) (bvd))
€ Oz, y, 2l

Demostraciéon: De la Proposicién VI.18 se deduce inmediatamente que (b(wuv)d,
(bud) (bvd)) € DIz, y, 2] X DIz, y, 2]. Dado que u € D[z, yl, y Dlz, y] © Ha
.~ xy, se tiene que (zy)u € H,, . Entonces, por la Proposicién VI.2, se deduce
que (zy) v = ((zy)u)(db), y por lo tanto se tiene que z((bud) (bvd)) = ((2b)
u)(db)(vd) = ((zy)u)(db)(vd) = ((zy)u)(vd) = (zy)(uwed) = (2b) (wd)
= z(b(w)d), y es claro que (bud)(bvd) y b(uv)d son elementos de H, . z,
pues D[z, y, 2] C H. . z; se deduce entonces que (b(uv)d, (bud)(bvd)) € 8. .
lgqd.

Prorosicién VI23: Sz u € Dz, y, z], entonces (u, b(dub)d) € 0O[z, y, 2I.

Demostracion: Es claro, en virtud de las Proposiciones VI.17 y VI.18, que
(u, b(dub)d) € D[z, y, 2] X Dlz, y, z]. Puesto que v € Diz, y, 2] y Dz, y, 2] C
H, . z, se sabe que zu € H, ; entonces, por la Proposicién VI.3, se tiene que
2z = 2(bd) y zu = (2u)(bd). Luego z(b(dub)d) = (2(bd))(ubd) = (zu)(bd)
= zu, y es claro que b(dub)d y u son elementos de H, .* z, pues D[z, y, 2] C
H, .- z; se concluye, por lo tanto, que (u, b(dub)d) € 8,. lq.q.d.

Prorosicion VI.24: Sz u € D[z, y], entonces (u, d(bud)b) € 0O[z, yl.

Demostraciéon: En virtud de las Proposiciones VI.18 y VI.17, se sabe que (u,
d(bud)b) € Dz, y] X D[z, y]. Puesto que v € D[z, y] y Dz, y] © Hy - zy,
se tiene que (zy)u € H., ; entonces, por la Proposicién VI.2, se sabe que (zy)u
= ((zy)u)(db) y zy = (ay)(db). Por lo tanto, (zy)(d(bud)b) = ((zy)(db))
(u(bd)) = ((zy)u) (db) = (xy)u, y es evidente que (d(bud)db y u son elementos
de H,, .- =y, pues D[z, y] C H,, .. zy; se concluye, luego, que (u, d(bud)b)
€ 8. lg.qd. . ‘

Dado que Clz, y, 2] y C[z, y] no son vacios, se sabe, a fortior:, que DIz, y, 2]
no es vacio y que D[z, y] no es vacio. Por definicién, se sabe también que Tz,
Y, Z] = D[x; Y, Z]/@[:L‘, Y, Z] y P2[x; y] = D[x) y]/O[x, y]
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Es posible (en virtud de las Proposiciones VI.17 y V1.19) definir una funcién
Wz, y, 2] de Tyfz, 9, 2] en Tofx, y] como sigue: si K € Tyfz, y, 2] y k € K, entonces
¥olz, y, 2] asigna a K el elemento de I'sz, y] que contiene dkb.

Es también posible (en virtud de las Proposiciones VI.18 y VI.20) definir
una funcién wyz, y, 2] de Tyfz, y] en Tyfz, y, 2] como sigue: si K € Tyz, y] ¥
k € K, entonces wsfz, y, 2] asigna a K el elemento de Tz, ¥y, 2] que contiene bkd.

Prorosicion VI.25: ¥z, v, 2] ¥ wilx, y, 2] son funciones mutualmente inversas
tales que: (1) Yoz, y, 2] es un tsomorfismo de Tz, y, 2] sobre Tz, yl; y (i) wilz,
y, 2] es un tsomorfismo de Tz, y] sobre Tz, y, 2].

Demostracién: En virtud de la Proposicién VI.23, es evidente que e[z, ¥, 2]
0 wyfz, ¥, 2] es la funcion identidad; y en virtud de la Proposicién VI.24, es igual-
mente claro que wilx, ¥, 2] 0 ¥sz, ¥, 2] es la funcién identidad.

De esto se deduce que ys[z, ¥y, 2] ¥ welz, ¥, 2] son funciones mutualmente in-
versas, que e[z, ¥, 2] es una funcién biunfvoca de Tz, y, 2] sobre Tz, ¥, v
que wqfz, ¥, 2] es una funcién biunivoca de Ifx, y] sobre Tyfz, ¥, 2].

Pero, de las Proposiciones VI.21 y VI.22, es evidente que sz, ¥, 2] v wiz,
¥, 2] son homomorfismos. Se concluye, entonces, que ¥.[z, y, 2] es un isomorfismo
de Ty[z, y, 2] sobre Dyfz, y], y que wslz, ¥, 2] es un isomorfismo de Tyfx, y] sobre
Tofz, v, 2]. lg.qd.

Las dos Proposiciones a continuacién son inmediatas:
Prorosicién VI.26: El diagrama

Iy [-'L', Y, Z] M I, [x; Y, Z]

l‘ﬁ‘ [z, y, 2] l\l’z [z, y, 2]

Iy [z,y,] 122 9l |, [z, y]
es conmutativo.

Prorosicion V127: El diagrama

I [xl y] —2’% Ty [xy y]
lwl [z, y, 2] lwz (2, y, 2]
v l@, y, 2]

Pl [xi Y, ] e P2 [x’ Y, z]

es conmutativo.

Para terminar, se enuncia la Proposicién siguiente, que es consecuencia in-
mediata de cada una de las dos anteriores:

ProprosiciON VI.28: vz, y, 2] es biuntvoca si y solamente si y[x, y] es biunivoca.

VII. Algunas simplificaciones
Las notaciones empleadas en esta parte son las de las partes IT, III, V, y VI.
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Prorosicién VIIL1: Sz, y, 2, uw, y v son elementos de un semigrupo S tales que
(y, w) € 3y (2, v) € 3, entonces:

a) Alz, y, 2] = Alz, u, v].
b) Blz, y, 2] = Blz, u, v].
¢) Clz, y, 2] = Clz, u, v].
d) Dz, y, 2] = Dz, u, v].
e) Rlz, y, 2] = Rz, u, v).
f) Olz, y, 2] = Oz, u, v].
g) Tilz,y,2] = Tilz, u, v].
h) Tz, y, 2] = Tz, u, v].
1) 7z, y, 2] = Iz, u, v].
Demostracion: En efecto, puesto que H, = H, y H, = H, ; es evidente que
Alz, y, 2] = Alz, u, v] y Blz, y, 2] = Bz, u, v]. Adem4s, en virtud de la Proposi-

cién I1.10, se sabe que 8, = 8, y 8. = 8, . Todas las igualdades restantes de la
conclusién son entonces inmediatas.

Prorosicion VIL.2: Si x, y, 2, y w son elementos de un semigrupo S tales que
zH, ~ H, no es vacto y xH, ~ H, no es vacto, entonces Ty[z, y, 2] y Tilz, y, w]
son isomorfos y Tqlz, y, 2] y Telz, y, w] son isomorfos.

'Demostracion: Sean v € zH, ~ H, y v € zH, ~ H, .

Puesto que (u, z) € 3¢ y (v, w) € 3¢, se sabe, en virtud de la Proposicién
anterior, que I‘l[xy Y, Z] = I‘l[x: Y, ’I,(,], I‘z[{l), Y, Z] = Fz[ﬁl), Y, u]; I‘l[xj Y, 'U)] = FI[I:
Y, U], y I‘Z[xy Y, ’LU] = I‘Z[xr Y, Z]

Como u € zH,, se sabe, por lo demostrado en la parte VI, que Tz, y, u] y
Ty[z, y] son isomorfos y que Tz, y, u] y T'[z, y] son isomorfos.

Anidlogamente, como v € zH, , se sabe que Iz, y, v] y Ti[z, y] son isomorfos
y que Tyfz, y, v] y ez, y] son isomorfos.

Se concluye, entonces, que I'[z, y, 2] y Tilz, y, w] son isomorfos (dado que son
isomorfos a Tz, y]), y que Tofz, y, 2] y Taz, y, w] son isomorfos (dado que son
isomorfos a Tz, y]). lg.q.d.

Es posible ahora simplificar la Proposicién II1.14 del modo siguiente:

Prorosicién VIL3: Siz, y, y 2 son elementos de un semigrupo S tales que xH,
~ H, no es vacto, st Hy, .* y no es vacto, y st x es cancelativo a la 1zquierda sobre
H,, entonces v[x, y, 2] es biunivoca.

Demostracion: En efecto, sea w € zH, ~ H,. Entonces, puesto que (w, 2z)
€ 3¢, se deduce de la Proposicién VII.1 que vz, y, 2] = v[z, y, w]. Pero, también,
w € zH, , de donde, en virtud de la Proposicién III.14, se sabe que [z, y, w]
es biunivoca. Se concluye, por lo tanto, que v[z, y, 2] es biunivoca. l.q.qd.
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VIII. Realizacidon de homomorfismos de grupos

Es el propésito de esta parte demostrar que, mediante una construccién sen-
cilla, fodo homomorfismo de grupos puede ser ‘‘realizado’ por un homomorfismo
de la forma vz, y]. Al profesor Robert P. Hunter, a quien se debe esta idea, el
autor desea expresar su agradecimiento por haber sugerido que ésta fuera in-
cluida en este trabajo.

Se supone que: (G1, °) y (Gy; *) son grupos, y que ¢ es un homomorfismo de
(G, o) sobre (Gy, *). El elemento identidad del primero se designars por e ,
y el del segundo, por e, . Para evitar complicaciones en la notacién, se supondra
que Gy y G2 no contienen ningtn elemento en comin.

Se describe a continuacién la construccién de un semigrupo S (la operacién
en éste, como de costumbre, se escribird multiplicativamente) :

a) S =G UG;
b) siz € Sey € 8§, entonces

zoy siz € Ghey € Gy,
{(:mp)*ysi:v €EGiey € Gy,
v lx*(w) siz € Goey € Gy,
THY siz € Grey € Gs.

No ofrece ninguna dificultad verificar que esta multiplicacién en S ‘es aso-
ciativa. Es igualmente evidente que ze; = x = e para todo elemento z de S,
0 sea que ¢ es el elemento identidad de S. Nétese, ademaés, que la restriccién de
la multiplicacién en S a G y a G. coincide, respectivamente, con o y#: en otras
palabras, (Gi, o) y (G2, *) son subgrupos de S.

a) Es fécil verificar que, si v y v son elementos de Gy, entonces (u, v) € 3C:
en efecto, como (Gy, ) es un grupe, se sabe que existen elementos a, b, ¢, d de
G, tales que 4 = aov, u =vob,v = cowu, y v = uod, y consecuentemente,
dado que (G1, ©) es un subgrupo de S, se deduce que v = av, ¥ = vb, v = cu,
y v = ud, de donde (u, v) € JC.

b) De modo anilogo se demuestra que, si % y v son elementos de G, , en-
tonces (u, v) € 3C.

¢) Por otro lado, es claro que, si w € G1y v € G, , entonces (u, v) ¢ 3C: en
efecto, se sabe que u = v (pues Gi ~ G es vacio); ademis, en virtud de la de-
finicién de la multiplicacién en S, se sabe que vw € G, para todo elemento w
de S, de donde se deduce que u # vw para todo elemento w de S. Luego (u, v)
¢ Je.

d) De lo dicho en los tres ltimos pérrafos se deduce que G; y G, son las
tnicas JC-clases de S. Puesto que ¢; € G4 y e € Gz, se concluye que H,, =
Gl y H ey = G2 .

e) Aplicando la Proposicién I1.12, se deduce de esto dltimo que G4 = H.,
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CH, +eyG=H, € H, . e,y también que ., | G; es un isomorfismo
de G, sobre T,, y m., | G5 es un isomorfismo de G, sobre T, .

f) Se verifica ahora que e;H,, = H.,., : En efecto, exH,, = {exg | g € H,,} =
{ewglg € G} = {ex(ge)| g € G} = {go|g € G} = G». Adems4s, como eze; =
es, se tiene que H.,,, = H,, = (;. Luego e;H, = H.,,,, .

g) Aplicando ahora las proposiciones V.13 y V.14, se tiene que T'ife;, e
= Pel y F2[92: 61] = Fezel = I‘ez .
Es posible, finalmente, enunciar el resultado deseado:

Prorosicion: El  diagrama

Gh £ G-
‘[71'91 l Gl May | G2
7[62 y 61]
T [es , e T. le: , el

es conmutativo (por lo tanto, yle: , e es una “realizacién” de o).

Demostracion: Sea g € Gy . Puesto que eg = ex(go) = gp € G = H,,, se
sabe que ¢ € H., . e ; ademés, puesto que gp € Gy G2 € H,, .- e, se tiene
que gp € H,, * e . Finalmente, como e, = exx(gp) = ex(ge), se deduce que
(g, go) € 8., . De esto y de la definicién de v[e; , ] se concluye que (g(m., | G1))

vlez, el = (go)(me, | Ge). lagd.
Tae GEORGIA INsTITUTE OF TECHNOLOGY, ATLANTA, GEORGIA
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